o formulxnoj slovnosti simmetri~eskih bulewyh funkcij

d. ‘. ~ERUHIN^�

bULEWOJ FUNKCIEJ OT n ARGUMENTOW NAZYWAETSQ PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ f : {0, 1}^n →

{0, 1}. bULEWA FUNKCIQ NAZYWAETSQ SIMMETRI^ESKOJ, ESLI E¡ ZNA^ENIE NE IZMENQETSQ

PRI PROIZWOLXNOJ BIEKTIWNOJ PERESTANOWKE ARGUMENTOW. kAVDOJ SIMMETRI^ESKOJ BULEWOJ FUNKCII f OT n ARGUMENTOW WZAIMNO-ODNOZNA^NO SOOTWETSTWUET E¡ HARAKTERISTI^ESKIJ NA- BOR — (f0, f1, . . . , fn), W KOTOROM fi QWLQETSQ ZNA^ENIEM FUNKCII f NA L@BOM NABORE, SODER- VA]EM i EDINIC. nAPRIMER, FUNKCIQ GOLOSOWANIQ Γn — “TO SIMMETRI^ESKAQ FUNKCIQ OT n ARGUMENTOW (n NE^¡TNO), HARAKTERISTI^ESKIJ NABOR KOTOROJ IMEET WID (0, . . . , 0, 1, . . . , 1), GDE ^ISLO NULEJ RAWNO ^ISLU EDINIC.

pUSTX b — PROIZWOLXNOE KONE^NOE FUNKCIONALXNO POLNOE MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ (TAKOE MNOVESTWO BUDEM NAZYWATX BAZISOM). fORMULAMI W BAZISE b NAZYWA@TSQ SLEDU@]IE I TOLXKO SLEDU@]IE WYRAVENIQ W ALFAWITE b ∪ {x1, x2, . . .} ∪ {^0(^0,^0)^0,^0,^0 }:

1) c, ESLI c ∈ b ∩ {0, 1};

2) f(F_1, . . . , F_k), ESLI f ∈ b, f — FUNKCIQ OT k ARGUMENTOW, I L@BOE IZ WYRAVENIJ

F_1, . . . , F_k LIBO QWLQETSQ FORMULOJ W BAZISE b, LIBO PRINADLEVIT MNOVESTWU PEREMENNYH {x_1, x_2, . . .}. sLOVNOSTX@ FORMULY NAZYWAETSQ ^ISLO WHOVDENIJ W NE¡ PEREMENNYH. sLOVNOSTX@ FUNKCII f W BAZISE b NAZYWAETSQ MINIMALXNAQ IZ SLOVNOSTEJ FORMUL W BAZISE b, REALI- ZU@]IH FUNKCI@ f. sLOVNOSTX FUNKCII f W BAZISE b OBOZNA^IM ^EREZ Lb(f).

tEOREMA 1. dLQ KAVDOGO NATURALXNOGO ^ISLA n MOVNO POSTROITX TAKOE MNOVESTWO

T_n, SOSTOQ]EE TOLXKO IZ SIMMETRI^ESKIH FUNKCIJ OT n ARGUMENTOW, ^TO WYPOLNENY USLOWIQ:

A) |T_n| ∼ 2^{n+1}, n → ∞ (T. E. POSLEDOWATELXNOSTX MNOVESTW T_n SODERVIT "PO^TI WSE" SIMMETRI^ESKIE FUNKCII);

B) ESLI n NE^TNO, TO Γ_n ∈ T_n;

W) DLQ L@BOGO BAZISA b SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY A I B, ^TO DLQ L@BOGO ^ISLA n I L@BOJ FUNKCII f ∈ T_n WYPOLNENO NERAWENSTWO

Lb (f) ≥ An log_2 n + B.

w SLU^AE, KOGDA b SOSTOIT TOLXKO IZ DWUMESTNYH FUNKCIJ, tEOREMA BYLA DOKAZANA fI- [EROM, mEJEROM I pATERSONOM [1]. pLANIRUETSQ, ^TO STATXQ DOKLAD^IKA S DOKAZATELXSTWOM tEOREMY BUDET OPUBLIKOWANA W VURNALE ”dISKRETNYJ ANALIZ I ISSLEDOWANIE OPERACIJ”, sERIQ 1.

pOLXZUQSX SLU^AEM, DOKLAD^IK WYRAVAET BLAGODARNOSTX SWOEMU U^ITEL@ PO DISKRETNOJ MATEMATIKE oLEGU bORISOWI^U lUPANOWU.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 99–01–01175), fcp ”iN- TEGRACIQ” (PROEKT AO–110), pROGRAMMY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT 992206) I pRO- GRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rffi (PROEKT 00–15–96103).

literatura

[1] Fischer M .J., Meyer A. R., Paterson M. S. Ω(n log n) lower bounds on length of Boolean

formulas. // SIAM J. Comput. 1962. V. 11, N 3. P. 416–427.

�mOSKOWSKIJ GOSUDARSTWENNYJ UNIWERSITET IM. m.w. lOMONOSOWA, MEHANIKO-MATEMATI^ESKIJ FAKULXTET