udk 519.714

o SHEMAH IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW KONE^NOJ GLUBINY WETWLENIQ / d. ‘. ~ERUHIN

w RABOTE WWEDENO PONQTIE GLUBINY WETWLENIQ SHEMY IZ FUNKCIONALX- NYH “LEMENTOW I RASSMOTRENY KLASSY SHEM, IME@]IE GLUBINU WETWLENIQ, OGRANI^ENNU@ KONSTANTOJ. w DANNYH KLASSAH SHEM I RAZLI^NYH BAZISAH POLU^ENY WERHNIE I NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI LINEJNOJ BULEWOJ FUNK- CII. pOSTROENY BESKONE^NO UBYWA@]IE POSLEDOWATELXNOSTI MER SLOV- NOSTI PRI FIKSIROWANNOM BAZISE I RASTU]EJ GLUBINE WETWLENIQ I PRI FIKSIROWANNOJ GLUBINE WETWLENIQ I MENQ@]EMSQ BAZISE.

kL@^EWYE SLOWA: BULEWA FUNKCIQ, SHEMA IZ FUNKCIONALXNYH “LEMEN- TOW, SLOVNOSTX, GLUBINA.

Keywords: Boolean function, combinational circuit, complexity, depth.

o SHEMAH IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW

KONE^NOJ GLUBINY WETWLENIQ

d. ‘. ~ERUHIN

bAZISOM BUDEM NAZYWATX KONE^NU@ POLNU@ SISTEMU BULEWYH FUNKCIJ. oPREDELENIQ SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (sf—) I FORMULY W BAZISE B MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W [1]. sKAVEM, ^TO WER[INA v SHEMY S OBLADAET WETWLENIEM, ESLI FUNKCIQ, WY^ISLENNAQ W WER[INE v, IS- POLXZUETSQ W DALXNEJ[EM WY^ISLENII NE MENEE DWUH RAZ, A IMENNO, LIBO WER[INE v SOOTWETSTWU@T NE MENEE DWUH WYHODOW SHEMY, LIBO v QWLQETSQ WYHODOM SHEMY I SU]ESTWUET HOTQ BY ODNO REBRO, WYHODQ]EE IZ v, LIBO IZ v WYHODIT NE MENEE ^EM DWA REBRA. wER[INU v NAZOW¡M UZLOWOJ, ESLI LIBO v QWLQETSQ WHODOM SHEMY, LIBO v OBLADAET WETWLENIEM.

gLUBINOJ WETWLENIQ SHEMY S NAZYWAETSQ NAIBOLX[EE ^ISLO UZLOWYH

WER[IN, SODERVA]IHSQ W ODNOM ORIENTIROWANNOM PUTI W SHEME S. tAKIM OBRAZOM, GLUBINA WETWLENIQ FORMUL RAWNA 1 (ZAMETIM, ^TO ESLI NE S^I- TATX WHODY UZLOWYMI WER[INAMI, TO GLUBINA WETWLENIQ BESPOWTORNYH [2] FORMUL RAWNA NUL@; ODNAKO TAKOE OPREDELENIE W NEKOTOROM SMYSLE NE- UDOBNO), GLUBINA WETWLENIQ SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW NEOGRA- NI^ENA. w DANNOJ RABOTE RASSMOTRENY KLASSY SHEM, W KOTORYH GLUBINA WETWLENIQ OGRANI^ENA KONSTANTOJ.

pRI REALIZACII PO^TI WSEH BULEWYH FUNKCIJ RASSMATRIWAEMYE KLAS- SY SHEM (ESLI GLUBINA WETWLENIQ OGRANI^ENA ^ISLOM, NE MENX[IM 2) WE- DUT SEBQ PODOBNO SHEMAM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (A IMENNO, IME@T TOT VE PORQDOK ROSTA FUNKCII –ENNONA). w NASTOQ]EJ RABOTE POKAZANO, ^TO PRI REALIZACII OTDELXNYH FUNKCIJ, NAPRIMER, LINEJNOJ FUNKCII, DANNYE KLASSY SHEM BOLEE NAPOMINA@T FORMULY, A IMENNO, I WERHNIE (tEOREMA 1) I NIVNIE (tEOREMA 2) OCENKI SLOVNOSTI IZWLEKA@TSQ IZ SO- OTWETSTWU@]IH METODOW OCENKI SLOVNOSTI FORMUL.

pRI POLU^ENII NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI ISPOLXZUETSQ TRADICION- NYJ METOD ”ZABIWANIQ” PEREMENNYH, WPERWYE ISPOLXZOWANNYJ sUBBO-

TOWSKOJ [3] DLQ BAZISA {&, ∨, ¬}, I RASPROSTRAN¡NNYJ ZATEM NA KLASS OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW, T. E. BAZISOW, W KOTORYH LINEJNAQ FUNK- CIQ IMEET NELINEJNU@ SLOVNOSTX [4–7]; METOD ZABIWANIQ IZWESTEN TAKVE KAK METOD SVATIQ FORMUL (shrinkage) POD DEJSTWIEM SLU^AJNOJ PODSTA- NOWKI [7,8]. wOPROS O TOM, PRIMENIMY LI K SHEMAM OGRANI^ENNOJ GLUBINY WETWLENIQ ANALOGI DRUGIH METODOW POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI FORMUL [9], OSTA¡TSQ OTKRYTYM.

sKAVEM, ^TO MERA SLOVNOSTI L1 BULEWYH FUNKCIJ PRED[ESTWUET [2] MERE SLOVNOSTI L2 (L1 ⩽ L2), ESLI L1(f) = O(L2(f)) PRI nes(f) → ∞, GDE nes(f) — ^ISLO SU]ESTWENNYH PEREMENNYH FUNKCII f (ZDESX I DALEE ASIMPTOTI^ESKIE SOOTNO[ENIQ PONIMA@TSQ W SMYSLE TEORII PREDELA PO BAZE). dLQ KAVDOGO BAZISA B I ^ISLA k ⩾ 1 MY WWED¡M MERU SLOVNOSTI L^k_B, SOOTWETSTWU@]U@ KLASSU SHEM W BAZISE B, GLUBINA WETWLENIQ KOTORYH NE PREWOSHODIT k. mY POSTROIM (tEOREMA 3) BESKONE^NYE POSLEDOWATELX- NOSTI WIDA L^{k1}_B > L^{k2}_B > . . . DLQ KAVDOGO OBOB]ENNO-MONOTONNOGO BAZISA B I WIDA L^k_{B1} > L^k_{B2} > . . . DLQ KAVDOGO k ⩾ 2; PRI k = 1 TAKIE POSLEDOWA- TELXNOSTI IZWESTNY (NAPRIMER, [6]). kROME TOGO, ISPOLXZUQ ULU^[ENNU@ TEHNIKU SVATIQ FORMUL W BAZISE B0 = {&, ∨, ¬} [8], POKAVEM (tEOREMA 4), ^TO L^1_{B0} > L^2_{B0} > . . .

sTOIT OTMETITX SWQZX GLUBINY WETWLENIQ S GLUBINOJ W OBY^NOM SMYS- LE, T. E. NAIBOLX[EJ IZ DLIN ORIENTIROWANNYH PUTEJ W SHEME. sHEMY GLUBINY WETWLENIQ k W BAZISE B MOVNO RASSMATRIWATX KAK SHEMY GLUBI- NY k NAD BESKONE^NYM BAZISOM, SOSTOQ]IM IZ WSEH FUNKCIJ, BESPOWTORNO WYRAZIMYH [2] W BAZISE B. wOPROS O SRAWNENII MER SLOVNOSTI ODNOJ I TOJ VE MODELI SHEM S RAZNYMI KONSTANTNYMI OGRANI^ENIQMI NA GLUBI- NU BYL WPERWYE ISSLEDOWAN W RABOTE [10]: DLQ KLASSA MONOTONNYH FORMUL BYLO POKAZANO, ^TO PRI UWELI^ENII GLUBINY NA EDINICU MERA SLOVNOSTI STROGO UMENX[AETSQ.

w NASTOQ]EE WREMQ IMEETSQ DOSTATO^NO MNOGO RABOT PO NIVNIM OCEN- KAM SLOVNOSTI SHEM OGRANI^ENNOJ GLUBINY; W NEKOTORYH IZ NIH POLU^E- NY “KSPONENCIALXNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI [9]. w OTLI^IE OT MNOGIH KLASSOW SHEM OGRANI^ENNOJ GLUBINY RASSMATRIWAEMYE W DANNOJ RABOTE KLASSY QWLQ@TSQ ”SILXNYMI”, TAK KAK ONI NE SLABEE KLASSA FORMUL W POLNOM BAZISE, TRADICIONNO S^ITA@]EGOSQ ”SILXNYM”: NAIBOLX[IE IZ- WESTNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI FORMUL NE PREWOSHODQT POLINOMA OT ^ISLA PEREMENNYH.

sLOVNOSTX@ SHEMY S BUDEM S^ITATX ^ISLO R¡BER, WYHODQ]IH IZ UZ- LOWYH WER[IN; SLOVNOSTX BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ L(S). nETRUDNO POKA-

ZATX, ^TO DANNAQ MERA SLOVNOSTI OTLI^AETSQ NE BOLEE ^EM W KONSTANTU RAZ OT TRADICIONNOJ MERY SLOVNOSTI sf— — ^ISLA “LEMENTOW; W TO VE WREMQ RASSMATRIWAEMAQ MERA SLOVNOSTI QWLQETSQ TRADICIONNOJ DLQ FOR- MUL (^ISLO R¡BER, ISHODQ]IH IZ WHODOW FORMULY, RAWNO ^ISLU WHOVDENIJ W FORMULU SIMWOLOW PEREMENNYH). oBOZNA^IM ^EREZ L^k_B(f) SLOVNOSTX BU- LEWOJ FUNKCII f W KLASSE sf— W BAZISE B, GLUBINA WETWLENIQ KOTORYH NE PREWOSHODIT k. w ^ASTNOSTI, L^1_B(f) — SLOVNOSTX FUNKCII f W KLASSE FORMUL W BAZISE B.

oBOZNA^IM Λn = x1 ⊕ . . . ⊕ xn. dLQ L@BOGO CELOGO k ⩾ 1 WWED¡M FUNK- CI@ φ_k(x) = 1 1 − (1 − 1/x)^k . zAMETIM, ^TO ESLI x > 1, TO φ1(x) = x I POSLEDOWATELXNOSTX φ1(x), φ2(x),

. . . , MONOTONNO UBYWAQ, STREMITSQ K ^ISLU 1.

tEOREMA 1. pUSTX B — BAZIS, γ > 1. tOGDA, ESLI

L^1_B(Λ_n) = O(n^γ), n → ∞,

TO DLQ L@BOGO k L^k_B(Λ_n) = O(n^{φk(γ)}), n → ∞. dOKAZATELXSTWO. nA PERWOM [AGE OB˙EDINIM PEREMENNYE W GRUP- PY (KOTORYE BUDEM NAZYWATX 1-GRUPPAMI) PRIMERNO PO n1 PEREMENNYH W KAVDOJ (^ISLA n1, n2, . . . , nk−1 WYBEREM POZVE). sUMMU PEREMENNYH W KAVDOJ 1-GRUPPE REALIZUEM FORMULOJ SLOVNOSTI O(n^γ_1 ). oB]AQ SLOV- NOSTX POSTROENNYH FORMUL ESTX O(n^γ_1 ·^n_{n1} ). nA WTOROM [AGE OB˙EDINIM 1-GRUPPY W BOLEE KRUPNYE 2-GRUPPY, A IMENNO, KAVDU@ 2-GRUPPU OBRA- ZUEM PRIMERNO IZ n2 1-GRUPP. rEALIZUEM SUMMU PEREMENNYH W KAVDOJ 2-GRUPPE FORMULOJ, ISPOLXZUQ W KA^ESTWE WHODOW “TOJ FORMULY RANEE WY- ^ISLENNYE SUMMY DLQ 1-GRUPP. oB]AQ SLOVNOSTX POSTROENNYH FORMUL NA WTOROM [AGE ESTX O(n^γ_2 ·^n_{n1n2} ).

pODOBNYM OBRAZOM DEJSTWUEM I DALX[E. nA k-M [AGE OB˙EDINIM WSE n PEREMENNYH W ODNU k-GRUPPU I WY^ISLIM IH SUMMU, OPIRAQSX NA SUMMY PEREMENNYH W (k − 1)-GRUPPAH. pUSTX nk — ^ISLO (k − 1)-GRUPP, TOGDA

n_1n_2 · . . . · n_k ∼ n. (1)

sLOVNOSTX FORMULY, POSTROENNOJ NA k-M [AGE ESTX O(n^γ_k) = O(n^γ_k · n n_1n_2...nk ). pOSTROENNAQ NAMI SHEMA IMEET GLUBINU WETWLENIQ k I REALIZU-

ET FUNKCI@ Λn, PO“TOMU

L^k_B(Λ_n) = O (^k∑ i=1 n^γ_i · n n_1 . . . n_i ) . (2)

wYBEREM ^ISLA n1, . . . , nk−1 TAK, ^TOBY SLAGAEMYE W SUMME (2) BYLI PRIMERNO RAWNY. pOSLE NESLOVNYH WYKLADOK POLU^IM USLOWIQ

n_{i+1} ∼ n^α_i , GDE α = γ γ − 1 , i = 1, . . . , k − 1. pODSTAWIM IH W (1): n ∼ n_1 · n^α_1 · . . . · n^{αk} �1_1

= n^α k �1_α�_1 1 . wYRAZIW OTS@DA n1, PODSTAWIM EGO W (2):

L^k_B(Λ_n) = O ( k · n^γ_1 n n_1 ) = O(n^{γ−1}_1 n) = O ( n^α �1_{αk} �1^{(γ−1)+1} ) . (3)

nAKONEC, PREOBRAZUEM POKAZATELX STEPENI W POSLEDNEJ FORMULE WYKLADKI

(3): α − 1 α^k − 1

(γ−1)+1 =

(^γ_{γ−1} − 1)(γ − 1)

α^k − 1

+1 = 1 α^k − 1

+1 = 1 1 − (1/α)^k = φ_k(γ). tEOREMA 1 DOKAZANA.

pODSTANOWKOJ KONSTANT NAZYWAETSQ FUNKCIQ, SOPOSTAWLQ@]AQ NE-

KOTORYM PEREMENNYM KONSTANTY IZ MNOVESTWA {0, 1}. eSLI f — FUNKCIQ, A — PODSTANOWKA KONSTANT, TO ^EREZ f|A OBOZNA^IM FUNKCI@, POLU^EN- NU@ IZ f FIKSACIEJ PEREMENNYH, WHODQ]IH W OBLASTX OPREDELENIQ POD- STANOWKI A, SOOTWETSTWU@]IMI KONSTANTAMI; ^EREZ |A| OBOZNA^IM MO]- NOSTX MNOVESTWA OPREDELENIQ PODSTANOWKI A. wWED¡M MERU SLOVNOSTI FUNKCIJ L^∗_B: ESLI f TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE, PEREMENNOJ ILI OT- RICANI@ PEREMENNOJ, TO L^∗_B(f) = 0, INA^E L^∗_B(f) = L^1_B(f).

pUSTX f — FUNKCIQ OT n PEREMENNYH, 0 ⩽ m ⩽ n. tOGDA OBOZNA^IM

L^∗_B(f; m) = 1 2^{n−m}C^m_n ∑ A,|A|=n−m L^∗(f|_A)

(ZDESX I DALEE SUMMA BER¡TSQ PO PODSTANOWKAM A, OBLASTX OPREDELENIQ KOTORYH SODERVITSQ W MNOVESTWE PEREMENNYH FUNKCII f). dRUGIMI SLO- WAMI, L^∗_B(f; m) — SLOVNOSTX SLU^AJNOJ PODFUNKCII OT m PEREMENNYH FUNKCII f. sKAVEM, ^TO BAZIS B OBLADAET “KSPONENTOJ SVATIQ γ, ESLI PRI n = nes(f) → ∞, m ⩾ 1, m = o(n), WYPOLNENO

L^∗_B(f) = Ω (( n m )_γ) L^∗_B(f; m). (4)

tEOREMA 2. pUSTX BAZIS B OBLADAET “KSPONENTOJ SVATIQ γ, γ > 1.

tOGDA DLQ L@BOGO k

L^k_B(Λ_n) = Ω(n^{φk(γ)}), n → ∞.

dOKAZATELXSTWO. pROWED¡M INDUKCI@ PO k. bAZIS INDUKCII, k = 1, SLEDUET IZ (4), ESLI POLOVITX m = 2.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: k − 1 → k. pUSTX S — SHEMA MINIMALXNOJ SLOVNOSTI DLQ FUNKCII Λn W KLASSE SHEM GLUBINY WETWLENIQ, NE BOLX[EJ k. pUSTX V — MNOVESTWO UZLOWYH WER[IN SHEMY S, OTLI^NYH OT WHODOW. eSLI V = ?, TO SHEMA S QWLQETSQ FORMULOJ I DOKAZYWAEMOE UTWERVDENIE SLEDUET IZ BAZISA INDUKCII I NERAWENSTWA φk(γ) < γ.

rASSMOTRIM SLU^AJ V ≠ ?. wER[INU v ∈ V NAZOW¡M MINIMALXNOJ W V , ESLI NE SU]ESTWUET WER[INY v^′ ∈ V , v^′ ≠ v, TAKOJ, ^TO IZ v^′ W v WED¡T NEKOTORYJ ORIENTIROWANNYJ PUTX. pUSTX V^′ = {v1, . . . , vr} — MNOVESTWO WSEH MINIMALXNYH W V WER[IN. pUSTX TAKVE fi — FUNKCIQ, WY^ISLQEMAQ W WER[INE vi, 1 ⩽ i ⩽ r (fi ZAWISIT OT WHODNYH PEREMENNYH SHEMY S). tOGDA ^ASTX SHEMY S, PRED[ESTWU@]AQ WER[INE vi, T. E. ^ASTX, W KOTO- ROJ WY^ISLQETSQ FUNKCIQ fi, QWLQETSQ FORMULOJ; OBOZNA^IM E¡ ^EREZ Fi. fORMULY F1, . . . , Fr NE SODERVAT OB]IH WER[IN, ZA ISKL@^ENIEM WHODOW, I MINIMALXNY, PO“TOMU L(S) ⩾ r∑ i=1 L(F_i) = r∑ i=1 L^1_B(f_i). (5)

eSLI_{r∑} i=1 L^1_B(f_i) ⩾ n^{φk(γ)}, (6)

TO, W SILU (5), TEOREMA DOKAZANA. eSLI VE (6) NE WYPOLNENO, TO S U^¡TOM (4) DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY C PRI m ⩾ 1, m = o(n) IMEEM n^{φk (γ)} > r∑ i=1 L^1_B(f_i) ⩾ r∑ i=1 L^∗_B(f_i) ⩾ C ( n m )_γ^r∑ i=1 L^∗_B(f_i; m) =

= C ( n m )_γ 1 2^{n−m}C^m_n ∑ A,|A|=n−m r∑ i=1 L^∗_B(f_i|_A). sU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, |A| = n − m, ^TO n^{φk(γ)} > C ( n m )_γ^r∑ i=1 L^∗_B(f_i|_A). (7)

pOLOVIM m = Dn^α, GDE α UDOWLETWORQET USLOWI@

φ_k(γ) − γ(1 − α) = α, (8)

D OPREDELIM NIVE. pEREPI[EM (7) W WIDE r∑ i=1 L^∗_B(f_i|_A) < D^γ C n^{φk(γ)−γ(1−α)} = D^γ C n^α = D^{γ−1} C m. kONSTANTU D WYBEREM TAK, ^TOBY WYPOLNQLOSX r∑ i=1 L^∗_B(f_i|_A) < m 2 . (9)

pUSTX M — MNOVESTWO PEREMENNYH, KAVDAQ IZ KOTORYH SU]ESTWENNA HOTQ BY DLQ ODNOJ IZ FUNKCIJ fi|A, SU]ESTWENNO ZAWISQ]IH NE MENEE, ^EM OT DWUH PEREMENNYH. w SILU (9) IMEEM |M| < m/2. pUSTX A^′ — PODSTANOW- KA KONSTANT, OPREDEL¡NNAQ NA MNOVESTWE M. tOGDA KAVDAQ IZ FUNKCIJ

f_i|_{A∪A}0 TOVDESTWENNO RAWNA LIBO KONSTANTE, LIBO PEREMENNOJ, LIBO OTRI-

CANI@ PEREMENNOJ. oSU]ESTWIM PODSTANOWKU KONSTANT A ∪ A^′ W SHEMU S I PROWED¡M ESTESTWENNYE UPRO]ENIQ, W ^ASTNOSTI, ESLI FUNKCIQ fi|A∪A0 RAWNA PEREMENNOJ, TO OTOVDESTWIM WER[INU vi S SOOTWETSTWU@]IM WHO- DOM, ESLI fi|A∪A0 RAWNA OTRICANI@ PEREMENNOJ, TO POSTUPIM ANALOGI^- NO, NO PREDWARITELXNO PRONES¡M OTRICANIE ^EREZ WER[INU vi (WOZMOVNO,

UWELI^IW ^ISLO “LEMENTOW OTRICANIQ, ^TO NE WLIQET NA SLOVNOSTX); NA- KONEC, ESLI FUNKCIQ fi|A∪A0 TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE, TO WER[INU

v_i UDALIM, OSU]ESTWIW DALXNEJ[IE PODSTANOWKI “TOJ KONSTANTY.

w REZULXTATE POLU^IM SHEMU S^′, REALIZU@]U@ LINEJNU@ FUNKCI@ (ILI E¡ OTRICANIE) OT NE MENEE ^EM m/2 PEREMENNYH. w SHEME S^′ KAVDAQ IZ WER[IN, WHODQ]IH W MNOVESTWO V^′, LIBO OTSUTSTWUET, LIBO SOWPADA- ET S ODNIM IZ WHODOW. zAMETIM, ^TO L@BOJ ORIENTIROWANNYJ PUTX Π W ISHODNOJ SHEME S, SODERVA]IJ ROWNO k UZLOWYH WER[IN, SODERVIT HOTQ BY ODNU IZ WER[IN MNOVESTWA V^′. (dEJSTWITELXNO, PUSTX v — PERWAQ UZ- LOWAQ WER[INA PUTI Π, OTLI^NAQ OT WHODOW. tOGDA SU]ESTWUET WER[INA

v^′ ∈ V^′, PRED[ESTWU@]AQ WER[INE v. zAMENIW W Π NA^ALXNYJ OTREZOK

TAK, ^TOBY PUTX PROHODIL ^EREZ WER[INU v^′, POLU^IM PUTX, SODERVA]IJ BOLX[E k UZLOWYH WER[IN. pROTIWORE^IE.) kROME TOGO, KAVDAQ UZLOWAQ WER[INA SHEMY S^′ QWLQETSQ UZLOWOJ DLQ SHEMY S. pO“TOMU GLUBINA WETW- LENIQ SHEMY S^′ NE PREWOSHODIT k − 1.

pRIMENIW PREDPOLOVENIE INDUKCII, POLU^IM (ZAMETIW TAKVE, ^TO SLOVNOSTI FUNKCII I E¡ OTRICANIQ RAWNY)

L(S) ⩾ L(S^′) ⩾ L^{k−1}_B (Λ_{m/2}) = Ω((m/2)^{φk}�^{1(γ)}) = Ω(n^{αφk}�^{1(γ)}). (10)

wYRAZIW α IZ (8), PREOBRAZUEM POKAZATELX STEPENI W (10): αφ_{k−1}(γ) = γ − φ_k(γ) γ − 1 · φ_{k−1}(γ). (11)

pOKAVEM, ^TO POSLEDNEE WYRAVENIE W (11) RAWNO φk(γ), ^TO RAWNOSILXNO SLEDU@]EMU

φ_k(γ) = γ · φ_{k−1}(γ) φ_{k−1}(γ) + γ − 1

. (12)

wOSPOLXZOWAW[ISX RAWENSTWOM φk(γ) =^{γk}_{γk−(γ−1)k} , POLU^IM γ · φ_{k−1}(γ) φ_{k−1}(γ) + γ − 1 = γ ·^{γk} �1 γk�1_{−(γ−1)}k�1 γk�1 γk�1_{−(γ−1)}k�1 + γ − 1 =

= γ^k γ^{k−1} + (γ − 1)(γ^{k−1} − (γ − 1)^{k−1}) = γ^k γ^k − (γ − 1)^k = φ_k(γ). rAWENSTWO (12), A WMESTE S NIM I TEOREMA 2, DOKAZANY.

fUNKCIQ f NAZYWAETSQ OBOB]ENNO-MONOTONNOJ, ESLI f PO KAVDOMU SWOEMU ARGUMENTU LIBO NE WOZRASTAET, LIBO NE UBYWAET. bAZIS, SOSTOQ- ]IJ TOLXKO IZ OBOB]ENNO-MONOTONNYH FUNKCIJ, NAZYWAETSQ OBOB]ENNO- MONOTONNYM. pORQDKOM BAZISA B NAZYWAETSQ NAIBOLX[EE ^ISLO ARGUMEN- TOW U FUNKCIJ IZ B.

lEMMA 1. oBOB]ENNO-MONOTONNYJ BAZIS B PORQDKA k OBLADAET “KSPO-

NENTOJ SVATIQ γ =^{3k−3}_{3k−4} .

dOKAZATELXSTWO. bUDEM ISPOLXZOWATX TERMINOLOGI@ I REZULXTATY RABOTY [11]. zAMETIM, ^TO BAZIS B MOVNO S^ITATX NORMALXNYM (T. E. SO- DERVA]IM WMESTE S KAVDOJ FUNKCIEJ WSE E¡ PODFUNKCII). w [11] WWEDENA MERA SLOVNOSTI FORMUL P : P (F ) = L(F ) + M(F ), GDE M(F ) — SUMMA WESOW FUNKCIJ, WHODQ]IH W FORMULU; WES FUNKCII OT l ARGUMENTOW RAWEN l−2 2 PRI l ⩾ 2 I 0 PRI l ⩽ 1. dLQ PRIWED¡NNOJ FORMULY F SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO [11, lEMMA 1] L(F ) ⩾ 2k − 2 3k − 4 P (F ). (13)

~EREZ F ↾_A BUDEM OBOZNA^ATX MINIMALXNU@ (S TO^KI ZRENIQ MERY P ) PRI- WED¡NNU@ FORMULU, QWLQ@]U@SQ UPRO]ENIEM FORMULY F |A, POLU^ENNOJ, W SWO@ O^EREDX, DEJSTWIEM PODSTANOWKI KONSTANT A NA FORMULU F .

w [11, lEMMA 2] FAKTI^ESKI DOKAZANO NERAWENSTWO [11, (5)], A IMENNO, DLQ L@BYH PRIWED¡NNOJ FORMULY F I PEREMENNOJ y SPRAWEDLIWO P (F ) − P (F ↾_{y=0}) + P (F ↾_{y=1}) 2 ⩾ 3 2 L_y(F ), (14)

GDE Ly(F ) — ^ISLO WHOVDENIJ W F SIMWOLOW PEREMENNOJ y. pROSUMMIRO- WAW (14) PO WSEM n PEREMENNYM FORMULY F , RAZDELIW NA n I PRIMENIW

(13), POLU^IM P (F ) − 1 2n ∑ A,|A|=1 P (F ↾_A) ⩾ 3 2n L(F ) ⩾ 3k − 3 (3k − 4)n P (F ) = γ n P (F ). oTS@DA SLEDUET P (F ) ⩾ 1 1 − γ/n · 1 2n ∑ A,|A|=1 P (F ↾_A). (15).

wWED¡M MERU SLOVNOSTI FUNKCIJ P^∗_B, POLOVIW P^∗_B(f) = PB(f), ESLI

nes(f) ⩾ 2 I P^∗_B(f) = 0 W PROTIWNOM SLU^AE. tOGDA DLQ L@BOJ FUNKCII f

OT n ARGUMENTOW SPRAWEDLIWO P^∗_B(f) ⩾ 1 1 − γ/n · 1 2n ∑ A,|A|=1 P^∗_B(f|_A). (16)

dEJSTWITELXNO, ESLI nes(f) ⩽ 1, TO (16) SLEDUET IZ OPREDELENIQ MERY P^∗_B, A ESLI nes(f) ⩾ 2, TO (16) SLEDUET IZ (15), ESLI W KA^ESTWE F WZQTX PRIWE- D¡NNYJ WID MINIMALXNOJ FORMULY (W SMYSLE MERY P ) DLQ FUNKCII f. pRIMENIW NERAWENSTWO (16) ITERATIWNO n − m RAZ I S^ITAQ, ^TO FUNKCIQ

f|_A NE ZAWISIT OT TEH PEREMENNYH, WMESTO KOTORYH BYLI PODSTAWLENY

KONSTANTY, POLU^IM P^∗_B(f) ⩾ (^n∏ i=m+1 1 1 − γ/i ) 1 2^{n−m}C^m_n ∑ A,|A|=n−m P^∗_B(f|_A). (17)

oCENIM PROIZWEDENIE W (17): n∏ i=m+1 1 1 − γ/i = exp { − n∑ i=m+1 ln ( 1 − γ i )} ⩾ exp {^n∑ i=m+1 γ i } ≍ ≍ exp { γ(ln n − ln m) } = ( n m )_γ . pOSTAWIW DANNU@ OCENKU W (17), S U^¡TOM SOOTNO[ENIQ P^∗_B(f) ≍ L^∗_B(f) POLU^IM TREBUEMOE NERAWENSTWO (4). lEMMA 1 DOKAZANA.

tEOREMA 3. a) dLQ L@BOGO OBOB]ENNO-MONOTONNOGO BAZISA B SU]EST-

WUET POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL k_1, k_2, . . . TAKAQ, ^TO L^{k1}_B > L^{k2}_B > . . .

B) dLQ L@BOGO k = 1, 2, . . . SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX BAZISOW

B_1, B_2, . . . TAKAQ, ^TO L^k_{B1} > L^k_{B2} > . . .

dOKAZATELXSTWO. a) pOLOVIM k1 = 1. pUSTX ki UVE OPREDELENO; OPRE- DELIM ki+1. sOGLASNO LEMME 1, BAZIS B OBLADAET “KSPONENTOJ SVATIQ

γ > 1. pO“TOMU, W SILU TEOREMY 2, IMEEM

L^{ki}_B (Λ_n) = Ω(n^{φki (γ)}). (18)

pOSLEDOWATELXNOSTX φ1(2), φ2(2), . . . STREMITSQ K EDINICE, SLEDOWATELXNO, NAJD¡TSQ TAKOE l, ^TO φl(2) < φk_i (γ). pOLOVIM ki+1 = l. iZWESTNO [9], ^TO

L^1_{B0} (Λ_n) = O(n^2). oTS@DA I IZ NERAWENSTWA L^1_B ⩽ L^1_{B0} , SPRAWEDLIWOGO DLQ

L@BOGO BAZISA B [2], SLEDUET L^1_B(Λn) = O(n^2). tOGDA, W SILU TEOREMY 1 I

(18), IMEEM

L^{ki+1}_B (Λ_n) = O(n^{φki+1 (2)}) = o(n^{φki (γ)}) = o(L^{ki}_B (Λ_n)),

A ZNA^IT, L^{ki+1}_B ⩾̸ L^{ki}_B . nAKONEC, NERAWENSTWO L^{ki+1}_B ⩽ L^{ki}_B SPRAWEDLIWO W SILU TOGO, ^TO KLASS SHEM S BÓLX[IM OGRANI^ENIEM NA GLUBINU WLOVEN W KLASS SHEM S MENX[IM OGRANI^ENIEM.

B) tAK VE, KAK W RABOTE [6], WWED¡M FUNKCI@

f_s(x_1, . . . , x_s, y_1, . . . , y_s) = 1, ESLI^{s∑}_{i=1}(xi + yi) > s, x_1 ⊕ . . . ⊕ x_s, ESLI^s ∑ i=1 (x_i + y_i) = s,

0, ESLI^{s∑}_{i=1}(xi + yi) < s

I OBRAZUEM BAZIS B^′_s = B0 ∪{fs}, KOTORYJ, O^EWIDNO, QWLQETSQ OBOB]ENNO- MONOTONNYM.

w SILU TOVDESTWA f_s(x_1, . . . , x_s, x̄_1, . . . , x̄_s) ≡ Λ_s NESLOVNO PREDLOVITX METOD POSTROENIQ FORMUL DLQ FUNKCII Λn, DA@- ]IJ PRI s ⩾ 2 OCENKU

L^1_B0_s (Λ_n) = O(n^{logs(2s)}). (19)

a IMENNO, MNOVESTWO PEREMENNYH NUVNO RAZBITX NA s PRIMERNO RAWNYH GRUPP, KAVDU@ GRUPPU NA s PODGRUPP I T. D. eSLI REALIZOWANY SUMMY PEREMENNYH W KAVDOJ IZ PODGRUPP, TO SUMMU PEREMENNYH W GRUPPE MOVNO REALIZOWATX, PODSTAWIW POSTROENNYE FORMULY (KAVDU@ — PO DWA RAZA) WMESTO ARGUMENTOW FUNKCII fs. tAKIM OBRAZOM, PRI UWELI^ENII ^ISLA PEREMENNYH W s RAZ SLOVNOSTX FORMULY UWELI^IWAETSQ PRIMERNO W 2s RAZ. oTS@DA SLEDUET (19).

pOSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL s1, s2, . . . I W KA^ESTWE Bi WOZXM¡M BAZIS B^′_{si} , i = 1, 2, . . . pOLOVIM s1 = 2. dALEE, PUSTX ^ISLO si OPREDELENO; WYBEREM si+1. w SILU LEMMY 1 I TEOREMY 2 DLQ NEKOTOROGO ^ISLA γi > 1 WYPOLNENO_{Lk}

Bi (Λ_n) = Ω(n^{φk(γi)}). (20)

w KA^ESTWE si+1 WOZXM¡M TAKOE ^ISLO s, DLQ KOTOROGO φk(log_s(2s)) < φk(γi). tOGDA W SILU (19) I (20) I TEOREMY 1

L^k_{Bi+1} (Λ_n) = O(n^{φk(logsi+1 (2si+1))}) = o(n^{φk(γi)}) = o(L^k_{Bi} (Λ_n)),

A ZNA^IT, L^k_{Bi+1} ⩾̸ L^k_{Bi} . nERAWENSTWO L^k_{Bi+1} ⩽ L^k_{Bi} SLEDUET IZ TOGO, ^TO PRI

s < s^′ FUNKCIQ f_s MOVET BYTX POLU^ENA IZ f_s0 PODSTANOWKOJ KONSTANT

WMESTO NEKOTORYH PEREMENNYH.

tEOREMA 3 DOKAZANA.

lEMMA 2. dLQ L@BOGO γ, 1 < γ < 2, BAZIS B0 OBLADAET “KSPONENTOJ

SVATIQ γ.

dOKAZATELXSTWO. wOSPOLXZUEMSQ OBOZNA^ENIQMI I REZULXTATAMI RA- BOTY [8]. pUSTX f — FUNKCIQ OT n PEREMENNYH, m = o(n), p =^{2m}_n , q =^{2p}_{1−p} . rASSMOTRIM SLU^AJNU@ PODSTANOWKU KONSTANT Rp: PEREMENNYE NEZAWISI- MO DRUG OT DRUGA POLU^A@T ZNA^ENIQ 0, 1 S ODNOJ I TOJ VE WEROQTNOSTX@ 1−p 2 I NE POLU^A@T ZNA^ENIE S WEROQTNOSTX@ p. pUSTX L^2(f) — MAT. OVI- DANIE SLU^AJNOJ WELI^INY L(f|R_p ) PRI USLOWII L(f|R_p ) ⩾ 2; OBOZNA^IM

L = L^1_{B0} (f). tOGDA [8, Lemma 7.2]

L^2(f) ⩽ { 30q^2L(log L)^{3/2}, ESLI q ⩽^1_2^√_{L log L} ,

200q^2L(log^1_q )^{3/2}, ESLI^1_2 ⩾ q ⩾^1_4^√_{L log L}

(21)

(ZDESX I DALEE log OZNA^AET LOGARIFM PO OSNOWANI@ 2).

iZ USLOWIQ PERWOGO SLU^AQ NERAWENSTWA (21) SLEDUET log L = O(log^1_q ), PO“TOMU, OB˙EDINQQ OBA SLU^AQ (21) W ODIN I ISPOLXZUQ CEPO^KU SOOTNO- [ENIJ q ≍ p ≍^m_n = o(1), POLU^IM

L^2(f) = O(q^2 log^{3/2} 1 q )L = O(q^γ)L. eSLI, DOPOLNITELXNO, nes(f) ⩾ 2, TO

L^∗_{B0} (f) = L = Ω ((1 q )_γ) L^2(f) = Ω (( n m )_γ) L^2(f). (22)

wWED¡M OBOZNA^ENIQ:

Φ_i = p^i(1 − p)^{n−i}C^i_n, Ψ_s = s∑ i=0 Φ_i.

zAPI[EM WEROQTNOSTNOE OPREDELENIE WELI^INY L^2(f) W WIDE KONE^NOJ SUMMY I OCENIM E¡:

L^2(f) = n∑ i=0 p^i (1 − p 2 )_{n−i} ∑ A,|A|=n−i L^∗_{B0} (f|_A) = n∑ i=0 p^i(1 − p)^{n−i}C^i_nL^∗_{B0} (f; i) =

= n∑ i=0 Φ_iL^∗_{B0} (f; i) ⩾ n∑ i=m Φ_iL^∗_{B0} (f; m) = (1 − Ψ_{m−1})L^∗_{B0} (f; m). (23)

zAMETIM, ^TO PRI i ⩽ p(n + 1) (A ZNA^IT, PRI i ⩽ m), WYPOLNENO

Φ_i Φ_{i−1} = p 1 − p · n − i + 1 i ⩾ 1. tOGDA, ISPOLXZUQ FORMULU sTIRLINGA n! ≍ (n/e)^{n+0,5}, PRI n → ∞, m =

o(n), m → ∞ POLU^IM

Ψ_{m−1} ⩽ mΦ_m ≍ m (2m n )_m(n − 2m n )_{n−m} (n/e)n+0,5 (m/e)^{m+0,5}((n − m)/e)^{n−m+0,5} ≍ ≍ 2^m (n − 2m n − m )_{n−m}√ m = 2^m ( 1 − m n − m )_{n−m}√ m ∼ (2 e )_m√ m. tAKIM OBRAZOM, Ψm−1 OGRANI^ENO BESKONE^NO MALOJ WELI^INOJ, ZA- WISQ]EJ TOLXKO OT m, A ZNA^IT, SU]ESTWUET TAKOE m0, ^TO PRI m ⩾ m0 WYPOLNENO Ψm−1 ⩽ 1/2. tOGDA IZ (22) I (23) SLEDUET, ^TO TREBUEMOE NERA- WENSTWO (4) WYPOLNENO PRI m ⩾ m0. nAKONEC, UMENX[IW KONSTANTU W PRA- WOJ ^ASTI (4) I WOSPOLXZOWAW[ISX NERAWENSTWOM L^∗_{B0} (f; m0) ⩾ L^∗_{B0} (f; m) PRI m ⩽ m0, DOB˙¡MSQ TOGO, ^TOBY (4) BYLO WYPOLNENO PRI 1 ⩽ m ⩽ m0. lEMMA 2 DOKAZANA.

tEOREMA 4. sPRAWEDLIWY NERAWENSTWA L^1_{B0} > L^2_{B0} > . . .

dOKAZATELXSTWO. iZ TEOREM 1, 2, LEMMY 2, OCENKI L^1_{B0} (Λn) = O(n^2) [9] I NEPRERYWNOSTI PO x FUNKCII φk(x) W TO^KE x = 2 SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO k I L@BOJ KONSTANTY c > 0 WYPOLNENO

L^k_{B0} (Λ_n) = Ω(n^{φk(2)−c}), L^k_{B0} (Λ_n) = O(n^{φk(2)}).

tOGDA W SILU STROGOGO UBYWANIQ POSLEDOWATELXNOSTI φ1(2), φ2(2), . . . IME- EM_{Lk+1}

B_0 (Λn) = o(L k B_0 (Λn)), k = 1, 2, . . .

nERAWENSTWA L^{k+1}_{B0} ⩽ L^k_{B0} , k = 1, 2, . . . O^EWIDNY. tEOREMA 4 DOKAZANA.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 05–01–

00994), PROGRAMMY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT ur.04.02.528) I PRO-

GRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rf (PROEKT n––1807.2003.1).

lITERATURA

1. lUPANOW o. b. aSIMPTOTI^ESKIE OCENKI SLOVNOSTI UPRAWLQ@]IH

SISTEM. iZD-WO mgu, mOSKWA, 1984.

2. sUBBOTOWSKAQ b. a. o SRAWNENII BAZISOW PRI REALIZACII FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI FORMULAMI. dan sssr (1963) 149, N 4, 784–787.

3 sUBBOTOWSKAQ b. a. o REALIZACII LINEJNYH FUNKCIJ FORMULAMI W BAZISE ∨, &, −. dan sssr (1961) 136, N 3, 784–787.

4. mU^NIK b. a. oCENKA SLOVNOSTI REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII W NEKOTORYH BAZISAH. kIBERNETIKA (1970), N 4, 29–38.

5. pERQZEW n. a. sLOVNOSTX PREDSTAWLENIJ BULEWYH FUNKCIJ FORMU- LAMI W NEMONOLINEJNYH BAZISAH. dISKRETNAQ MATEMATIKA I INFORMA-

TIKA. wYP. 2. iZD-WO iRKUT. UN-TA, iKRUTSK, 1995.

6. ~ERUHIN d. ‘. o SLOVNOSTI REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII FORMU- LAMI W KONE^NYH BULEWYH BAZISAH. dISKRETNAQ MATEMATIKA (2000) 12, WYP. 1, 135–144.

7. Chockler H., Zwick U. Which bases admit non-trivial shrinkage of

formulae? Computational complexity (2001) 10, No 1, pp. 28–40.

8. Hastad J. The shrinkage exponent of de Morgan formulas is 2. SIAM

J. Comput (1998) 27, pp. 48–64.

9. nIGMATULLIN r. g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. nAUKA, mOSKWA,

1991.

10. lUPANOW o. b. o WLIQNII GLUBINY FORMUL NA IH SLOVNOSTX. kI-

BERNETIKA (1970), N 2, 46–49.

11. ~ERUHIN d. ‘. sWERHKWADRATI^NYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI FORMUL W NEKOTORYH BAZISAH. dISKRETNYJ ANALIZ I ISSLEDOWANIE OPERA-

CIJ. sER. 1 (2000) 7, N 2, 86–95.