udk 519.714

nivnqq ocenka slovnosti w klasse shem glubiny 2 bez ograni~enij na bazis d. ‘. ~ERUHIN

rASSMOTRENY SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW GLUBINY 2 W BAZI- SE, SOSTOQ]EM IZ WSEH BULEWYH FUNKCIJ. pOLU^ENA NIVNQQ OCENKA SLOV- NOSTI Ω(n^{3/2}) DLQ “FFEKTIWNO ZADANNOGO (n, n)-OPERATORA.

tRUDNOSTI, WOZNIK[IE NA PUTI POLU^ENIQ WYSOKIH NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW, PRIWELI MNOGIH ISSLEDO- WATELEJ K RASSMOTRENI@ SHEM S OGRANI^ENIQMI [1]. oDNIM IZ WOZMOVNYH OGRANI^ENIJ QWLQETSQ OGRANI^ENIE NA GLUBINU SHEMY. pOD GLUBINOJ BU- DEM PONIMATX DLINU MAKSIMALXNOGO ORIENTIROWANNOGO PUTI, SOEDINQ@- ]EGO NEKOTORYJ WHOD S NEKOTORYM WYHODOM SHEMY.

w“LXQNT PREDLOVIL [2] OGRANI^ITX GLUBINU WELI^INOJ O(log n) I PO- LU^ITX W “TOM KLASSE SHEM NELINEJNU@ NIVN@@ OCENKU SLOVNOSTI, T. E. DOKAZATX, ^TO LIBO SLOVNOSTX NEKOTOROGO (“FFEKTIWNO ZADANNOGO) OPE- RATORA NELINEJNA, LIBO EGO GLUBINA NELOGARIFMI^NA (PROBLEMA DO SIH POR NE RE[ENA). w KA^ESTWE PODHODA K RE[ENI@ DANNOJ PROBLEMY w“LX- QNT PREDLOVIL REDUKCI@, SWODQ]U@ SHEMY GLUBINY O(log n) K SHEMAM GLUBINY 2: IZ DOSTATO^NO WYSOKOJ NIVNEJ OCENKI DLQ SHEM GLUBINY 2 SPECIALXNOGO WIDA SLEDUET NELINEJNAQ NIVNQQ OCENKA DLQ SHEM GLUBINY

O(log n).

w DANNOJ ZAMETKE MY RASSMOTRIM KLASS K2 SHEM GLUBINY 2 W BAZISE

P_2, SOSTOQ]EM IZ WSEH BULEWYH FUNKCIJ. wESOM “LEMENTA QWLQETSQ ^ISLO

EGO WHODOW, SLOVNOSTX SHEMY OPREDELQETSQ KAK SUMMA WESOW “LEMENTOW. sHEMA, POLU^ENNAQ W REZULXTATE REDUKCII w“LXQNTA, PRINADLEVIT KLAS- SU K2, TAKIM OBRAZOM, PREDSTAWLQET INTERES ISSLEDOWANIE KLASSA K2. w KLASSE K2 SLOVNOSTX OTDELXNOJ BULEWOJ FUNKCII RAWNA ^ISLU E¡ SU- ]ESTWENNYH PEREMENNYH; NETRIWIALXNOSTX SOSTOIT W OCENKE SLOVNOSTI OPERATOROW. nAIBOLX[AQ WOZMOVNAQ SLOVNOSTX OPERATORA OGRANI^ENA WE- LI^INOJ O(n^2).

nELINEJNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI W KLASSE K2 IZWLEKA@TSQ IZ TEORETIKO-GRAFOWYH RASSUVDENIJ [3–6]. nAPRIMER, DLQ NEKOTOROGO (n, n)- OPERATORA F DOKAZANO, ^TO L@BAQ SHEMA, WY^ISLQ@]AQ F , SODERVIT n- SUPERKONCENTRATOR (GRAF SPECIALXNOGO WIDA, [3,5,7,8]). oTS@DA SLEDUET,

^TO SLOVNOSTX OPERATORA F NE MENX[E NAIMENX[EJ SLOVNOSTI (^ISLA R¡BER) SUPERKONCENTRATORA. sU]ESTWU@T SUPERKONCENTRATORY cLOVNOS- TI O(n) [7] I, ODNOWREMENNO, GLUBINY O(log n) [8]. eSLI VE OGRANI^ITXSQ GLUBINOJ 2, TO NAIMENX[AQ SLOVNOSTX SUPERKONCENTRATORA NELINEJNA [3] I RAWNA [5] Θ ( n log^2 n

log log n ) . (1)

w RABOTAH [4,6] ISPOLXZOWALOSX TEORETIKO-GRAFOWOE SWOJSTWO, BOLEE SLA- BOE, ^EM NALI^IE SUPERKONCENTRATORA. tAKIM OBRAZOM, IZWESTNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI W KLASSE K2 NE PREWOSHODQT WELI^INY (1). w DANNOJ ZAMETKE POLU^ENA NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI WIDA Ω(n^{3/2}).

oTMETIM, ^TO W RQDE RABOT BYLI DOKAZANY WYSOKIE (W TOM ^ISLE “KS- PONENCIALXNYE) NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI W KLASSE SHEM OGRANI^ENNOJ GLUBINY PRI NALI^II OGRANI^ENIJ NA BAZIS [1].

pUSTX x̃ = (x1, . . . , xn), ỹ = (y1, . . . , yn), z̃ = (z1, . . . , zn). rASSMOTRIM OPERATOR CIKLI^ESKOJ SWËRTKI CCONVn : (x̃, ỹ) → z̃, GDE

z_j = ⨁ i+k≡j (mod n) x_iy_k, j = 1, . . . , n. (2) ~EREZ L2(F ) BUDEM OBOZNA^ATX SLOVNOSTX OPERATORA F W KLASSE K2.

tEOREMA 1.

L_2(CCONV_n) = Ω(n^{3/2}), n → ∞.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM SHEMU S IZ KLASSA K2, WY^ISLQ@]U@

OPERATOR CCONVn I IME@]U@ MINIMALXNU@ SLOVNOSTX. uWELI^IW SLOV- NOSTX SHEMY S NE BOLEE ^EM W 2 RAZA, MOVNO POLU^ITX SHEMU S^′, W KOTOROJ L@BOJ ORIENTIROWANNYJ PUTX, SOEDINQ@]IJ PROIZWOLXNYE WHOD I WYHOD, IMEET DLINU 2. oBOZNA^IM ^EREZ w1, . . . , wp WSE WER[INY SHEMY S^′, NAHO- DQ]IESQ NA RASSTOQNII 1 OT WHODOW. pUSTX gl(x̃, ỹ), 1 6 l 6 p, — FUNKCIQ, WY^ISLQEMAQ W WER[INE wl, A hj (x̃, ỹ), 1 6 j 6 n, — FUNKCIQ, WY^ISLIMAQ NA j-M WYHODE SHEMY.

pROIZWOLXNU@ FUNKCI@ f(x̃, ỹ) MOVNO RAZLOVITX W POLINOM vEGAL-

KINA PO PEREMENNYM x̃, A IMENNO, EDINSTWENNYM OBRAZOM PREDSTAWITX W

WIDE_{f(x̃, ỹ)}

≡ f^0(ỹ) ⊕ f^1(ỹ)x_1 ⊕ . . . ⊕ f^n(ỹ)x_n ⊕ f^′(x̃, ỹ), (3)

GDE KAVDOE SLAGAEMOE FUNKCII f^′ SODERVIT HOTQ BY DWE IZ PEREMENNYH x̃. dLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f(x̃, ỹ) BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ f^i (0 6 i 6 n) SOOTWETSTWU@]U@ FUNKCI@ IZ (3).

bUDEM GOWORITX, ^TO FUNKCIQ φ WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII φ1, . . . , φs, ESLI DLQ NEKOTOROJ FUNKCII F WYPOLNENO TOVDESTWO φ(ỹ) ≡ F (φ_1(ỹ), . . . , φ_s(ỹ)). oBOZNA^IM ^EREZ Gi [Hj] MNOVESTWO INDEKSOW l TAKIH, ^TO i-J WHOD [j-J WYHOD] SHEMY S^′ SOEDIN¡N REBROM S WER[INOJ wl (1 6 i, j 6 n). fUNKCIQ h^i_j WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII IZ MNOVESTWA {g^i_l , g^0_l | l ∈ Hj }. dEJSTWITELXNO, L@BAQ BULEWA FUNKCIQ PREDSTAWIMA POLINOMOM NAD Z2, A KO“FFICIENT PRI PEREMENNOJ xi REZULXTATA SLOVENIQ ILI UMNOVENIQ FUNKCIJ MOVNO WYRAZITX ^EREZ KO“FFICIENTY PRI PEREMENNOJ xi I SWOBODNYE ^LENY OPERANDOW. dALEE, ESLI l /∈ Gi, TO FUNKCIQ gl NE ZAWISIT OT PEREMENNOJ

x_i, SLEDOWATELXNO, g^i_l ≡ 0. tOGDA h^i_j MOVNO WY^ISLITX ^EREZ FUNKCII IZ

MNOVESTWA Ui ∪ Vj, GDE U_i = {g^i_l | l ∈ G_i}, V_j = {g^0_l | l ∈ H_j }. dLQ UPRO]ENIQ DOKAZATELXSTWA BUDEM S^ITATX, ^TO n = m^2. wWED¡M MNOVESTWA INDEKSOW X_t = {tm−m+1, . . . , tm}, Z_t = {t, t+m, . . . , t+m^2 −m}, t = 1, . . . , m. o^EWIDNO, X1 ⊔ . . . ⊔ Xm = Z1 ⊔ . . . ⊔ Zm = {1, . . . , n}. w SILU OPREDELENIQ (2) I EDINSTWENNOSTI RAZLOVENIQ (3) IMEEM

h^i_j ≡ y_k, GDE k ≡ j − i (mod n). (4)

zAMETIM, ^TO ESLI INDEKS i PROBEGAET MNOVESTWO Xt, A INDEKS j — MNO- VESTWO Zt, TO INDEKS k, WY^ISLQEMYJ ^EREZ i, j SOGLASNO (4), PROBEGAET WSE ^ISLA OT 1 DO n. tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO Q_t = {h^i_j | i ∈ X_t, j ∈ Z_t} SODERVIT FUNKCII, RAWNYE WSEM PEREMENNYM IZ NABORA ỹ. sLEDOWATELXNO, ^EREZ FUNKCII IZ Qt MOVET BYTX WY^ISLENA L@BAQ FUNKCIQ OT PEREMEN- NYH ỹ.

w SWO@ O^EREDX, MNOVESTWO FUNKCIJ Qt MOVET BYTX WY^ISLENO ^EREZ MNOVESTWO_R t = ( ⋃ i∈Xt U_i ) ∪ ( ⋃ j∈Zt V_j ) . oTS@DA SLEDUET, ^TO |Rt| ¿ n. dEJSTWITELXNO, KAVDAQ FUNKCIQ φ ∈ Rt POROVDAET NA SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ {0, 1}^n OTNO[ENIE “KWIWALENT- NOSTI S KLASSAMI φ^{−1}(0) I φ^{−1}(1). pERESE^ENIE OTNO[ENIJ, SOOTWETSTWU@- ]IH FUNKCIQM IZ Rt SODERVIT NE BOLEE, ^EM 2^{|Rt|} KLASSOW “KWIWALENTNOS- TI. eSLI |Rt| < n, TO NAJDUTSQ DWA NABORA α̃,^~β ∈ {0, 1}^n PRINADLEVA]IE ODNOMU KLASSU. tOGDA RAWENSTWO φ(α̃) = φ(^~β) WERNO DLQ L@BOJ FUNKCII

φ ∈ R_t, A ZNA^IT, I DLQ L@BOJ FUNKCII, WY^ISLIMOJ ^EREZ MNOVESTWO R_t.

nO ^EREZ Rt MOVNO WY^ISLITX PROIZWOLXNU@ FUNKCI@ OT PEREMENNYH ỹ. pROTIWORE^IE.

iTAK, DLQ L@BOGO t IMEEM n 6 |Rt| 6^∑_{i∈Xt} |Ui| +^∑_{j∈Zt} |Vj | 6^∑_{i∈Xt} |Gi| +^∑_{j∈Zt} |Hj |. sUMMIRUQ PO WSEM t, I U^ITYWAQ, ^TO SLOVNOSTX SHEMY RAWNA ^ISLU R¡- BER, POLU^IM nm 6^∑_t^{( ∑}_{i∈Xt} |Gi| +^∑_{j∈Zt} |Hj |^) =^{n∑}_{i=1} |Gi| +^{n∑}_{j=1} |Hj | = L(S^′). tEOREMA DOKAZANA.

aNALOGI^NYMI RASSUVDENIQMI MOVNO POLU^ITX OCENKU Ω(n^{3/2}) DLQ OBY^NOJ SW¡RTKI, T. E. OPERATORA, WYRAVA@]EGO KO“FFICIENTY PROIZ- WEDENIQ MNOGO^LENOW IZ Z2[x] ^EREZ KO“FFICIENTY SOMNOVITELEJ. tAKVE MOVNO POLU^ITX OCENKU Ω(n^3) DLQ OPERATORA PROIZWEDENIQ MATRIC RAZ- MERA n × n.

iSSLEDOWANIE WYPOLNENO PRI FINANSOWOJ PODDERVKE PROGRAMMY POD- DERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rf (PROEKT n––1807.2003.01). PROGRAM- MY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT ur 04.03.061) I rffi (PROEKT 02–

01–00985).

spisok literatury

1. nIGMATULLIN r.g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. m.: nAUKA, 1991. 2. Valiant L. Graph-theoretic arguments in low-level complexity // Lecture Notes in Computer Science. 1977. 53. 162–176.

3. Pippenger N. Superconcentrators of depth 2 // J. of Computer and System Sciences. 1982. 24. 82–90.

4. Pudlak P., Savicky P. On shifting networks // Theoretical Comput. Sci.

1993. 116. 415–419 5. Radhakrishnan J., Ta-Shma A. Tight bounds for depth-two superconcentrators // Proc. 38-th FOCS. 1997. 585–594.

6. Raz R., Shpilka A. Lower bounds for matrix product, in bounded depth circuits with arbitrary gates // SIAM J. Comput. 2003. 32(2). 488–513.

7. Valiant L. Graph-theoretic properties in computational complexity // J.

of Computer and System Sciences. 1976. 13. 278–285.

8. Pippenger N. Superconcentrators // SIAM J. Comput. 1977. 298–304.