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Ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ïîëó÷åíèÿ âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ ÿâíî çà-
äàííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Èññëåäóåòñÿ ïîäêëàññ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ,
[1]) � ñõåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÿðóñîâ âåòâëåíèÿ [2]. Âåðøèíà ñõåìû îáëàäàåò âåòâëåíèåì,
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âõîäîì èëè ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ â íåé èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì áîëåå
îäíîãî ðàçà. Ñõåìà èìååò k ÿðóñîâ âåòâëåíèÿ (ÿâëÿåòñÿ k-ÑÔÝ), åñëè ëþáîé îðèåíòèðîâàí-
íûé ïóòü â íåé ñîäåðæèò íå áîëåå k âåðøèí, îáëàäàþùèõ âåòâëåíèåì. Ñëîæíîñòü ÑÔÝ åñòü
÷èñëî ýëåìåíòîâ; ìåðó ñëîæíîñòè äëÿ k-ÑÔÝ â áàçèñå B îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk

B.

Êëàññ k-ÑÔÝ èíòåðåñåí òåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó ôîðìóëàìè è ÑÔÝ.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè k > 2, àñèìïòîòèêà ñëîæíîñòè ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ àñèìï-
òîòèêîé äëÿ ÑÔÝ (1-ÑÔÝ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà êëàññ k-ÑÔÝ ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íåêîòîðûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê, õàðàêòåðíûå äëÿ ôîðìóë.

Åñëè áàçèñ ñîäåðæèò òîëüêî ôóíêöèè, ìîíîòîííûå èëè àíòèìîíîòîííûå ïî êàæäîé ïå-
ðåìåííîé, òî, îáîáùàÿ ìåòîä Ñóááîòîâñêîé, äëÿ ëþáîãî k ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó
âèäà n1+c äëÿ ôóíêöèè x1 ⊕ . . .⊕ xn [3]. Åñëè áàçèñ íå îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì, òî ïðè
k > 2 íåëèíåéíûå íèæíèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé íåèçâåñòíû. Â äàííîé ðàáîòå, â ñëó÷àå k = 2 è
ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B, ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê âèäà n2−o(1)

äëÿ áóëåâûõ îïåðàòîðîâ, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà Íå÷èïîðóêà [4] äëÿ ôîðìóë. Ðà-
íåå â äàííîé ìîäåëè àâòîðîì áûëà ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà n3/2 [2]. Íàèáîëüøàÿ èçâåñòíàÿ
îöåíêà äî ðåçóëüòàòîâ àâòîðà � n log2 n/ log log n [5].

Ïóñòü f̃ : {0, 1}n → {0, 1}m � áóëåâ îïåðàòîð, ìíîæåñòâà åãî âõîäîâ è âûõîäîâ ðàçáèòû
íà p ÷àñòåé: x̃ = (x̃1, . . . , x̃p), f̃ = (f̃1, . . . , f̃p), è êàæäûé èç íàáîðîâ x̃i ñîäåðæèò õîòÿ áû
îäíó ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ äëÿ f̃ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(f̃ , x̃i) ìíîæåñòâî ïîäîïåðàòîðîâ,
ïîëó÷åííûõ èç îïåðàòîðà f̃ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïîäñòàíîâêàõ êîíñòàíò âìåñòî âñåõ åãî ïåðå-
ìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â íàáîð x̃i. Ïîëîæèì I(f̃ , x̃i) = log2 |D(f̃ , x̃i)|. Ïðè m = 1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà cB, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f âûïîëíåíî (ìåòîä Íå÷èïîðóêà):

L1
B(f) > cB

p∑
i=1

I(f, x̃i). (1)

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c′B, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà f̃ âûïîëíåíî

L2
B(f̃) > c′B

p∑
i=1

I(f̃ i, x̃i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì 2-ÑÔÝ S ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ðåàëèçóþùóþ îïåðàòîð
f̃ . Ïóñòü g1, . . . , gq � ýëåìåíòû, îáëàäàþùèå âåòâëåíèåì, îòëè÷íûå îò âõîäîâ; f1, . . . , fm �
âûõîäû ñõåìû (äëÿ óäîáñòâà îòîæäåñòâëÿåì âåðøèíó ñ âû÷èñëÿåìîé â íåé ôóíêöèåé îò
ïåðåìåííûõ x̃). Ïóñòü Gl � ïîäñõåìà ñõåìû S, âûõîäîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ gl; Fj � ïîäñõåìà ñ
âûõîäîì fj , âõîäàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû g1, . . . , gq. Ïîäñõåìû G1, . . . , Gq, F1, . . . , Fm

ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè è íå ïåðåñåêàþòñÿ çà èñêëþ÷åíèåì ñâîèõ âõîäîâ è âûõîäîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xl ìíîæåñòâî òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî õîòÿ áû îäíà ïåðåìåííàÿ èç íàáîðà
x̃i ñóùåñòâåííà äëÿ ôóíêöèè gl. Ïîëîæèì X ′i = {l | i ∈ Xl}. ×åðåç Yi îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
òåõ èíäåêñîâ l, äëÿ êîòîðûõ ýëåìåíò gl èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè õîòÿ áû îäíîé ôóíêöèè

1



èç íàáîðà f̃ i. Íàêîíåö, ïóñòü Y ′j � ìíîæåñòâî òàêèõ l, ÷òî gl èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè
ôóíêöèè fj . Ñõåìà Gl ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé, ïîýòîìó èç (1) ñëåäóåò

L1
B(Gl) > L1

B(gl) > cB

∑
i: i∈Xl

I(gl, x̃
i). (2)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð f̃ ′ ∈ D(f̃ i, x̃i). Åìó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîäñòà-
íîâêà êîíñòàíò âìåñòî ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â x̃i. Îñóùåñòâèâ ýòó æå ïîäñòàíîâêó â
ôóíêöèè (gl)l∈Yi

, ìû ïîëó÷èì íàáîð èõ ïîäôóíêöèé (g′l)l∈Yi
, g′l ∈ D(gl, x̃

i). Óêàçàííîå ñîîò-
âåòñòâèå f̃ ′ 7→ (g′l)l∈Yi

èíúåêòèâíî: èç äâóõ ðàâíûõ íàáîðîâ ïîäôóíêöèé, ïðîèçâîäÿ îäíè è
òå æå âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðàâíûå ïîäîïåðàòîðû îïåðàòîðà f̃ . Òàêèì îáðàçîì,

|D(f̃ i, x̃i)| 6
∏
l∈Yi

|D(gl, x̃
i)|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I(f̃ i, x̃i) 6
∑
l∈Yi

I(gl, x̃
i). (3)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè l /∈ X ′i, ò. å. i /∈ Xl, òî ôóíêöèÿ gl ñóùåñòâåííî íå çàâèñèò íè îò îäíîé
ïåðåìåííîé èç x̃i. Òîãäà ìíîæåñòâî D(gl, x̃

i) ñîñòîèò òîëüêî èç êîíñòàíò. Ñëåäîâàòåëüíî,
I(gl, x̃

i) 6 1, à çíà÷èò, ∑
l∈Yi\X′

i

I(gl, x̃
i) 6 |Yi\X ′i| 6 |Yi|. (4)

Ïîñêîëüêó ôîðìóëå Fj ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ Y ′j , â êîòîðîì ñòåïåíè
âåðøèí îãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c′′B âûïîëíåíî

|Y ′j | 6 c′′BL1
B(Fj). (5)

Èç (2)�(5) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c′B ïîëó÷èì

p∑
i=1

I(f̃ i, x̃i) 6
∑

i,l: l∈Yi

I(gl, x̃
i) =

∑
i,l: l∈Yi∩X′

i

I(gl, x̃
i) +

∑
i,l: l∈Yi\X′

i

I(gl, x̃
i) 6

6
∑

i,l: l∈X′
i

I(gl, x̃
i) +

p∑
i=1

|Yi| 6
∑

l,i: i∈Xl

I(gl, x̃
i) +

m∑
j=1

|Y ′j | 6

6
1
cB

q∑
l=1

L1
B(Gl) + c′′B

m∑
j=1

L1
B(Fj) 6

1
c′B

L2
B(S) =

1
c′B

L2
B(f̃)

Òåîðåìà äîêàçàíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè n2−o(1) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó ê îïåðàòîðó,
ñîñòîÿùåìó èç n ýêçåìïëÿðîâ ôóíêöèè Íå÷èïîðóêà [4].
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