udk 519.714

o shemah iz funkcionalxnyh —lementow s dwumq qrusami wetwleniq

d. ‘. ~ERUHIN

rASSMOTREN KLASS SHEM, PROMEVUTO^NYJ MEVDU sf— I FORMULAMI, A IMENNO, SOSTOQ]IJ IZ SHEM, W KOTORYH WETWLENIEM OBLADA@T TOLXKO NEKOTORYE, POPARNO NESRAWNIMYE “LEMENTY. w DANNOM KLASSE POLU^EN PORQDOK ROSTA FUNKCII –EN- NONA I PREDLOVENY METODY DOKAZATELXSTWA NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI OPERATO- ROW. w ^ASTNOSTI, POLU^ENA PO^TI KWADRATI^NAQ “FFEKTIWNAQ NIVNQQ OCENKA.

1. wWEDENIE

w RABOTE IZU^AETSQ NEKOTORYJ PODKLASS SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (sf—) [1]. pREDPOLAGAETSQ, ^TO ISPOLXZUEMAQ SISTEMA “LEMENTARNYH FUNKCIJ (BAZIS) QWLQETSQ KONE^NOJ I POLNOJ W MNOVESTWE WSEH BULEWYH FUNKCIJ. sKA- VEM, ^TO WYHOD FUNKCIONALXNOGO “LEMENTA (ILI WHOD SHEMY) OBLADAET WETWLE-

NIEM, ESLI SIGNAL S DANNOGO WYHODA (ILI WHODA) PODA¡TSQ LIBO NE MENEE ^EM NA

DWA WHODA DRUGIH “LEMENTOW (WOZMOVNO, NA WHODY ODNOGO I TOGO VE “LEMENTA), LIBO HOTQ BY NA ODIN WHOD DRUGOGO “LEMENTA I HOTQ BY NA ODIN WYHOD SHEMY, LIBO NE MENEE ^EM NA DWA WYHODA SHEMY.

fORMULY MOVNO OPREDELITX KAK sf—, W KOTORYH TOLXKO WHODY MOGUT OBLA- DATX WETWLENIEM. tAKIM OBRAZOM, FORMULY MOVNO NAZWATX SHEMAMI S ODNIM QRUSOM WETWLENIQ. oPREDELIM BOLEE [IROKIJ KLASS SHEM — sf— S DWUMQ QRU- SAMI WETWLENIQ (ANALOGI^NO MOVNO OPREDELITX sf— S k QRUSAMI WETWLENIQ,

k ¿ 3). sKAVEM, ^TO “LEMENT E1 PRED[ESTWUET “LEMENTU E2, ESLI W SHEME SU-

]ESTWUET ORIENTIROWANNYJ PUTX, WEDU]IJ OT E1 K E2. sf— NAZYWAETSQ SHEMOJ S 2-MQ QRUSAMI WETWLENIQ, ESLI L@BYE DWA RAZLI^NYH “LEMENTA, OBLADA@]IH WETWLENIEM, NESRAWNIMY, T. E. NI ODIN IZ NIH NE PRED[ESTWUET DRUGOMU; PRI “TOM WHODY NE S^ITA@TSQ “LEMENTAMI, ONI TAKVE MOGUT OBLADATX WETWLENIEM.

w SWQZI S DANNYM OPREDELENIEM WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS: KAKOWA ”SI- LA” WWED¡NNOGO KLASSA S TO^KI ZRENIQ SLOVNOSTI; POHOV LI ON BOLX[E NA sf— ILI NA FORMULY? oTWET NA “TOT WOPROS NEODNOZNA^EN. s ODNOJ STORONY, PO

Typeset by AMS-TEX 1

PORQDKU ROSTA FUNKCII –ENNONA KLASS sf— S 2-MQ QRUSAMI WETWLENIQ BOLX- [E POHOV NA KLASS sf— (SM. TEOREMU 1). s DRUGOJ STORONY, PRI REALIZACII KONKRETNYH FUNKCIJ RASSMATRIWAEMYJ KLASS BOLEE NAPOMINAET KLASS FORMUL.

nAPRIMER, ESLI BAZIS QWLQETSQ OBOB]ENNO-MOTOTONNYM (O.-M.), T. E. KAVDAQ EGO FUNKCIQ WOZRASTAET ILI UBYWAET PO KAVDOJ SWOEJ PEREMENNOJ, TO NA SHEMY S OGRANI^ENNYM ^ISLOM QRUSOW WETWLENIQ MOVNO RASPROSTRANITX METOD sUB- BOTOWSKOJ [3] (W EGO WEROQTNOSTNOM WARIANTE) I POLU^ITX STEPENNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII x1 ⊕. . .⊕xn. w ^ASTNOSTI, SLOVNOSTX LI- NEJNOJ FUNKCII W KLASSE DWUHQRUSNYH SHEM W BAZISE {&, ∨, ¬} DOPUSKAET OCENKU

n^{4/3−o(1)}. sLEDSTWIEM “TOGO QWLQETSQ RAZLI^IE BAZISOW S TO^KI ZRENIQ SLOV-

NOSTI, IME@]EE MESTO DLQ FORMUL [4] I NE IME@]EE MESTA W SLU^AE sf—.

w SLU^AE DWUHQRUSNYH SHEM W NE O.-M. BAZISE NI ODNOJ “FFEKTIWNOJ NELINEJ- NOJ NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI FUNKCIJ NEIZWESTNO. dLQ “TOGO SLU^AQ IZWESTNY NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI (n, n)-OPERATOROW. oDIN IZ METODOW IH DOKAZATELX- STWA OSNOWAN NA TEORETIKO-GRAFOWOJ TEHNIKE (SM., NAPRIMER, [6]). sUTX METODA TAKOWA. pUSTX L@BAQ SHEMA DLQ DANNOGO OPERATORA SODERVIT GRAF SPECIALX- NOGO WIDA, NAPRIMER, SUPERKONCENTRATOR [7, 8] ILI OPREDEL¡NNYJ EGO PODGRAF. iZWESTNO, ^TO ^ISLO R¡BER W (n, n)-SUPERKONCENTRATORE GLUBINY 2 NELINEJNO PO n [7]. sLEDOWATELXNO, SLOVNOSTX DANNOGO OPERATORA NELINEJNA. oPISANNYM METODOM MOVNO POLU^ATX OCENKI, NE PREWOSHODQ]IE n log^{2−o(1)}_2 n [7].

w DANNOJ RABOTE PREDLOVENY DWA DRUGIH METODA OCENKI SLOVNOSTI OPERATO- ROW. pERWYJ IZ NIH SWODIT ZADA^U POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK K ZADA^E OCENKI INFORMACIONNYH HARAKTERISTIK NEKOTOROJ FUNKCIONALXNOJ TABLICY. w REDU- CIROWANNOJ ZADA^E OTSUTSTWUET GRAFOWAQ STRUKTURA, ^TO DELAET E¡ BOLEE OBO- ZRIMOJ. pERWYM METODOM DOKAZANA NEWYSOKAQ NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI OPE- RATORA SDWIGA (TEOREMA 2). bOLEE WYSOKAQ OCENKA SLOVNOSTI OPERATORA SDWIGA POLU^ENA TEORETIKO-GRAFOWYM METODOM W [6]. wIDOIZMENIW OPERATOR I UPROS- TIW (I WMESTE S TEM SUZIW) NA[ METOD, MOVNO POLU^ITX OCENKU SLOVNOSTI WIDA

Ω(n^{3/2}) [5]. oTMETIM, ^TO “TOT METOD MOVET BYTX LEGKO PERENES¡N NA BOLEE

SILXNYJ KLASS SHEM GLUBINY 2 W BAZISE IZ WSEH BULEWYH FUNKCIJ.

wTOROJ METOD (TEOREMA 3) WOZNIK IZ DALXNEJ[EGO ANALIZA UZKOGO WARIANTA PERWOGO METODA I W OKON^ATELXNOM WIDE PRIOBR¡L ^ERTY OBOB]ENIQ METODA nE^IPORUKA DLQ FORMUL [2], ^TO E]¡ RAZ POD^¡RKIWAET BLIZOSTX DWUHQRUSNYH SHEM K FORMULAM. wO WTOROM METODE ISPOLXZUETSQ SPECIFIKA DWUHQRUSNYH SHEM. sU]ESTWENNO TO, NA PERWOM QRUSE WY^ISLQ@TSQ FORMULY W KONE^NOM BAZISE, A NE PROIZWOLXNYE BULEWY FUNKCII. dANNYJ METOD POZWOLQET POLU^ITX NIVN@@ OCENKU WIDA n^{2−o(1)}.

iNTERES K KLASSU DWUHQRUSNYH SHEM WOZNIK W SWQZI S PROBLEMOJ POLU^ENIQ NELINEJNYH NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI sf— [3]. oDIN IZ WOZMOVNYH PODHODOW K

DANNOJ PROBLEME BYL PREDLOVEN w“LXQNTOM. pODHOD OSNOWAN NA TEOREME 5.1 IZ

[8]; ON SOSTOIT W SOWMESTNOM OCENIWANII SLOVNOSTI I GLUBINY SHEMY, PRI “TOM

sf— PROIZWOLXNOJ STRUKTURY REDUCIRUETSQ K Cf— S DWUMQ QRUSAMI WETWLE- NIQ, ISSSLEDOWANIE KOTOROJ QWLQETSQ PROBLEMNOJ ^ASTX@ PODHODA (W PROCESSE REDUKCII WOZMOVNO SU]ESTWENNOE UWELI^ENIE SLOVNOSTI).

2. oCENKA FUNKCII –ENNONA

pUSTX B — BAZIS, T. E. KONE^NAQ POLNAQ SISTEMA BULEWYH FUNKCIJ, K — KLASS SHEM (ODIN IZ: ”Φ” — FORMULY, ”C” — sf—, ”C2” — sf— S 2-MQ QRU- SAMI WETWLENIQ). oBOZNA^IM ^EREZ L(S) SLOVNOSTX SHEMY S, T. E. ^ISLO E¡ “LEMENTOW; ^EREZ L^K_B (f) — SLOVNOSTX FUNKCII (ILI OPERATORA) f PRI REALI- ZACII SHEMAMI KLASSA K NAD BAZISOM B. pOLOVIM L^K_B (n) = max L^K_B (f), GDE MAKSIMUM BER¡TSQ PO WSEM FUNKCIQM f(x1, . . . , xn). iZWESTNO [1], ^TO

L^Φ_B(n) ≍

2^n

log_2 n , L^C_B(n) ≍ 2^n n . tEOREMA 1. w L@BOM BAZISE B

L^{C2}_B (n) ≍

2^n n . dOKAZATELXSTWO. nIVNQQ OCENKA SLEDUET IZ O^EWIDNOGO NERAWENSTWA L^C_B(n)

6 L^{C2}_B (n). wERHNQQ IZWLEKAETSQ IZ METODA –ENNONA (SM. [1]). zAMETIM, ^TO

WERHN@@ OCENKU DOSTATO^NO DOKAZATX DLQ BAZISA B0 = {&, ∨, ¬}. dEJSTWITELX- NO, FUNKCII IZ BAZISA B0 BESPOWTORNO WYRAVA@TSQ W L@BOM BAZISE [3], PO“TOMU PRI PEREHODE OT BAZISA B0 K PROIZWOLXNOMU BAZISU B SLOVNOSTX SHEMY UWELI- ^ITSQ NE BOLEE ^EM W KONSTANTU RAZ (PRI ZAMENE “LEMENTA EGO BESPOWTORNYM WYRAVENIEM ^EREZ DRUGIE “LEMENTY NOWYH WETWLENIJ NE WOZNIKAET).

pUSTX k — PARAMETR, m = ⌊^{n−k}_2 ⌋. dLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f(x1, . . . , xn) SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE f(x_1, . . . , x_n) = ⋁ σ_1,... ,σ_n�_k x^{σ1}_1 · . . . · x^{σm}_m & x^{σm+1}_{m+1} · . . . · x^{σn}�^k_{n−k} & & f(σ_1, . . . , σ_{n−k}, x_{n−k+1}, . . . , x_n). (1) fUNKCII x^{σ1}_1 · . . . · x^{σm}_m , x^{σm+1}_{m+1} · . . . · x^{σn�k}_{n−k} , f(σ1, . . . , σn−k, xn−k+1, . . . , xn) NA- ZOW¡M FUNKCIQMI WTOROGO QRUSA. kAVDU@ IZ NIH REALIZUEM FORMULOJ. —LE- MENTY, NA WYHODAH KOTORYH REALIZOWANY FUNKCII WTOROGO QRUSA, SOSTAWLQ@T

WTOROJ QRUS WETWLENIQ NA[EJ SHEMY. fUNKCIQ f WY^ISLQETSQ (W SOOTWETSTWII S PREDSTAWLENIEM (1)) KAK FORMULA, PEREMENNYMI W KOTOROJ QWLQ@TSQ FUNKCII WTOROGO QRUSA.

dLQ WY^ISLENIQ WSEH FUNKCIJ WIDA x^{σ1}_1 · . . . · x^{σm}_m DOSTATO^NO 2^m(2m − 1) “LEMENTOW; DLQ FUNKCIJ x^{σm+1}_{m+1} · . . . · x^{σn�k}_{n−k} TREBUETSQ 2^{m+1}(2m + 1) “LEMEN- TOW; WSEWOZMOVNYE FUNKCII OT PEREMENNYH xn−k+1, . . . , xn MOVNO WY^ISLITX SO SLOVNOSTX@ 2^{2k} · O^{( 2k}_{log2 k}^). nAKONEC, DLQ WY^ISLENIQ FUNKCII f, ESLI UVE WY^ISLENY FUNKCII WTOROGO QRUSA, DOSTATO^NO 3 · 2^{n−k} “LEMENTOW.

pOLOVIM k = ⌊log_2(n − 2 log_2 n)⌋. tOGDA SLOVNOSTX WSEJ SHEMY NE PREWOSHO- DIT 2 · 2^{m+1}(2m + 1) + 2^{2k} · O ( 2k log_2 k ) + 3 · 2^{n−k} = = O ( 2^{n/2} · n ) + O (2n n^2 · n log_2 log_2 n ) + O (2n n ) = O (2n n ) . tEOREMA 1 DOKAZANA.

3. wSPOMOGATELXNYE UTWERVDENIQ

tEOREME 2 PREDPO[L¡M RQD WSPOMOGATELXNYH PONQTIJ I UTWERVDENIJ. pUSTX ỹ1, . . . , ỹn, z̃1, . . . , z̃n — NABORY PEREMENNYH (WOZMOVNO, SODERVA]IE ODINAKOWYE PEREMENNYE), Y = (ỹ1, . . . , ỹn), Z = (z̃1, . . . , z̃n), F = (fi,j ) — MAT- RICA RAZMERA n × n, SOSTOQ]AQ IZ BULEWYH FUNKCIJ, PRI^¡M DLQ L@BYH i, j,

1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n, FUNKCIQ fi,j ZAWISIT TOLXKO OT PEREMENNYH IZ NABOROW ỹi

I z̃j. tOGDA NABOR F = (Y, Z, F ) NAZOW¡M LOKALXNOJ FUNKCIONALXNOJ TABLICEJ

RAZMERA n (SOKRA]¡NNO — n-TABLICEJ).

pUSTX M = (mi,j ) — MATRICA IZ NULEJ I EDINIC RAZMERA n × n. mATRICU M NAZOW¡M PSEWDODIAGONALXNOJ, ESLI NE SU]ESTWUET DWUH EDINIC, STOQ]IH W ODNOJ STROKE ILI ODNOM STOLBCE MATRICY M. mNOVESTWO MATRIC R = {M1, . . . , Mk} RAZMERA n × n, SOSTOQ]IH IZ NULEJ I EDINIC, NAZOW¡M DIAGONALXNYM RAZBIENI-

EM RAZMERA n I MO]NOSTI k (SOKRA]¡NNO — (n, k)-RAZBIENIEM), ESLI KAVDAQ

MATRICA Mt ∈ R (1 6 t 6 k) PSEWDODIAGONALXNA I DLQ L@BYH i, j SU]ESTWUET EDINSTWENNAQ MATRICA M_{t(i,j)} ∈ R TAKAQ, ^TO NA PERESE^ENII E¡ i-J STROKI I j-GO STOLBCA STOIT EDINICA.

sKAVEM, ^TO n-TABLICA F WY^ISLQET MATRICU M RAZMERA n × n, ESLI SU- ]ESTWU@T TAKIE NABORY ZNA^ENIJ α̃1, . . . , α̃n,^~β1, . . . ,^~βn PEREMENNYH IZ NABO- ROW, SOOTWETSTWENNO, ỹ1, . . . , ỹn, z̃1, . . . , z̃n, ^TO ∀i, j fi,j (α̃i,^~βj) = mi,j . sKAVEM, ^TO TABLICA F RASPOZNAËT (n, k)-RAZBIENIE R, ESLI F WY^ISLQET KAVDU@ MAT- RICU, WHODQ]U@ W R.

oBOZNA^IM ^EREZ c(n, k) MINIMALXNOE ^ISLO c, DLQ KOTOROGO SU]ESTWUET n- TABLICA F, TAKAQ, ^TO ^ISLO PEREMENNYH W KAVDOM IZ NABOROW ỹ1, . . . , ỹn, z̃1, . . . ,

z̃_n NE PREWOSHODIT c I F RASPOZNA¡T NEKOTOROE (n, k)-RAZBIENIE. nA[EJ BLI-

VAJ[EJ CELX@ QWLQETSQ DOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ c(n, n) → ∞, n → ∞. pO-WIDIMOMU, POLU^ENNU@ NAMI NIVN@@ OCENKU DLQ c(n, n) MOVNO SU]ESTWEN- NO ULU^[ITX, ^TO PRIWED¡T K ULU^[ENI@ ITOGOWOJ NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI BULEWOGO OPERATORA.

sKAVEM, ^TO n-TABLICA F QWLQETSQ RAWNOMERNOJ I IMEET MO]NOSTX c, ESLI W KAVDOM IZ NABOROW ỹ1, . . . , ỹn, z̃1, . . . , z̃n SODERVITSQ ROWNO c PEREMENNYH. pARU NABOROW KONSTANT (α̃,^~β) (KAVDYJ IZ KOTORYH IMEET DLINU c) NAZOW¡M NULEWOJ

PAROJ TABLICY F, ESLI ∀i, j f_{i,j}(α̃, β̃) = 0.

pODTABLICEJ TABLICY F NAZYWAETSQ TABLICA, POLU^ENNAQ IZ F UDALENIEM NEKOTORYH STROK I STOLBCOW I PERESTANOWKOJ OSTAW[IHSQ (OPERACII UDALENIQ I PERESTANOWKI PROIZWODQTSQ SINHRONNO W MATRICE F I NABORAH Y, Z, SWQZANNYH, SOOTWETSTWENNO, SO STROKAMI I STOLBCAMI MATRICY F ). eDINI^NOJ NAZYWAETSQ MATRICA, W KOTOROJ NA GLAWNOJ DIAGONALI STOQT EDINICY, A W OSTALXNYH POZI- CIQH — NULI; EDINI^NAQ MATRICA RAZMERA n × n OBOZNA^AETSQ En. oPREDELIM FUNKCI@ θ(x): θ(x) = { x, x ¿ 1; 0, x < 1. uTWERVDENIE 1. pUSTX RAWNOMERNAQ n-TABLICA F MO]NOSTI c WY^ISLQ-

ET MATRICU E_n I IMEET N NULEWYH PAR. tOGDA NAJDËTSQ n^′-TABLICA F^′, QWLQ@]AQSQ PODTABLICEJ TABLICY F I IME@]AQ (N +1) NULEWYH PAR, PRI^ËM

n^′ ¿ θ ( n 3(4^c − N) ) . dOKAZATELXSTWO. sU]ESTWUET ROWNO 4^c PAR NABOROW KONSTANT (α̃, β̃), W KO-

TORYH α̃ I^~β IME@T DLINU c; IZ NIH N PAR QWLQ@TSQ NULEWYMI DLQ TABLICY F. dLQ L@BOGO i (1 6 i 6 n) SU]ESTWUET PARA NABOROW (α̃i,^~βi) TAKAQ, ^TO

f_{i,i}(α̃_i, β̃_i) = 1. nI ODNA IZ PAR (α̃_i, β̃_i), 1 6 i 6 n, NE QWLQETSQ NULEWOJ DLQ

TABLICY F. pUSTX (α̃^′,^~β^′) — TA PARA, KOTORAQ POWTORQETSQ SREDI PAR (α̃i,^~βi),

1 6 i 6 n, NAIBOLX[EE ^ISLO RAZ. oBOZNA^IM ^EREZ I MNOVESTWO TEH INDEKSOW

i, DLQ KOTORYH (α̃^′,^~β^′) = (α̃i,^~βi). tOGDA

|I| ¿^n_{4c − N} . (2)

wYDELIM IZ TABLICY F PODTABLICU F^∗, SODERVA]U@ TE I TOLXKO TE STROKI I STOLBCY, NOMERA KOTORYH WHODQT W MNOVESTWO I. zAMETIM, ^TO TABLICA F^∗

WY^ISLQET MATRICU E_{|I|}, PRI “TOM NABORY PEREMENNYH ỹ1, . . . , ỹn PRINIMA@T ODIN I TOT VE NABOR ZNA^ENIJ — α̃^′; ANALOGI^NO, NABORY z̃1, . . . , z̃n PRINIMA@T NABOR ZNA^ENIJ^~β^′. w MATRICE E_{|I|} WYDELIM MAKSIMALXNU@ KWADRATNU@ POD- MATRICU M^′, SOSTOQ]U@ TOLXKO IZ NULEJ; RAZMER MATRICY M^′ NE MENX[E, ^EM

⌊|I|/2⌋. iSKOMU@ TABLICU F^′ OBRAZUEM IZ TEH STROK I STOLBCOW TABLICY F^∗,

KOTORYE SOOTWETSTWU@T STROKAM I STOLBCAM PODMATRICY M^′ MATRICY E_{|I|}.

zAMETIM, ^TO WSE NULEWYE PARY TABLICY F QWLQ@TSQ NULEWYMI DLQ TABLICY

F^′. kROME TOGO, PARA (α̃^′, β̃^′) QWLQETSQ NULEWOJ DLQ F^′, NO NE QWLQETSQ NULEWOJ

DLQ F. tAKIM OBRAZOM, ^ISLO NULEWYH PAR TABLICY F^′ NE MENX[E N + 1. wMESTE S TEM (ISPOLXZUQ (2) I NERAWENSTWO ⌊x/2⌋ ¿ θ(x/3), SPRAWEDLIWOE DLQ CELYH x ¿ 0),

n^′ ¿ ⌊|I| 2 ⌋ ¿ θ^{(|I|}_3^) ¿ θ^{( n}_{3(4c − N)}^).

uTWERVDENIE 1 DOKAZANO.

uTWERVDENIE 2. pUSTX RAWNOMERNAQ n-TABLICA F MO]NOSTI c RASPO-

ZNAËT (n, k)-RAZBIENIE R. tOGDA SU]ESTWU@T n^′-TABLICA F^′, QWLQ@]AQSQ PODTABLICEJ TABLICY F, I (n^′, k)-RAZBIENIE R^′, RASPOZNAWAEMOE TABLICEJ F^′, TAKIE, ^TO R^′ SODERVIT MATRICU E_n0 I

n^′ ¿ n^2 k . dOKAZATELXSTWO. dEJSTWITELXNO, MATRICY, WHODQ]IE W RAZBIENIE R, SODER-

VAT W SUMME n^2 EDINIC, SLEDOWATELXNO, NAJD¡TSQ MATRICA M ∈ R, SODERVA]AQ NE MENEE n^2/k EDINIC. iZ MATRICY M MOVNO POLU^ITX EDINI^NU@ MATRICU S POMO]X@ UDALENIQ NULEWYH STROK I STOLBCOW I PERESTANOWKI OSTAW[IHSQ. pRODELAW TE VE OPERACII UDALENIQ I PERESTANOWKI S TABLICEJ F I WSEMI MAT- RICAMI RAZBIENIQ R, POLU^IM TREBUEMYE F^′ I R^′. uTWERVDENIE 2 DOKAZANO.

uTWERVDENIE 3. pUSTX RAWNOMERNAQ n-TABLICA F MO]NOSTI c RASPO-

ZNAËT (n, k)-RAZBIENIE R I PUSTX N 6 4^c. tOGDA SU]ESTWU@T n_N -TABLICA F_N , QWLQ@]AQSQ PODTABLICEJ TABLICY F, I (n_N , k)-RAZBIENIE R_N , RASPOZNA- WAEMOE TABLICEJ F_N , TAKIE, ^TO F_N SODERVIT N NULEWYH PAR I

n_N ¿ θ ( n^{2N} (3k · 4^c)^{2N −1} ) . (3)

dOKAZATELXSTWO. pROWED¡M INDUKCI@ PO N.

bAZIS INDUKCII: N = 0. nERAWENSTWO (3) IMEET WID nN ¿ n, T. E. DOSTA-

TO^NO POLOVITX FN = F, RN = R.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: N → N + 1. pUSTX FN I RN UVE POSTROENY. w

SILU UTW. 2 SU]ESTWU@T PODTABLICA F^′_N TABLICY FN I (n^′_N , k)-RAZBIENIE RN , RASPOZNAWAEMOE TABLICEJ FN , TAKIE, ^TO

n^′_N ¿ n^2_N k . (4)

kROME TOGO, F^′_N WY^ISLQET MATRICU E_n0_N , SODERVA]U@SQ W R^′_N . pO“TOMU, W SILU UTW. 1 SU]ESTWUET PODTABLICA TABLICY F^′_N , SODERVA]AQ NE MENEE (N + 1) NULEWYH PAR. oBOZNA^IM E¡ ^EREZ FN+1, OPREDELIW nN+1 I RN+1 SOOTWETSTWU- @]IM OBRAZOM. iMEEM

n_{N+1} ¿ θ ( n′_N 3(4^c − N) ) ¿ θ^{( n′N}_{3 · 4c}^). (5)

oB˙EDINIW WYKLADKI (3)–(5) S U^¡TOM SOOTNO[ENIJ θ(x)^2 = θ(x^2), θ(x)/y ¿

θ(x/y) I θ(θ(x)) = x, SPRAWEDLIWYH PRI x ¿ 0, y ¿ 1, POLU^IM

n_{N+1} ¿ θ ( n′_N 3 · 4^c ) ¿ θ^{( n2N}_{3k · 4c}^)¿

¿ θ^{( 1}_{3k · 4c} · θ^{( n2N}_{(3k · 4c)2N −1}^{)2)} ¿ θ^{( n2N+1}_{(3k · 4c)2N+1−1}^).

uTWERVDENIE 3 DOKAZANO.

lEMMA 1._{c(n, n) = Ω(log2 log2 log2 n), n → ∞.}

dOKAZATELXSTWO. pUSTX c = c(n, n). rASSMOTRIM n-TABLICU F I RASPOZNAWA-

EMOE E@ (n, n)-RAZBIENIE R, TAKIE, ^TO DLQ L@BOGO i DLINA L@BOGO IZ NABOROW

ỹ_i, z̃_i NE PREWOSHODIT c. dOPOLNIM NEKOTORYE IZ NABOROW ỹ_1, . . . , ỹ_n, z̃_1, . . . , z̃_n

FIKTIWNYMI PEREMENNYMI TAK, ^TOBY TABLICA F STALA RAWNOMERNOJ TABLICEJ MO]NOSTI c.

pOLOVIM N = 4^c. sOGLASNO UTW. 3 SU]ESTWUET PODTABLICA FN I RAZBIENIE

R_N , DLQ KOTORYH WYPOLNENO (3) PRI n = k. tOGDA

n_N ¿ θ ( n (3N)^{2N −1} ) . (6)

eSLI ARGUMENT FUNKCII θ W (6) NE MENX[E EDINICY, TO nN ¿ 1. w “TOM SLU^AE MY POLU^AEM PROTIWORE^IE: S ODNOJ STORONY L@BAQ PARA NABOROW (α̃,^~β) QWLQ- ETSQ NULEWOJ DLQ FN (TAK KAK N = 4^c), A S DRUGOJ STORONY W RAZBIENII RN SU]ESTWUET MATRICA, WY^ISLIMAQ TABLICEJ FN I SODERVA]AQ HOTQ BY ODNU EDINICU.

tAKIM OBRAZOM,

n < (3N)^{2N −1} 6 2^{2N log2(3N)} = 2^{2N+log2 log2 (3N)} .

sLEDOWATELXNO,_{N ∼ N + log}

2 log_2(3N) ¿ log_2 log_2 n.

w SWO@ O^EREDX, c =^1_2 log_2 N. oKON^ATELXNO IMEEM

c(n, n) = c = Ω(log_2 log_2 log_2 n).

lEMMA 1 DOKAZANA.

oBOZNA^IM ^EREZ c^′(n, k) MINIMALXNOE ^ISLO c, DLQ KOTOROGO SU]ESTWUET n- TABLICA F TAKAQ, ^TO F RASPOZNA¡T NEKOTOROE (n, k)-RAZBIENIE I n∑ i=1 (|ỹ_i| + |z̃_i|) 6 cn, (7) GDE |ỹ| OBOZNA^AET ^ISLO PEREMENNYH W NABORE ỹ.

uTWERVDENIE 4. dLQ L@BYH n, k c^′(n, k) ¿ 1 2 c (n 2 , k ) . dOKAZATELXSTWO. pUSTX c = c^′(n, k). rASSMOTRIM n-TABLICU F (RASPOZNA@-

]U@ NEKOTOROE (n, k)-RAZBIENIE), DLQ KOTOROJ WYPOLNENO (7). w SILU (7) SREDI NABOROW ỹ1, . . . , ỹn, z̃1, . . . , z̃n SU]ESTWUET NE BOLEE n/2 NABOROW, W KAVDOM IZ KOTORYH SODERVITSQ BOLX[E, ^EM 2c PEREMENNYH. sLEDOWATELXNO, IZ NABOROW

ỹ_1, . . . , ỹ_n MOVNO WYBRATX n/2 NABOROW, SODERVA]IH NE BOLEE, ^EM 2c PEREMEN-

NYH; ANALOGI^NOE WERNO I DLQ NABOROW z̃1, . . . , z̃n.

iZ STROK I STOLBCOW TABLICY F, SOOTWETSTWU@]IH WYBRANNYM NABORAM, OBRAZUEM n/2-TABLICU F^′. oNA RASPOZNA¡T, O^EWIDNO, NEKOTOROE (n/2, k)-RAZ- BIENIE I ^ISLO PEREMENNYH W KAVDOM IZ NABOROW WIDA ỹi, z̃i TABLICY F^′ NE PREWOSHODIT 2c. pO OPREDELENI@ ^ISLA c(n, k) IMEEM

2c^′(n, k) = 2c ¿ c ( n 2 , k ) . uTWERVDENIE 4 DOKAZANO.

4. oCENKA SLOVNOSTI OPERATORA SDWIGA

tEPERX PEREJD¡M K POLU^ENI@ NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI. dLQ FIKSIROWANNOGO ^ISLA n OPREDELIM FUNKCI@ r(i, t) (GDE i, t — CELYE, 1 6

i 6 n, 0 6 t 6 n−1), POLOVIW r(i, t) RAWNYM TAKOMU ^ISLU j IZ OTREZKA [1, . . . , n],

^TO j ≡ i + t (mod n). oPERATOROM SDWIGA (TO^NEE, OPERATOROM CIKLI^ESKOGO

SDWIGA WLEWO, SOKRA]¡NNO — RCL) NAZOW¡M OPERATOR

RCL_n : (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_m) → (z_1, . . . , z_n)

TAKOJ, ^TO m = ⌈log_2 n⌉ I ∀j z_j = x_{r(j,t)}, GDE t = m∑ s=1 y_s2^{m−s}. lEMMA 2. w L@BOM BAZISE B

L^{C2}_B (RCL_n) = Ω(nc^′(n, n)), n → ∞.

dOKAZATELXSTWO. dOKAVEM LEMMU W SLU^AE BAZISA B, SOSTOQ]EGO IZ WSEH

DWUMESTNYH BULEWYH FUNKCIJ; DLQ PROIZWOLXNOGO B LEMMA DOKAZYWAETSQ ANA- LOGI^NO. rASSMOTRIM sf— S DWUMQ QRUSAMI WETWLENIQ, REALIZU@]U@ OPERATOR

RCL_n I IME@]U@ MINIMALXNU@ SLOVNOSTX. dOBAWIW W NE¡ LI[NIE “LEMENTY

I UWELI^IW SLOVNOSTX NE BOLEE, ^EM W KONSTANTU RAZ, MOVNO POLU^ITX SHEMU S SLEDU@]EGO (STROGO DWUHQRUSNOGO) WIDA: SU]ESTWU@T “LEMENTY E1, . . . , Ep (“LEMENTY WTOROGO QRUSA) TAKIE, ^TO

a) L@BOJ “LEMENT, OBLADA@]IJ WETWLENIEM, WHODIT W IH ^ISLO; B) WYHOD NI ODNOGO IZ “LEMENTOW E1, . . . , Ep NE QWLQETSQ WYHODOM SHEMY; W) L@BOJ ORIENTIROWANNYJ PUTX, WEDU]IJ OT WHODA K WYHODU SHEMY, SODER- VIT HOTQ BY ODIN (I, O^EWIDNO, TOLXKO ODIN) IZ “LEMENTOW E1, . . . , Ep.

wWED¡M NEKOTORYE OBOZNA^ENIQ. oBOZNA^IM ^EREZ F1, . . . , Fn “LEMENTY, WY- HODY KOTORYH QWLQ@TSQ, SOOTWETSTWENNO, WYHODAMI z1, . . . , zn SHEMY S. dALEE, PUSTX Γl (1 6 l 6 p) — PODSHEMA SHEMY S, SOSTOQ]AQ IZ WSEH “LEMENTOW, PRED- [ESTWU@]IH El (WKL@^AQ El); gl — FUNKCIQ OT PEREMENNYH x1, . . . , xn, y1, . . . ,

y_m, WY^ISLQEMAQ NA WYHODE “LEMENTA E_l; G_l — MNOVESTWO INDEKSOW i TAKIH,

^TO PRI WY^ISLENII FUNKCII gl SHEMOJ Γl ISPOLXZUETSQ PEREMENNAQ xi.

aNALOGI^NO, PUSTX Xj (1 6 j 6 n) — PODSHEMA SHEMY S, SOSTOQ]AQ IZ WSEH “LEMENTOW, PRED[ESTWU@]IH Fj, NO NE PRED[ESTWU@]IH NI ODNOMU IZ “LEMEN- TOW WTOROGO QRUSA (WHODAMI SHEMY Xj QWLQ@TSQ WYHODY NEKOTORYH “LEMENTOW

10 d. ‘. ~eruhin

WTOROGO QRUSA); hj — FUNKCIQ OT PEREMENNYH x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, WY^IS- LQEMAQ NA WYHODE “LEMENTA Fj ; Hj — MNOVESTWO INDEKSOW l TAKIH, ^TO PRI WY^ISLENII FUNKCII hl SHEMOJ Xj ISPOLXZUETSQ WYHOD “LEMENTA El.

pO POSTROENI@ SHEMY S PODSHEMY Γ1, . . . , Γp, X1, . . . , Xn NE PERESEKA@TSQ I W OB˙EDINENII DA@T WS@ SHEMU S. zAMETIM, ^TO ESLI W NEKOTOROJ SHEME

S^′ ISPOLXZUETSQ k WHODOW, TO L(S^′) ¿ k − 1 (W SLU^AE PROIZWOLXNOGO BAZISA

B “TO NERAWENSTWO WYPOLNENO S TO^NOSTX@ DO UMNOVENIQ NA KONSTANTU); ESLI PRI “TOM L(S^′) ¿ 1, TO L(S^′) ¿ k/2. kAVDAQ IZ SHEM Γ1, . . . , Γp, X1, . . . , Xn SODERVIT HOTQ BY ODIN “LEMENT, PO“TOMU L(S) = p∑ l=1 L(Γ_l) + n∑ j=1 L(X_j) ¿ 1 2 (^p∑ l=1 |G_l| + n∑ j=1 |H_j| ) . (8)

oBOZNA^IM ^EREZ G^′_i (1 6 i 6 n) MNOVESTWO INDEKSOW l TAKIH, ^TO PEREMENNAQ

x_i ISPOLXZUETSQ PRI WY^ISLENII FUNKCII g_l SHEMOJ Γ_l. tOGDA n∑ i=1 |G^′_i| = p∑ l=1 |G_l|. (9) dLQ OBOSNOWANIQ (9) MOVNO ISPOLXZOWATX MATRICU M^′ = (m^′_{i,l}) RAZMERA n × p, SOSTOQ]U@ IZ NULEJ I EDINIC, W KOTOROJ m^′_{i,l} = 1 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA PEREMENNAQ xi ISPOLXZUETSQ PRI WY^ISLENII FUNKCII gl SHEMOJ Γl. pRAWAQ I LEWAQ ^ASTI RAWENSTWA (9) SODERVAT PODS^ITANNOE RAZNYMI SPOSOBAMI (PO STROKAM I PO STOLBCAM) ^ISLO EDINIC W MATRICE M^′.

dALEE, POSTROIM n-TABLICU F. kAVDOJ FUNKCII f, ZAWISQ]EJ TOLXKO OT PEREMENNYH y1, . . . , ym, SOPOSTAWIM NOWU@ PEREMENNU@ uf . nABORY ỹ1, . . . , ỹn,

z̃_1, . . . , z̃_n TABLICY F OBRAZUEM IZ PEREMENNYH WIDA u_f . kAVDOJ PARE (i, j),

1 6 i, j 6 n, SOPOSTAWIM ODNU IZ PEREMENNYH WIDA uf , KOTORU@ OBOZNA^IM ^EREZ

u_{i,j}. bULEWU FUNKCI@ f_{i,j} OPREDELIM KAK FUNKCI@, DLQ KOTOROJ WYPOLNENO

TOVDESTWO u_{i,j} ≡ f_{i,j} (ỹ_i, z̃_j), (10) W KOTOROM PEREMENNYE WIDA uf ZAMENENY NA SOOTWETSTWU@]IE IM FUNKCII OT PEREMENNYH y1, . . . , ym. pRI “TOM MY POKAVEM, ^TO FUNKCIQ, SOOTWETSTWU@]AQ PEREMENNOJ ui,j, WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII, SOOTWETSTWU@]IE PEREMENNYM IZ NABOROW ỹi, z̃j (ZDESX I DALEE MY GOWORIM, ^TO FUNKCIQ f^∗ WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII f^∗_1 , . . . , f^∗_k , ESLI SU]ESTWUET TAKAQ BULEWA FUNKCIQ F , ^TO SPRAWEDLIWO TOVDESTWO f^∗ ≡ F (f^∗_1 , . . . , f^∗_k )).

pROIZWOLXNU@ FUNKCI@ f OT PEREMENNYH x1, . . . , xn, y1, . . . , ym MOVNO RAZ-

LOVITX W POLINOM (vEGALKINA) PO PEREMENNYM x_1, . . . , x_n, T. E. PREDSTAWITX

W WIDE (NAS INTERESUET LINEJNAQ ^ASTX)

f = f^0 ⊕ f^1x_1 ⊕ . . . ⊕ f^nx_n ⊕ f^′, (11)

GDE KAVDAQ IZ FUNKCIJ f^0, . . . , f^n ZAWISIT TOLXKO OT PEREMENNYH y1. . . . , ym I

f^′ — POLINOM vEGALKINA, W KOTOROM KAVDOE SLAGAEMOE SODERVIT HOTQ BY DWE

IZ PEREMENNYH x1, . . . , xn. rAZLOVIM TAKIM OBRAZOM FUNKCII gl (1 6 l 6 p) I

h_j (1 6 j 6 n):

g_l = g^0_l ⊕ g^1_l x_1 ⊕ . . . ⊕ g^n_l x_n ⊕ g^′_l,

h_j = h^0_j ⊕ h^1_j x_1 ⊕ . . . ⊕ h^n_j x_n ⊕ h^′_j .

nABOR ỹi (1 6 i 6 n) OBRAZUEM IZ WSEH PEREMENNYH WIDA uf , SOOTWETSTWU@]IH FUNKCIQM g^i_l , l ∈ G^′_i; NABOR z̃j (1 6 j 6 n) — IZ WSEH PEREMENNYH, SOOTWETSTWU- @]IH FUNKCIQM g^0_l , l ∈ Hj. sRAZU VE ZAMETIM (S U^¡TOM (8) I (9)), ^TO L(S) ¿ 1 2 n∑ i=1 (|G^′_i| + |H_i|) = 1 2 n∑ i=1 (|ỹ_i| + |z̃_i|). (12)

dLQ L@BYH i, j W KA^ESTWE ui,j WOZXM¡M PEREMENNU@, SOOTWETSTWU@]U@ FUNKCII

h^i_j.

pOKAVEM, ^TO FUNKCI@ h^i_j MOVNO WY^ISLITX ^EREZ FUNKCII IZ MNOVESTWA

{g^0_l , g^i_l | l ∈ H_j}. dEJSTWITELXNO, L@BAQ BULEWA FUNKCIQ MOVET BYTX PREDSTAW-

LENA W WIDE SUPERPOZICII SLOVENIQ (PO MODUL@ 2), UMNOVENIQ (KON˙@NKCII) I PRIBAWLENIQ EDINICY. eSLI ARGUMENTY I REZULXTAT KAVDOJ IZ “TIH OPERACIJ RAZLOVITX W POLINOM PO x1, . . . , xn, TO MOVNO ZAMETITX, ^TO SWOBODNYJ ^LEN REZULXTATA (T. E. f^0 W PREDSTAWLENII (11)) WY^ISLQETSQ ^EREZ SWOBODNYE ^LENY ARGUMENTOW, A KO“FFICIENT PRI PEREMENNOJ xi (T. E. f^i W (11)) — ^EREZ SWOBOD- NYE ^LENY I KO“FFICIENTY PRI xi ARGUMENTOW. tAKIM OBRAZOM KO“FFICIENT PRI xi (T. E. g^i_j) SUPERPOZICII FUNKCIJ WY^ISLQETSQ ^EREZ SWOBODNYE ^LENY

(g^0_l ) I KO“FFICIENTY PRI x_i (T. E. g^j_l ) TEH FUNKCIJ WTOROGO QRUSA, KOTORYE

ISPOLXZU@TSQ DLQ WY^ISLENIQ hj (DRUGIMI SLOWAMI, FUNKCIJ IZ MNOVESTWA {g_l | l ∈ H_j}). dALEE, ZAMETIM, ^TO ESLI PRI WY^ISLENII FUNKCII gl NE ISPOLXZUETSQ PERE- MENNAQ xi (T. E. l /∈ G^′_i), TO g^i_l = 0, SLEDOWATELXNO, FUNKCI@ g^i_l MOVNO ISKL@- ^ITX IZ MNOVESTWA FUNKCIJ, ISPOLXZUEMYH DLQ WY^ISLENIQ h^i_j (S^ITAEM, ^TO DLQ WY^ISLENIQ KONSTANT NE NUVNO ARGUMENTOW). iTAK, FUNKCIQ h^i_j, SOOTWET- STWU@]AQ PEREMENNOJ ui,j , MOVET BYTX WY^ISLENA ^EREZ FUNKCII IZ MNOVESTWA

V_{i,j} = {g^0_l | l ∈ H_j} ∪ {g^i_l | l ∈ G^′_i}. zAMETIM, ^TO NABORY ỹ_i I z̃_j SOSTAWLENY

IZ PEREMENNYH WIDA uf , SOOTWETSTWU@]IH FUNKCIQM IZ MNOVESTWA Vi,j. tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ fi,j OPREDELENA KORREKTNO (SM. (10)); n-TABLICA F POSTROENA.

rASSMOTRIM TEPERX (n, n)-RAZLOVENIE R = {M^1, . . . , M^n}, W KOTOROM MATRI- CA M^t = (m^t_{i,j} ), 1 6 t 6 n, OPREDELENA SLEDU@]IM OBRAZOM: ∀i, j m^t_{i,j} = 1 ⇐⇒ i = r(j, t). pOKAVEM, ^TO TABLICA F RASPOZNA¡T RAZBIENIE R, T. E. DLQ L@BOGO t, 1 6 t 6 n, TABLICA F WY^ISLQET MATRICU M^t.

zAFIKSIRUEM t. sU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY α1, . . . , αm, ^TO^{m∑}_{s=1} αs2^{m−s} =

t. dLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f OBOZNA^IM ^EREZ f|A REZULXTAT PODSTANOWKI W FUNKCI@ f KONSTANT α1, . . . , αm WMESTO PEREMENNYH y1, . . . , ym SOOTWETSTWEN- NO. zAMETIM, ^TO ESLI FUNKCI@ f|A PREDSTAWITX W WIDE (11), TO KO“FFICIENTY POLU^ENNOGO RAZLOVENIQ MOVNO POLU^ITX IZ SOOTWETSTWU@]IH KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ FUNKCII f DEJSTWIEM PODSTANOWKI A, T. E. (f|A)^i = (f^i)|A. pO- “TOMU KO“FFICIENT PRI PEREMENNOJ xi W RAZLOVENII FUNKCII hj |A (KOTORYJ MY OBOZNA^IM ^EREZ (hj |A)^i) RAWEN KONcTANTE h^i_j |A. s DRUGOJ STORONY, KO“FFI- CIENT (hj |A)^i MOVNO NAJTI QWNO IZ OPREDELENIQ OPERATORA RCLn. a IMENNO, IMEET MESTO RAWENSTWO hj |A = x_{r(j,t)}, 1 6 j 6 n, OTKUDA (S U^¡TOM OPREDELENIQ MATRICY M^t) SLEDUET (h_j|_A)^i = 1 ⇐⇒ i = r(j, t) ⇐⇒ m^t_{i,j} = 1. tAKIM OBRAZOM,_{hi}

j |_A = (h_j |_A)^i = m^t_{i,j} . (13)

pRI DEJSTWII PODSTANOWKI A KAVDAQ FUNKCIQ f, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT PE- REMENNYH y1, . . . , ym, PRINIMAET NEKOTOROE ZNA^ENIE. —TO ZNA^ENIE PRIPI[EM PEREMENNOJ uf . w ^ASTNOSTI, DLQ L@BYH i, j WSEM PEREMENNYM IZ NABOROW ỹi, z̃j I PEREMENNOJ ui,j PRIPISANY ZNA^ENIQ; PRI “TOM SOHRANQ@T SILU TOVDESTWA

(10). nAKONEC, ZAMETIM, ^TO ZNA^ENIE, PRIPISANNOE PEREMENNOJ u_{i,j} , RAWNO h^i_j |_A,

T. E. (W SILU (13)) m^t_{i,j} . iTAK, PRI NEKOTORYH ZNA^ENIQH PEREMENNYH IZ NABO- ROW ỹ1, . . . , ỹn, z̃1, . . . , z̃n KAVDAQ FUNKCIQ fi,j , PRIMEN¡NNAQ K ZNA^ENIQM SWOIH PEREMENNYH, DA¡T REZULXTAT m^t_{i,j} . —TO I OZNA^AET, ^TO TABLICA F WY^ISLQET MATRICU M^t.

oBOZNA^IM c = 2L(S)/n. tOGDA NERAWENSTWO (12) PRIMET WID (7). pO OPRE- DELENI@ WELI^INY c^′(n, n) IMEEM c ¿ c^′(n, n). oKON^ATELXNO POLU^IM

L^{C2}_B (RCL_n) = Ω(L(S)) = Ω(cn) = Ω(nc^′(n, n)).

lEMMA 2 DOKAZANA.

tEOREMA 2. w PROIZWOLXNOM BAZISE B

L^{C2}_B (RCL_n) = Ω(n log_2 log_2 log_2 n), n → ∞.

tEOREMA 2 SLEDUET IZ LEMM 1, 2 I UTWERVDENIQ 4.

5. pO^TI KWADRATI^NAQ NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI

pUSTX^~f: {0, 1}^n → {0, 1}^m — BULEW OPERATOR,^~f = (f1, . . . , fm). dALEE, PUSTX x̃ — NABOR PEREMENNYH OPERATORA^~f I x̃ RAZBIT NA NEPERESEKA@]IESQ NABORY: x̃ = (x̃^1, . . . , x̃^k). oBOZNA^IM ^EREZ D(^~f, x̃^i) (i = 1, . . . , k) MNOVESTWO PODOPERATOROW, POLU^ENNYH IZ OPERATORA^~f PRI WSEWOZMOVNYH PODSTANOWKAH KONSTANT WMESTO WSEH EGO PEREMENNYH, ZA ISKL@^ENIEM TEH, KOTORYE WHODQT W NABOR x̃^i. pOLOVIM I(^~f, x̃^i) = log_2 |D(^~f, x̃^i)|.

w SLU^AE m = 1 IZWESTNA SLEDU@]AQ OCENKA SLOVNOSTI (METOD nE^IPORUKA,

[2, 3]). pUSTX KAVDYJ IZ NABOROW x̃^i SODERVIT HOTQ BY ODNU SU]ESTWENNU@

PEREMENNU@ FUNKCII f. tOGDA DLQ L@BOGO BAZISA B SU]ESTWUET KONSTANTA cB TAKAQ, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII f WYPOLNENO

L^Φ_B(f) ¿ S_B k∑ i=1 I(f, x̃^i). (14) zAMETIM, ^TO ESLI f NE RAWNA TOVDESTWENNO KONSTANTE I NABOR x̃^i NE SODERVIT SU]ESTWENNYH DLQ f PEREMENNYH, TO x̃^i NE DA¡T WKLADA W LEWU@ ^ASTX (14), NO DA¡T WKLAD 1 W SUMMU W PRAWOJ ^ASTI. pO“TOMU DLQ DOSTATO^NO BOLX[OGO ^ISLA FIKTIWNYH NABOROW x̃^i NERAWENSTWO (14) NE WYPOLNENO.

pUSTX TEPERX m PROIZWOLXNO I OPERATOR^~f RAZBIT NA k OPERATOROW: f =

(f̃^1, . . . , f̃^k), A IMENNO, KAVDAQ IZ FUNKCIJ f_1, . . . , f_m OTNESENA ROWNO K ODNOMU

IZ NABOROW^~f^1, . . . ,^~f^k. bUDEM S^ITATX, ^TO KAVDAQ PEREMENNAQ IZ x̃ SU]ESTWENNA DLQ OPERATORA^~f.

tEOREMA 3. dLQ L@BOGO BAZISA B SU]ESTWUET KONSTANTA c^′_B TAKAQ, ^TO

DLQ L@BOGO OPERATORA f̃ WYPOLNENO

L^{C2}_B (f̃) ¿ S^′_B k∑ i=1 I(f̃^i, x̃^i). dOKAZATELXSTWO. mY BUDEM ISPOLXZOWATX NEKOTORYE PONQTIQ I OBOZNA^ENIQ

IZ DOKAZATELXSTWA LEMMY 2. rASSMOTRIM STROGO DWUHQRUSNU@ SHEMU S MINI- MALXNOJ SLOVNOSTI, REALIZU@]U@ OPERATOR^~f. pUSTX E1, . . . , Ep — “LEMEN- TY WTOROGO QRUSA, F1, . . . , Fm — “LEMENTY, PODAWAEMYE NA WYHODY SHEMY; Γl

(1 6 l 6 p) I Xj (1 6 j 6 m) — ^ASTI SHEMY, RASPOLOVENNYE, SOOTWETSTWENNO,

NA PERWOM I WTOROM QRUSE I OKAN^IWA@]IESQ, SOOTWETSTWENNO, “LEMENTAMI El I Fj ; gl I hj — FUNKCII OT PEREMENNYH x̃, WY^ISLQEMYE NA WYHODAH, SOOTWET- STWENNO, “LEMENTOW El I Fj.

oBOZNA^IM ^EREZ Gl (1 6 l 6 p) MNOVESTWO INDEKSOW i TAKIH, ^TO HOTQ BY ODNA IZ PEREMENNYH NABORA x̃^i SU]ESTWENNA DLQ FUNKCII gl. pOLOVIM

G^′_i = {l | i ∈ G_l}, i = 1, . . . , k. ~EREZ H_i (1 6 i 6 k) OBOZNA^IM MNOVESTWO

TEH INDEKSOW l, DLQ KOTORYH FUNKCIQ gl ISPOLXZUETSQ PRI WY^ISLENII HOTQ BY ODNOJ FUNKCII IZ NABORA^~f^i. nAKONEC, ^EREZ H^′_j (1 6 j 6 m) OBOZNA^IM MNOVES- TWO TEH l, ^TO gl ISPOLXZUETSQ PRI WY^ISLENII FUNKCII fj. sHEMA Γl QWLQETSQ FORMULOJ, PO“TOMU IZ (14) SLEDUET

L(Γ_l) ¿ L^Φ_B(g_l) ¿ c_B ∑ i: i∈G_l I(g_l, x̃^i). (15)

rASSMOTRIM PROIZWOLXNYJ OPERATOR^~f^′ ∈ D(^~f^i, x̃^i). eMU SOOTWETSTWUET NEKO- TORAQ PODSTANOWKA KONSTANT WMESTO PEREMENNYH, NE WHODQ]IH W x̃^i. oSU]EST- WIW “TU VE PODSTANOWKU W FUNKCII (gl)l∈H_i , MY POLU^IM NABOR IH PODFUNKCIJ

(g^′_l)_{l∈Hi} , g^′_l ∈ D(g_l, x̃^i). uKAZANNOE SOOTWETSTWIE f̃^′ → (g^′_l)_{l∈Hi} IN˙EKTIWNO: IZ

DWUH RAWNYH NABOROW PODFUNKCIJ, PROIZWODQ ODNI I TE VE WY^ISLENIQ, MY POLU^IM RAWNYE PODOPERATORY OPERATORA^~f. tAKIM OBRAZOM, |D(f̃^i, x̃^i)| 6 ∏ l∈H_i |D(g_l, x̃^i)|. sLEDOWATELXNO,

I(f̃^i, x̃^i) 6 ∑ l∈H_i I(g_l, x̃^i). (16)

zAMETIM, ^TO ESLI l /∈ G^′_i, T. E. i /∈ Gl, TO FUNKCIQ gl SU]ESTWENNO NE ZAWISIT NI OT ODNOJ PEREMENNOJ IZ x̃^i. tOGDA MNOVESTWO D(gl, x̃^i) SOSTOIT TOLXKO IZ KONSTANT. sLEDOWATELXNO, I(gl, x̃^i) 6 1, A ZNA^IT, ∑ l∈H_i\G0_i I(g_l, x̃^i) 6 |H_i|. (17)

zAMETIM TAKVE (^TO MY UVE DELALI PRI DOKAZATELXSTWE LEMMY 2), ^TO DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c^{′′}_B WYPOLNENO

|H^′_j| 6 c^{′′}_BL(X_j). (18) o shemah s dwumq qrusami 15

nAKONEC, OB˙EDINIW WYKLADKI (15)–(18), POLU^IM k∑ i=1 I(f̃^i, x̃^i) 6 ∑ i,l: l∈H_i I(g_l, x̃^i) = ∑ i,l: l∈H_i ∩G0_i I(g_l, x̃^i) + ∑ i,l: l∈H_i \G0_i I(g_l, x̃^i) 6 6^∑_{i,l: l∈G0i} I(gl, x̃^i) +^{k∑}_{i=1} |Hi| 6^∑_{l,i: i∈Gl} I(gl, x̃^i) +^{m∑}_{j=1} |H^′_j| 6 6^1_{cB}^{p∑}_{l=1} L(Γl) + c^{′′}_B^{m∑}_{j=1} L(Xj) 6^1_{c′B} L(S)

DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c^′_B. tEOREMA 3 DOKAZANA.

oPREDELIM OPERATOR MMAn MNOGOKRATNOGO DOSTUPA K PAMQTI. pUSTX r — NATURALXNOE ^ISLO, n = 2^r, m = [n/r]. oBOZNA^IM ^EREZ N(α̃) NOMER NABORA α. eSLI α̃ = (α1, . . . , αr), TO N(α̃) =^{∑r}_{i=1} αi2^{n−i}. pUSTX NABORY

(x_1, . . . , x_n), ỹ^1, . . . , ỹ^m SOSTOQT IZ POPARNO RAZLI^NYH PEREMENNYH I W KAV-

DOM IZ NABOROW ỹ^i (1 6 i 6 m) SODERVITSQ r PEREMENNYH. pOLOVIM

MMA_n : (x_1, . . . , x_n, ỹ^1, . . . , ỹ^m) → (x_{N(ỹ}1_), . . . , x_{N(ỹ}m_)).

pUSTX fi — i-Q KOMPONENTA OPERATORA MMAn. sREDI PODFUNKCIJ FUNKCII

f_i, ZAWISQ]IH TOLXKO OT PEREMENNYH ỹ^i, WSTRE^A@TSQ WSEWOZMOVNYE FUNKCII OT

PEREMENNYH ỹ^i. dEJSTWITELXNO, ZNA^ENIE PODFUNKCII NA PROIZWOLXNOM NABORE α̃ RAWNO KONSTANTE, PODSTAWLENNOJ WMESTO PEREMENNOJ x_{N(α̃)}. tAKIM OBRAZOM,

|D(f_i, ỹ^i)| = 2^{2r} = 2^n, A ZNA^IT, I(f_i, ỹ^i) = n. pRIMENIW TEOREMU 3, POLU^IM

L^{C2}_B (MMA_n) ¿ c^′_B m∑ i=1 I(f_i, ỹ^i) = c^′_Bmn = Ω ( n2 log_2 n ) . rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE fONDA pREZIDENTA rf POD- DERVKI NAU^NYH [KOL (PROEKT n––1807.2003.01) I PRI ^ASTI^NOJ FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 05–01–00994).

lITERATURA 1. lUPANOW o. b. aSIMPTOTI^ESKIE OCENKI SLOVNOSTI UPRAWLQ@]IH SIS- TEM. — m.: iZ-WO mgu, 1984. — 138 S.

2. nE^IPORUK —. i. oB ODNOJ BULEWSKOJ FUNKCII // dan sssr. — 1966. —

T. 169, N 4. — s. 765–766.

16 d. ‘. ~eruhin

3. nIGMATULLIN r. g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. — m.: nAUKA, 1991. — 240 S._{4.}

sUBBOTOWSKAQ b. a. o SRAWNENII BAZISOW PRI REALIZACII FUNKCIJ ALGEB- RY LOGIKI FORMULAMI // dan sssr. — 1963. — t. 149, N 4. — C. 784–787.

5. ~ERUHIN d. ‘. nIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI W KLASSE SHEM GLUBINY 2 BEZ OGRANI^ENIJ NA BAZIS // wESTNIK mOSKOWSKOGO UNIWERSITETA. sERIQ 1. mATEMATIKA. mEHANIKA. — 2005. — N 4. — s. 54–56.

6. Pudlak P., Savicky P. On shifting networks // Theoretical Comput. Sci. — 1993. — V. 116. — P. 415–419.

7. Radhakrishnan J. Ta-Shma A. Bounds for dispersers, extractors, and depthtwo superconcentrators // SIAM J. of Discrete Mathematics. — 2000. — V. 13, No 1. — P. 2–24.

8. Valiant L. G. Graph-theoretic arguments in low-level complexity // Lecture Notes in Computer Science, V. 53. — 1977. — P. 162–176.

MEH.-MAT. FAKULXTET mgu, wOROBXËWY GORY, mOSKWA, 119992, rOSSIQ

E-mail address: cherukhin@rambler.ru