o slovnosti proizwedenij bulewyh funkcij w klasse formul

d. ‘. ~ERUHIN^∗

rABOTA POSWQ]ENA IZU^ENI@ SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ SPECIALXNOGO WIDA PRI REA- LIZACII IH FORMULAMI W PROIZWOLXNOM POLNOM KONE^NOM BAZISE. rASSMATRIWAEMYE FUNK- CII OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ^TO ONI BESPOWTORNO WYRAZIMY (A SLEDOWATELXNO, IME@T LINEJNU@ SLOVNOSTX) W NEKOTOROM FIKSIROWANNOM KONE^NOM BAZISE. zADA^A STAWITSQ TAK: DLQ DANNOJ POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ f1, f2, . . ., BESPOWTORNO WYRAZIMYH W BAZISE b^′, I DANNOGO BAZISA b, b 6= b^′, WYQSNITX, IMEET LI ONA LINEJNU@ SLOVNOSTX PRI REALIZACII FORMULAMI W BAZISE b, ILI NELINEJNU@.

—TA ZADA^A WOZNIKLA POSLE TOGO, KAK AWTOR RE[IL PROBLEMU SRAWNENIQ POLNYH KONE^- NYH BULEWYH BAZISOW [2], POKAZAW, ^TO BAZIS b PRED[ESTWUET BAZISU b^′ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WSE FUNKCII IZ b^′ BESPOWTORNO WYRAZIMY W b. nAPOMNIM, ^TO BAZIS b NE

PRED[ESTWUET [1] BAZISU b^′ W TOM I TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI SU]ESTWUET BESKONE^NAQ PO-

SLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ, IME@]AQ W BAZISE b SLOVNOSTX, PO PORQDKU BOLX[U@, NEVELI W b^′. tAKIM OBRAZOM DOKAZATELXSTWO W [2] SWELOSX K POLU^ENI@ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI, BOLEE TOGO, OKAZALOSX, ^TO DOSTATO^NO OGRANI^ITXSQ DOKAZATELXSTWOM NELINEJNOSTI SLOV- NOSTI, A IMENNO, RASSMATRIWATX TOLXKO POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ, BESPOWTORNO WYRA- ZIMYH W BAZISE b^′. wPERWYE TAKIE POSLEDOWATELXNOSTI, BOLEE TO^NO, POSLEDOWATELXNOSTI STEPENEJ ZADANNOJ FUNKCII, ISPOLXZOWALA b. a. sUBBOTOWSKAQ [1] PRI RE[ENII ZADA^I SRAW- NENIQ BAZISOW W ^ASTNOM SLU^AE.

w NASTOQ]EJ RABOTE RASSMOTRENY POSLEDOWATELXNOSTI STEPENEJ FUNKCII I IH OBOB]E- NIQ — POSLEDOWATELXNOSTI PROIZWEDENIJ FUNKCIJ. dLQ NIH POLU^EN KRITERIJ LINEJNOSTI SLOVNOSTI PRI REALIZACII FORMULAMI W ZADANNOM BAZISE b.

pUSTX f(x1, . . . , xn) I g(x1, . . . , xm) — BULEWY FUNKCII. iH BESPOWTORNYM PROIZWEDENI- EM NAZYWAETSQ FUNKCIQ (f � g)(x1, . . . , xnm) = f(g(x1, . . . , xm), . . . , g(x(n−1)m+1, . . . , xnm)). fUNKCIQ_{f (m) = f}

 � . . . � f

| {z }

m NAZYWAETSQ m-J STEPENX@ FUNKCII f. fUNKCIQ f(x1, . . . , xn) NAZYWAETSQ LINEJNOJ, ESLI ONA PREDSTAWIMA W WIDE a1x1 �. . .�anxn �a0, GDE a0, a1, . . . , an — KONSTANTY. fUNKCIQ f NA- ZYWAETSQ OBOB]ENNO-MONOTONNOJ, ESLI ONA PO KAVDOJ SWOEJ PEREMENNOJ LIBO WOZRASTAET, LIBO UBYWAET.

bAZISOM BUDEM NAZYWATX PROIZWOLXNU@ POLNU@ KONE^NU@ SISTEMU BULEWYH FUNKCIJ.

bAZIS, SOSTOQ]IJ TOLXKO IZ OBOB]ENNO-MONOTONNYH FUNKCIJ, NAZYWAETSQ OBOB]ENNO-

MONOTONNYM. bULEWA FUNKCIQ f NAZYWAETSQ BESPOWTORNO WYRAZIMOJ W BAZISE b, ESLI

ONA PREDSTAWIMA FORMULOJ W BAZISE b, SODERVA]EJ ROWNO ODNO WHOVDENIE KAVDOJ SU]EST- WENNOJ PEREMENNOJ FUNKCII f. bAZIS NAZYWAETSQ LINEJNYM, ESLI W N¡M BESPOWTORNO WYRA- ZIMA FUNKCIQ x � y. sLOVNOSTX@ FORMULY NAZYWAETSQ ^ISLO WHOVDENIJ W NE¡ SIMWOLOW PEREMENNYH. bUDEM GOWORITX, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ f1, f2, . . . IMEET LINEJNU@

SLOVNOSTX W BAZISE b, ESLI SU]ESTWUET TAKAQ KONSTANTA C, ^TO DLQ L@BOGO n SLOVNOSTX

FUNKCII fn W KLASSE FORMUL W BAZISE b NE BOLEE ^EM W C RAZ PREWOSHODIT ^ISLO SU]EST- WENNYH PEREMENNYH FUNKCII fn.

pUSTX f1, . . . , fn — BULEWY FUNKCII. pROIZWEDENIE fi�. . .�fj , 1 ˇ i ˇ j ˇ n, NAZYWAETSQ

LINEJNYM BLOKOM W PROIZWEDENII f_1 � . . . � f_n, ESLI:

1) KAVDAQ IZ FUNKCIJ fi, . . . , fj LINEJNA;

2) HOTQ BY ODNA IZ FUNKCIJ fi, . . . , fj SU]ESTWENNO ZAWISIT NE MENEE ^EM OT DWUH PERE- MENNYH;_{3)}

ESLI i > 1, TO FUNKCIQ fi−1 NELINEJNA; ESLI j < n, TO FUNKCIQ fj+1 NELINEJNA. pUSTX b — BAZIS. wWED¡M OBOZNA^ENIE Nb (f1 � . . . � fn) SLEDU@]IM OBRAZOM: i) ESLI b — LINEJNYJ ILI OBOB]ENNO-MONOTONNYJ BAZIS, TO ^EREZ Nb(f1 � . . . � fn) OBOZNA^IM KOLI^ESTWO TAKIH NOMEROW i, 1 ˇ i ˇ n, DLQ KOTORYH FUNKCIQ fi NE WYRAZIMA BESPOWTORNO W b;

ii) ESLI BAZIS b NELINEEN I NE OBOB]ENNO-MONOTONEN, TO ^EREZ Nb(f1�. . .�fn) OBOZNA^IM SUMMU KOLI^ESTWA TAKIH NOMEROW i, 1 ˇ i ˇ n, DLQ KOTORYH FUNKCIQ fi NELINEJNA I NE WYRAZIMA BESPOWTORNO W b, I ^ISLA LINEJNYH BLOKOW W PROIZWEDENII f1 � . . . � fn.

aWTOROM DOKAZANY SLEDU@]IE TEOREMY 1 I 2.

tEOREMA 1 [3] pUSTX f — PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ, b — PROIZWOLXNYJ BAZIS. tOG-

DA POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ f^{(1)}, f^{(2)}, . . . IMEET W BAZISE b LINEJNU@ SLOVNOSTX W SLEDU@]IH SLU^AQH I TOLXKO W NIH:

a) FUNKCIQ f SU]ESTWENNO ZAWISIT NE BOLEE ^EM OT ODNOJ PEREMENNOJ;

B) FUNKCIQ f LINEJNA, SU]ESTWENNO ZAWISIT NE MENEE ^EM OT DWUH PEREMENNYH I b —

NE OBOB]ENNO-MONOTONNYJ BAZIS;

W) FUNKCIQ f NELINEJNA I BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b .

tEOREMA 2 [4] pUSTX b — BAZIS, f1, f2, . . . — POSLEDOWATELXNOSTX BULEWYH FUNKCIJ I

DLQ KAVDOGO n FUNKCIQ f_n PREDSTAWLENA W WIDE f^1_n � . . . � f^{k(n)}_n . pUSTX ^ISLO SU]EST- WENNYH PEREMENNYH KAVDOJ IZ FUNKCIJ f^i_n BOLX[E NULQ I OGRANI^ENO SWERHU NEKOTOROJ KONSTANTOJ, NE ZAWISQ]EJ NI OT n, NI OT i. tOGDA W BAZISE b POSLEDOWATELXNOSTX f_1, f_2, . . . IMEET LINEJNU@ SLOVNOSTX W TOM I TOLXKO W TOM SLU^AE, KOGDA WELI^INA

Nb(f^1_n � . . . � f^{k(n)}_n ) OGRANI^ENA SWERHU NEKOTOROJ KONSTANTOJ, NE ZAWISQ]EJ OT n.

dOKAZATELXSTWA TEOREM 1 I 2 SODERVATSQ, SOOTWETSTWENNO, W [3] I [4]. rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ (PROEKT N 99–01–01175), fEDERALXNOJ CELEWOJ PROGRAMMY ”iNTEGRACIQ” (OB˙EDIN¡NNYJ PROEKT AO–110), pROGRAMMY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT N 992206) I pROGRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rffi (PROEKT N 00–15–96103).

aWTOR BLAGODARIT ^L.-KORR. ran o. b. lUPANOWA ZA WNIMANIE K RABOTE.

literatura

[1] sUBBOTOWSKAQ b. a. o SRAWNENII BAZISOW PRI REALIZACII FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI FORMULAMI // dOKL. an sssr. 1963. t. 149, N 4. s. 784–787.

[2] ~ERUHIN d. ‘. aLGORITMI^ESKIJ KRITERIJ SRAWNENIQ BULEWYH BAZISOW // mATEMA- TI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI. wYP. 8. m.: nAUKA, 1999. s. 77–122.

[3] ~ERUHIN d. ‘. o SLOVNOSTI REALIZACII FORMULAMI STEPENEJ BULEWYH FUNKCIJ // dISKRET. ANALIZ I ISSLED. OPERACIJ. sER. 1. 2001. t. 8, N 4. s. 103–111.

[4] ~ERUHIN d. ‘. o SLOVNOSTI REALIZACII FORMULAMI PROIZWEDENIJ BULEWYH FUNK- CIJ // dISKRET ANALIZ I ISSLED. OPERACIJ. sER. 1. 2002. t. 9, N 1. s. 84–94.

∗ mOSKOWSKIJ GOSUDARSTWENNYJ UNIWERSITET IM. m. w. lOMONOSOWA