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О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ ФОРМУЛАМИ 
СТЕПЕНЕЙ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ*) 

Д. Ю. Черухин 

Рассматриваются операция бесповторного произведения булевых 
функций и порожденная ею операция возведения булевой функции в сте
пень. Степени булевой функции были рассмотрены Б. А. Субботовской 
(впервые в 1963 г.) и автором при решении задачи сравнения булевых 
базисов. В настоящей статье дан критерий, позволяющий установить, 
реализуется ли последовательность степеней функции / формулами 
в базисе Б с линейной или нелинейной сложностью. 

1. Постановка задачи и формулировка р е з у л ь т а т а 

Степень булевой функции была введена Б . А. Субботовской [4] 
и впоследствии рассмотрена ею же [1] и автором [5-7] для решения за
дачи сравнения булевых базисов. В данной статье степень функции вы
ступает как самостоятельный предмет исследования. В работах [1, 5-7] 
для достаточно широкого множества функций / и базисов Б были по
лучены нелинейные нижние оценки сложности последовательности сте
пеней функции / при реализации формулами в базисе Б . В настоящей 
статье получен критерий, позволяющий для произвольной функции / 
и полного конечного базиса Б указать, реализуется ли последователь
ность степеней функции / с линейной или нелинейной сложностью фор
мулами в базисе Б. Данная работа во многом опирается на статью [7]. 

Дадим необходимые определения. Понятия и обозначения, исполь
зуемые без определений, можно найти в [7]. Конечная система булевых 
функций называется базисом, если каждая булева функция может быть 
выражена в виде формулы через функции данной системы. Сложностью 
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фундаментальных исследований (проект 99-01-01175), Федеральной целе
вой программы «Интеграция» (объединенный проект АО-110), программы 
«Университеты России» (проект 992206) и Программы поддержки веду
щих научных школ РФФИ (проект 00-15-96103). 
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формулы считаем число вхождений в нее символов переменных. Слож
ность формулы F обозначим через L(F), сложность функции / в базисе 
Б — через LB(f), число существенных переменных функции / — через 
nes(/), отношение i B ( / ) / n e s ( / ) при nes(/) ^ 0 — через М Б ( / ) . Будем 
говорить, что в базисе Б последовательность функций / i , / 2 , . . . имеет 
линейную сложность, если М Б ( / т ) = 0(1) при т -» ос. В противном 
случае будем говорить, что в Б эта последовательность функций имеет 
нелинейную сложность. Будем говорить, что в базисе Б последователь
ность функций имеет строго нелинейную сложность, если сложность 
в Б любой ее подпоследовательности нелинейна. 

Пусть f(xx,... , хп) и д(хг,... , хк) — булевы функции. Определим 
бесповторное произведение функций / и g следующим образом: 

( / ® 5 ) ( & ь - - - ,хПк) = f(g(xu... ,хк),... ,g(x(n-i)h+u... ,хпк)). 

Функция 
/ ( т ) = / ® / ® . . . ® / 

4 V ' 
т 

называется т-й степенью функции / . Функции / ( т ) впервые рассмот
рела Б. А. Субботовская [4]. 

Булева функция / называется линейной, если она представима в виде 
f(xi,... ,хп) = a1xi®a2x2®.. .®anzn©a0 , где а 0 , а ь . . . ,ап —некоторые 
булевы константы; в противном случае функция / называется нелиней
ной. Скажем, что функция / бесповторно выразима [4] в базисе Б (через 
множество функций М), если существует такая формула F в базисе Б 
(над множеством М), реализующая функцию / , что каждая существен
ная переменная функции / входит в F ровно один раз. Такая формула F 
называется бесповторной. Функция / называется монотонной, если она 
возрастает (нестрого) по каждой переменной; антимонотонной, если / 
убывает по каждой переменной; и обобщенно-монотонной, если по неко
торым переменным (возможно, ни по одной) / возрастает, а по осталь
ным (возможно, ни по одной) — убывает. 

Основным результатом данной работы является следующая 

Теорема. Пусть / — произвольная булева функция, Б — произ
вольный базис. Тогда в базисе Б последовательность функций f^\ 
f(2\ ... имеет линейную сложность только в следующих случаях: 

а) функция f существенно зависит не более чем от одной переменной] 
б) функция f линейна, существенно зависит не менее чем от двух пе

ременных, и в базисе Б существует функция, не являющаяся обобщенно-
монотонной; 

в) функция / нелинейна и бесповторно выразима в базисе Б. 
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В любом другом случае последовательность f^\ f(2\ . . . в базисе Б имеет 
строго нелинейную сложность. 

2. Вспомогательные утверждения 

Для доказательства теоремы введем вспомогательные понятия и до
кажем ряд утверждений. Функция g называется подфункцией функции 
/ , если g может быть получена из / подстановкой некоторых констант 
вместо некоторого (возможно, пустого) множества переменных. Функ
ция вида Х{х • xi2 • . . . • X(k, %i < %2 < . . . < iky k ^ 2, называется конъ
юнкцией] функция вида xil V xi2 V . . . V xik, ix < i2 < . . . < г*, k ^ 2, 
называется дизъюнкцией. 

Лемма 1. Пусть f — такая нелинейная булева функция, что f и / 
отличны от дизъюнкций и конъюнкций. Тогда при некотором числе 
m(f), m(f) ^ 3? среди подфункций функции f(m(f^ имеются конъюнкция 
двух переменных и дизъюнкция двух переменных. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим три случая: 1) функция / моно
тонна; 2) функция / антимонотонна; 3) функция / не является ни моно
тонной, ни антимонотонной. 

Случай 1. Пусть / является монотонной функцией от п перемен
ных. Набор a £ {0,1}п назовем нижним единичным набором функции / , 
если f(a) = 1, и / ( г ) = 0 для любого набора т, строго меньшего а (при 
покоординатном сравнении). Пусть а 1 , . . . , ak — все различные нижние 
единичные наборы функции / , о1 — (а[,... , о^), 1 ^ i ^ к. Значение 
функции / на произвольном наборе равно единице тогда и только тог
да, когда этот набор не меньше хотя бы одного из нижних единичных 
наборов. Поэтому 

/(*i,...,*n) = y ( Л хп с1) 

(здесь Л — конъюнкция). 
Так как функция / тождественно не равна единице, то в каждом из 

нижних единичных наборов есть хотя бы одна единица. Если в каж
дом из этих наборов имеется ровно одна единица, то согласно (1) функ
ция / является дизъюнкцией, что противоречит условию леммы. Таким 
образом, имеется нижний единичный набор, в котором содержится не 
меньше двух единиц. Без ограничения общности можно считать, что 
0*1 = °\ — 1- Рассмотрим функцию #, полученную из / при подста
новке констант <Тз, • • • ? an вместо переменных ж3? • • • -> хп соответственно. 
Имеем #(1,1) = /(сг1) = 1. Вместе с тем для любого набора {TI,T2), 
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отличного от (1,1), набор (г 1 ? г 2 ,0з , . . . ->ап) строго меньше набора а1. 
Поэтому д(тит2) = / ( г ь г 2 , ^ , . . . ,а1

п) = 0. Итак, # ( z b z 2 ) = ^1^2 — 
конъюнкция двух переменных. 

Рассуждая двойственным образом, найдем подфункцию функции / , 
являющуюся дизъюнкцией двух переменных. 

В качестве числа га(/) возьмем 1. В случае 1 лемма доказана. 
Случай 2. Функция / монотонна и по условию леммы не является 

ни конъюнкцией, ни дизъюнкцией. В силу уже рассмотренного случая 1 
среди подфункций функции / есть конъюнкция двух переменных и дизъ
юнкция двух переменных. Далее, функция / существенно зависит хотя 
бы от одной переменной и убывает по ней. Поэтому среди подфунк
ций функции / есть отрицание. Тогда функция / является подфункцией 
функции f(2\ Значит, конъюнкция двух переменных и дизъюнкция двух 
переменных суть подфункции функции f^2\ Положив га(/) = 2, завер
шим рассмотрение случая 2. 

Случай 3. Так как функция / нелинейна, то у нее существует нели
нейная подфункция от двух переменных. Пусть д — такая подфункция. 
Любая нелинейная функция двух переменных, в том числе конъюнкция 
и дизъюнкция, представима в виде д(хг ф г ь х2 Ф г2) ф г0 при некоторых 
константах г0,7^, г2. Функция / возрастает хотя бы по одной существен
ной переменной и убывает хотя бы по одной существенной переменной. 
Поэтому отрицание и тождественная функция являются ее подфункци
ями. Тогда функция ^(ж1®г1,ж2фг2)0Го является подфункцией функции 
g(f(xl), f(x2))®rQ (здесь х1 ж х2 — наборы переменных, х1 содержит хг, 
х2 содержит ж2, все переменные в наборе (ж1, ж2) попарно различны), 
которая есть подфункция функции f^ © г0. Последняя функция явля
ется подфункцией функции /(3). Итак, конъюнкция двух переменных 
и дизъюнкция двух переменных являются подфункциями функции f(3\ 
Положим m(f) = 3. Случай 3 рассмотрен. Лемма 1 доказана. 

В работе [7] (см. также [5, предложение 1]) сформулирована (в иных 
терминах) и доказана 

Лемма 2 [7, лемма 1, с. 83-84]. Пусть / — булева функция, сущест
венно зависящая от всех своих п переменных, n ^ 2; га — натуральное 
число; Y — подмножество множества переменных функции f(m>} и 

| Y | > ( n - l ) m . (2) 

Тогда существует такая подфункция g функции f^m\ что все перемен
ные подфункции g принадлежат множеству Y, и f может быть получена 
из g удалением несущественных переменных, переименованием перемен
ных, навешиванием отрицаний на некоторые переменные и (возможно) 
навешиванием отрицания на функцию. 
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Лемма 3. Пусть Б — произвольный базис, f — булева, функция, 
h — ее подфункция, и пусть в базисе Б последовательность f^\ f^2\ . . . 
имеет линейную сложность. Тот да в Б последовательность h^\h^2\ . . . 
имеет линейную сложность. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Базис Б эквивалентен базису Б U {1,0, х} [4-7]. 
Если последовательность функций имеет линейную сложность в некото
ром базисе, то она имеет линейную сложность в любом эквивалентном 
ему базисе. Поэтому достаточно доказать лемму в случае, когда базис 
Б содержит отрицание и константы. Далее, можно считать, что функ
ция / существенно зависит от всех своих переменных. Действительно, 
можно рассмотреть подфункцию </?, полученную из / удалением несу
щественных переменных. Тогда сложности функций f^ и (р^ равны, 
также равны количества их существенных переменных. Наконец, можно 
считать, что число переменных функции / не меньше двух. В против
ном случае число переменных функции h меньше двух. В этом случае 
последовательность h^\h^2\ . . . имеет линейную сложность. 

Итак, М Б ( / ( т ) ) = 0(1) при га —> сю. Поэтому существует такая 
константа С, что для любого га справедливо неравенство MB(/^m^) ^ С. 
Рассмотрим произвольное натуральное число га0. Покажем, что 
М в ( ^ т ° ' ) ^ 2С. Тем самым лемма будет доказана. Обозначим через 
п число существенных переменных функции /(ш°) и положим mi = т0п. 
Пусть F — формула в базисе Б, реализующая функцию /(m i) со слож
ностью, не превосходящей С -nes(/(mi)). Обозначим через Y множество 
существенных переменных функции f(mi\ каждая из которых входит 
в формулу F не более 2С раз. Тогда 

\Y\ 2 ^nes( /(->) . (3) 

Используя неравенство 1п(1 + ж)^ж, ж > — 1, имеем 

п) 
Следовательно, 

(n - l ) B = n » ( l - i ) B < i n " . (4) 
Представим функцию / ( m i ) в виде (/(m°))(n). Тогда из (3) и (4) следует, 
что 

| Y | ^ n e s ( / ( m ° ) ) " Л п " > ( п - 1 ) " . (5) 

К функции f(m°\ степени ш = п и множеству Y применим лемму 2. 
Из (5) следует требуемое неравенство (2). Согласно лемме 2 существует 
такая подфункция g функции f(mi\ содержащая только переменные из 

1 п ( 1 - - ) = n l n f l - -) ^ -п- < -1п2 = 1п- . 
nJ n 2 
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множества У, что из нее можно получить функцию /( т°) с помощью 
операций удаления несущественных переменных, переименования пере
менных, навешивания отрицаний на переменные и функцию. Наконец, 
функция Л(т°) является подфункцией функции f(m°\ 

Подставим в формулу F те же константы вместо переменных, кото
рые подставлялись в функцию /(m i) для получения подфункции д. Полу
ченную формулу обозначим через G. Каждая существенная переменная 
функции #, входящая в С, принадлежит множеству У, а значит, вхо
дит в G не более 2 С раз. Затем с формулой G произведем необходимые 
преобразования: подстановку констант вместо переменных, переимено
вание переменных, навешивание на них отрицаний, навешивание отри
цания на всю формулу так, чтобы получить формулу Я , реализующую 
функцию /г/т°) и содержащую только существенные переменные (вместо 
несущественных переменных можно подставить одинаковые константы). 

Так как базис Б содержит отрицание и константы, то Н — формула 
в базисе Б. Каждая переменная входит в Я не большее число раз, чем 
она входила в формулу G, т. е. не больше 2С раз. Поэтому L(H) ^ 
2С • nes(/i(mo)). Следовательно, MB(/i(m°)) ^ 2C. Лемма 3 доказана. 

Пусть о — любая из операций &,V,®. Тогда через ор обозначим 
функцию Xi о х2 о . . . о хр. Базис называется линейным, если в нем бес
повторно выразима функция ©2. В противном случае базис называется 
нелинейным. 

3. Доказательство теоремы 

Необходимо и достаточно доказать следующие утверждения: (i) при 
выполнении любого из условий а)-в) последовательность степеней функ
ции / имеет линейную сложность в базисе Б; (и) при одновременном 
невыполнении условий а)-в) последовательность степеней функции / 
имеет строго нелинейную сложность в базисе Б. Доказательство пункта 
(i) достаточно очевидно (для условия б) оно содержится, например, 
в [3, 8]; для условия в) формулу, реализующую степень функции / , 
можно построить из бесповторной формулы в базисе Б, реализующей / ) . 
Доказательство пункта (ii) разбивается на два случая: (И.а) функция / 
линейна, существенно зависит не менее чем от двух переменных и все 
функции из базиса Б обобщенно-монотонны; (ii.6) функция / нелинейна 
и невыразима бесповторно в базисе Б. 

Случай (ii.a). Последовательность f^\ f(2\ . . . есть некоторая под
последовательность последовательности линейных функций 0i,©2?---
Строгая нелинейность сложности для последовательности линейных 
функций в соответствующих базисах была доказана Н. А. Перязе-
вым [3] (для некоторых из этих базисов ее доказала Б. А. Мучник [2]; 
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результат из [3] доказан также в [8]). Так как сложность последователь
ности 01 ,02 , . . - строго нелинейна, то сложность ее подпоследователь
ности f(x\ f(2\ . . . строго нелинейна. 

Случай (ii.6). Конъюнкции, дизъюнкции и их отрицания беспов
торно выразимы в любом базисе [4], а / невыразима бесповторно в базисе 
Б. Поэтому ни / , ни / не равна ни конъюнкции, ни дизъюнкции. Кроме 
того, / нелинейна. Согласно лемме 1 существует такое число т ( / ) ? что 
в качестве подфункций функция /(т(Я) содержит конъюнкцию и дизъ
юнкцию двух переменных. Подфункцией конъюнкции является тождест
венная функция. Таким образом, конъюнкция, дизъюнкция и тождест
венная функция являются подфункциями функции /(Ш(Я), которую мы 
обозначим через д. 

Рассмотрим теорему 12 из [7, с. 116-118]. В качестве В1 возьмем 
базис Б, а в качестве Б2 — либо множество {#,0,1,ж}, если функция д 
монотонна, либо множество {#,0,1} в противном случае. Заметим, что 
множество Б2 является базисом (функция д нелинейна, как степень не
линейной функции / , 0 не сохраняет единицы и несамодвойственна, 1 не 
сохраняет нуля, д или х немонотонна). Не все функции из базиса Б2 бес
повторно выразимы в Бх. Например, функция #, как степень функции 
/ , невыразима бесповторно в Бг. Положим е = 1. Согласно теореме 12 
существует такая функция /х , что в базисе Б], последовательность ее сте
пеней имеет нелинейную сложность. Рассмотрим доказательство теоре
мы 12 и покажем, что выбранная в нем функция fx бесповторно выразима 
через функции # ,0 ,1 . Как и в доказательстве теоремы 12, рассмотрим 
два случая: 1) базис Б2 линеен, базис Бх нелинеен; 2) либо базис Б2 
нелинеен, либо базис Бх линеен. 

В случае 1 выбирается число t\ и в качестве } \ берется функция 
&2 ® ©ti- Заметим, что если функция д монотонна, то все функции из 
базиса Б2 обобщенно-монотонны, а значит, все их бесповторные суперпо
зиции обобщенно-монотонны. В то же время функция ©2 не обобщенно-
монотонна. Поэтому она невыразима бесповторно в базисе Б2 , т. е. базис 
Б2 нелинеен, что не соответствует рассматриваемому случаю. Таким 
образом, функция д немонотонна, поэтому Б2 = {#,0,1}. Функции &2 
и 0 2 бесповторно выразимы в базисе Б2 . Следовательно, функция /г 
бесповторно выразима в Б2 , т. е. через множество функций #, 0,1. 

В случае 2 в качестве в берется функция из Б2 , невыразимая бес
повторно в базисе Бх . Такая функция единственна: д. Поэтому в — д. 
Далее берется подфункция ф функции 0, полученная отбрасыванием не
существенных переменных, выбирается число ti и в качестве /х берется 
функция V^ ® $ztl ® ф. Функции &2, У2 и ф являются подфункциями 
функции #, а значит, бесповторно выразимы через #, 0,1. Следовательно, 
функция Д бесповторно выразима через р ,0 ,1 . 
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Итак, случаи 1 и 2 рассмотрены. Функция / i бесповторно выра
зима через # ,0 ,1 . Покажем, что /х есть подфункция некоторой степени 
функции д. Действительно, рассмотрим формулу JP, бесповторно выра
жающую /х через # ,0 ,1 . Все несущественные переменные в F заменим 
одинаковыми константами, затем все константы заменим попарно раз
личными переменными, ранее не присутствовавшими в формуле. Далее, 
пользуясь тем, что тождественная функция есть подфункция функции #, 
будем заменять переменные, лежащие не на максимальной глубине в по
строенной формуле, на элементарные формулы д(у1,... ,ук) (содержа
щие попарно различные переменные у 1 ? . . . , ^ , ранее в формулу не вхо
дившие) до тех пор, пока все переменные не окажутся на одной глубине. 
Полученная формула реализует некоторую степень функции #, а при не
которой подстановке констант из нее получается формула, реализующая 
функцию fx. Таким образом, функция jx является подфункцией некото
рой степени функции д. Поскольку функция д есть некоторая степень 
функции / , / i есть также подфункция функции /( т°) для некоторого тп0-

Как следует из теоремы 12 [7], последовательность степеней функции 
/ i имеет нелинейную сложность в базисе Б ь т. е. в базисе Б. Приме
нив отрицание леммы 3, получим, что в базисе Б последовательность 
степеней функции /( т°) имеет нелинейную сложность. Каждая степень 
функции /( т°) является также степенью функции / . Согласно утвержде
нию 4 [7, с. 116] величина M^{f^) возрастает по т . Так как сложность 
некоторой подпоследовательности последовательности f(l\ f(2\ . .. нели
нейна, то сложность всей этой последовательности строго нелинейна. 
Теорема доказана. 

Автор благодарит чл.-корр. РАН О. Б. Лупанова за внимание к ра
боте. 
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