d. ‘. ~ERUHIN (mOSKWA)

oB OBRATIMYH SHEMAH IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW

oBRATIMYE SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW BYLI RASSMOT- RENY AWTOROM PRI OBDUMYWANII ODNOJ NERE[¡NNOJ PROBLEMY TEORII SLOVNOSTI. rE^X ID¡T O PROBLEME OTYSKANIQ “FFEKTIWNYH NELINEJNYH NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ ILI OPERATOROW W KLAS- SE SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (sf—). pONQTIE “FFEKTIWNOJ NIVNEJ OCENKI NEFORMALXNO, SUTX EGO SOSTOIT W SLEDU@]EM: OCENI- WAEMAQ FUNKCIQ DOLVNA BYTX ZADANA DOSTATO^NO QWNO, WY^ISLENIE E¡ ZNA^ENIQ NA KAVDOM KONKRETNOM WHODNOM NABORE NE DOLVNO SWODITXSQ K PEREBORU MNOVESTWA FUNKCIJ, DLQ KOTOROGO DANNAQ NIVNQQ OCENKA WYWODITSQ MO]NOSTNYM SPOSOBOM.

mY BUDEM RASSMATRIWATX SHEMY IZ MNOGOPOL@SNYH FUNKCIONALX- NYH “LEMENTOW NAD PROIZWOLXNYM BAZISOM — POLNOJ KONE^NOJ SIS- TEMOJ BULEWYH OPERATOROW B = {F1, . . . , Fk}, Fi: {0, 1}^{ni} → {0, 1}^{mi} . sLOVNOSTX@ SHEMY S S^ITAEM ^ISLO WHODQ]IH W NE¡ “LEMENTOW, SLOV- NOSTX@ BULEWA OPERATORA F W BAZISE B NAZYWAEM MINIMALXNU@ IZ SLOVNOSTEJ SHEM W BAZISE B, REALIZU@]IH OPERATOR F . sLOVNOSTX OPERATORA F W BAZISE B OBOZNA^IM ^EREZ Lsf|_B (F ). iZWESTNO, ^TO SLOV- NOSTX L@BOGO OPERATORA W KLASSE SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW PO PORQDKU NE ZAWISIT OT BAZISA, PO“TOMU DOSTATO^NO OGRANI^ITXSQ RASSMOTRENIEM SLOVNOSTI W ODNOM BAZISE. w KA^ESTWE STANDARTNOGO BA- ZISA WYBEREM BAZIS IZ WSEH DWUMESTNYH BULEWYH FUNKCIJ; SLOVNOSTX OPERATORA F W STANDARTNOM BAZISE OBOZNA^IM ^EREZ Lsf|(F ).

w NASTOQ]EE WREMQ IZWESTNY NE BOLEE ^EM LINEJNYE “FFEKTIW- NYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI FUNKCIJ I OPERATOROW W KLASSE sf—. sLOVNOSTX FUNKCII OCENIWAETSQ OTNOSITELXNO ^ISLA E¡ WHODNYH PE- REMENNYH, SLOVNOSTX OPERATORA — OTNOSITELXNO SUMMY ^ISLA WHODOW I WYHODOW. zADA^A POLU^ENIQ NELINEJNOJ “FFEKTIWNOJ NIVNEJ OCENKI DLQ OPERATORA PRO]E ANALOGI^NOJ ZADA^I DLQ FUNKCII S ODNIM WYHO- DOM, NO DAVE ONA NE RE[ENA. pREDYDU]IMI ISSLEDOWATELQMI DANNOJ ZADA^I BYL NAME^EN WOZMOVNYJ PUTX E¡ RE[ENIQ, KOTORYJ MY DALEE OPI[EM W WIDE POSLEDOWATELXNOSTI [AGOW.

1. w KA^ESTWE OPERATORA, SLOVNOSTX KOTOROGO PREDPOLAGALOSX OCE- NITX SNIZU, BYL WZQT OPERATOR UMNOVENIQ DWOI^NYH ^ISEL MULn:

{0, 1}^{2n} → {0, 1}^{2n}. eGO WHODY RAZBITY NA DWE GRUPPY PO n WHODOW,

ZNA^ENIQ WHODOW QWLQ@TSQ DWOI^NYMI ZAPISQMI DWUH NATURALXNYH ^I- SEL — x I y, ZNA^ENIQ 2n WYHODOW OBRAZU@T DWOI^NU@ ZAPISX PROIZ- WEDENIQ ^ISEL x I y. iZWESTNA WERHNQQ OCENKA SLOVNOSTI OPERATORA UMNOVENIQ: Lsf|(MULn) = O(n log n log log n). oPERATOR UMNOVENIQ

— 1 —

ZADAN QWNO, PO“TOMU EGO NIVNQQ OCENKA BUDET “FFEKTIWNOJ, BOLEE TOGO, ON PREDSTAWLQET SAMOSTOQTELXNYJ INTERES WWIDU PRAKTI^ESKOJ ZNA^I- MOSTI UMNOVENIQ ^ISEL W “LEKTRONNYH SHEMAH. tO^NOE ZNA^ENIE SLOV- NOSTI “TOGO OPERATORA, PO-WIDIMOMU, LEVIT W PREDELAH OT n log n DO

n log n log log n PO PORQDKU.

2. wTORYM [AGOM BYLA IDEQ RASSMOTRETX OPERATOR SDWIGA. eSTX DWA WARIANTA OPERATORA SDWIGA (PRI FIKSIROWANNOM NAPRAWLENII SDWI- GA, NAPRIMER, WLEWO) — SDWIG S DOBAWLENIEM NULEJ I CIKLI^ESKIJ SDWIG. pERWYJ QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM UMNOVENIQ (UMNOVENIE NA STEPENI DWOJKI), PO“TOMU NIVNQQ OCENKA EGO SLOVNOSTI TAKVE BUDET NIVNEJ OCENKOJ DLQ UMNOVENIQ; WTOROJ WARIANT — RLCn — BUDET UDOBNEE DLQ NA[IH ISSLEDOWANIJ, PO“TOMU MY EGO MOZXM¡M ZA OSNOWU. oBA OPERATORA SDWIGA IME@T PO PORQDKU RAWNYE SLOVNOSTI. u OPERA- TORA RLCn IMEETSQ DWE GRUPPY WHODOW: PERWAQ SOSTOIT IZ n WHODOW, NAZYWAEMYH RABO^IMI; WTORAQ — IZ ⌈log n⌉ WHODOW, NAZYWAEMYH UPRAW- LQ@]IMI; KROME TOGO IME@TSQ n WYHODOW. nABOR ZNA^ENIJ NA WYHODAH POLU^AETSQ IZ NABORA ZNA^ENIJ RABO^IH WHODOW CIKLI^ESKIM SDWIGOM WLEWO NA y RAZRQDOW, GDE y — ^ISLO, DWOI^NU@ ZAPISX KOTOROGO OB- RAZU@T UPRAWLQ@]IE WHODY. sLOVNOSTX OPERATORA SDWIGA DOPUSKAET WERHN@@ OCENKU Lsf|(RLCn) = O(n log n), KOTORAQ, PO-WIDIMOMU, QW- LQETSQ TO^NOJ.

3. tRETXQ IDEQ SOSTOIT W SLEDU@]EM: PODSTAWIW WMESTO UPRAWLQ- @]IH PEREMENNYH FIKSIROWANNYJ NABOR KONSTANT, QWLQ@]IJSQ DWO- I^NOJ ZAPISX@ ^ISLA, MENX[EGO n, MY POLU^IM PERESTANOWO^NYJ OPE- RATOR S n WHODAMI I n WYHODAMI; NABOR ZNA^ENIJ EGO WYHODOW DUB- LIRUET NABOR ZNA^ENIJ WHODOW SO SDWIGOM NA NEKOTOROE ^ISLO RAZRQ- DOW; S TO^NOSTX@ DO PERESTANOWKI WYHODOW “TO — TOVDESTWENNYJ OPE- RATOR. iZ INFORMACIONNYH SOOBRAVENIJ KAVETSQ O^EWIDNYM, ^TO W SHEME, REALIZU@]EJ TOVDESTWENNYJ OPERATOR, DOLVNY SU]ESTWOWATX POPARNO NEPERESEKA@]IESQ PUTI, SOEDINQ@]IE KAVDYJ WHOD S SOOT- WETSTWU@]IM EMU WYHODOM. eSLI BY “TO BYLO DEJSTWITELXNO TAK, TO, RASSMOTREW TAKIE PUTI DLQ WSEWOZMOVNYH SDWIGOW, MY BY POLU^ILI NIVN@@ OCENKU n log n SLOVNOS- TI OPERATORA SDWIGA, A SLEDOWATELXNO, I UMNOVENIQ (SM., NAPRIMER, [1]). k SOVALENI@, “TO NE TAK; IME- ETSQ PRIMER SHEMY (RIS. 1), REALIZU@]EJ TOVDEST- WENNYJ (2, 2)-OPERATOR, W KOTOROJ L@BOJ PUTX (PUTI WS@DU PREDPOLAGA@TSQ ORIENTIROWANNYMI), SOEDI- NQ@]IJ WHOD x S WYHODOM x, PERESEKAETSQ S L@BYM PUT¡M, SOEDINQ@]IM WHOD y S WYHODOM y. dOBAWIW POSLE “LEMENTA E1 TOVDESTWENNYJ “LEMENT, MOVNO DOBITXSQ, ^TOBY L@BYE TAKIE PUTI R¡BERNO PERESE- KALISX.

X Y

⊕ E_1: ⊕ Y ⊕ X rIS. 1

— 2 —

4. pOSLE NEUDA^I NA TRETXEM [AGE PRI[LA IDEQ RASSMOTRETX NE ODINO^NYE PUTI, SOEDINQ@]IE FIKSIROWANNYJ WHOD S FIKSIROWANNYM WYHODOM, A MNOVESTWO NEPERESEKA@]IHSQ PUTEJ, SOEDINQ@]IH DANNOE MNOVESTWO WHODOW S SOOTWETSTWU@]IM MNOVESTWOM WYHODOW, NE TREBUQ PRI “TOM, ^TOBY KAVDYJ PUTX SOEDINQL WHOD S ODNOIM¡NNYM WYHODOM. iZ INFORMACIONNYH SOOBRAVENIJ MOVNO POKAZATX, ^TO W SHEME, REA- LIZU@]EJ TOVDESTWENNYJ OPERATOR, DLQ L@BOGO MNOVESTWA WHODOW I SOOTWETSTWU@]EGO MNOVESTWA WYHODOW NAJDUTSQ NEPERESEKA@]IESQ PU- TI, SOEDINQ@]IE DANNOE MNOVESTWO WHODOW S DANNYM MNOVESTWOM WY- HODOW W NEKOTOROM PORQDKE. wOZNIKLO PREDPOLOVENIE, ^TO NALI^IE TA- KIH MNOVESTW PUTEJ (S U^¡TOM WSEWOZMOVNYH SDWIGOW) POZWOLQET DATX NELINEJNU@ OCENKU ^ISLU R¡BER W SETI, SOSTAWLQ@]EJ OSNOWU SHEMY, A ZNA^IT I NELINEJNU@ OCENKU SLOVNOSTI OPERATORA SDWIGA. dANNAQ IDEQ TAKVE OKAZALASX O[IBO^NOJ. bYLI POSTROENY PRIMERY SETEJ S n WHODAMI I n WYHODAMI, W KOTORYH KAVDOE PODMNOVESTWO WHODOW MOVNO SOEDINITX MNOVESTWOM NEPERESEKA@]IHSQ PUTEJ S L@BYM RAWNOMO]- NYM EMU MNOVESTWOM WYHODOW, NO W TO VE WREMQ ^ISLO R¡BER W SETI LINEJNO OTNOSITELXNO n. wPERWYE PRIMER TAKOGO RODA BYL POSTROEN —. i. nE^IPORUKOM, NO NE OPUBLIKOWAN. wPOSLEDSTWII TAKIE OB˙EKTY ISSLEDOWALISX ZA RUBEVOM POD NAZWANIEM ”SUPERKONCENTRATORY”.

aWTORU PREDSTAWLQETSQ, ^TO NEOBHODIMO WERNUTXSQ K POISKU ODI- NO^NYH PUTEJ, NO DLQ IZBEVANIQ KONTRPRIMEROW, PODOBNYH IZOBRAV¡N- NOMU NA RIS. 1, OGRANI^ITX KLASS RASSMATRIWAEMYH SHEM. rAZUMEETSQ, OGRANI^ENIE SLEDUET WYBRATX TAK, ^TOBY SLOVNOSTX INTERESU@]IH NAS OPERATOROW NE WOZROSLA PO PORQDKU. w KA^ESTWE WOZMOVNOGO OGRA- NI^ENIQ PREDLAGAETSQ RASSMOTRETX KLASS OBRATIMYH SHEM. oBOZNA^IM ^EREZ B3 BAZIS, SOSTOQ]IJ IZ WSEH OBRATIMYH (3, 3)-OPERATOROW (BI- EKCIJ) I DWUH OTDELXNYH OPERATOROW — RAZDELITELQ I SOEDINITELQ. rAZDELITELX IMEET ODIN WHOD I DWA WYHODA, NA OBA WYHODA PODA¡TSQ ZNA^ENIE WHODA; SOEDINITELX IMEET DWA WHODA I ODIN WYHOD, NA KO- TORYJ PODA¡TSQ DIZ˙@NKCIQ ZNA^ENIJ WHODOW. sHEMA S W BAZISE B3 NAZYWAETSQ OBRATIMOJ, ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:

A) KAVDYJ WHOD SHEMY I KAVDYJ WYHOD KAVDOGO “LEMENTA LIBO QW- LQETSQ WYHODOM SHEMY, LIBO PODA¡TSQ NA WHOD ROWNO ODNOGO “LEMENTA (WETWLENIQ WYHODOW NE DOPUSKA@TSQ; DLQ WETWLENIQ NUVNO ISPOLXZO- WATX RAZDELITELX, SLOVNOSTX SHEMY PRI “TOM NE IZMENQETSQ PO PORQD- KU);

B) DLQ L@BOGO NABORA ZNA^ENIJ WHODNYH PEREMENNYH SHEMY I L@- BOGO SOEDINITELQ, ZNA^ENIQ, PODAWAEMYE NA DWA EGO WHODA, SOWPADA@T (BLAGODARQ “TOMU RAZLEDITELX I SOEDINITELX PEREHODQT DRUG W DRUGA PRI OBRA]ENII SHEMY).

zAMETIM, ^TO W OPREDELENII OBRATIMOJ SHEMY OBRATIMYE (3, 3)- OPERATORY NELXZQ ZAMENITX OBRATIMYMI (2, 2)-OPERATORAMI, POTOMU, ^TO L@BOJ OBRATIMYJ (2, 2)-OPERATOR LINEEN, SLEDOWATELXNO, SHEMA,

— 3 —

SOSTAWLENNAQ IZ NIH, MOVET REALIZOWATX TOLXKO LINEJNYJ OBRATIMYJ OPERATOR. w TO VE WREMQ, SPRAWEDLIWA

lEMMA 1. l@BOJ OBRATIMYJ OPERATOR F REALIZUETSQ OBRATI-

MOJ SHEMOJ.

sLOVNOSTX OPERATORA F W KLASSE OBRATIMYH SHEM OBOZNA^IM ^EREZ

Lob(F ). oSNOWNYM SWOJSTWOM OBRATIMYH SHEM QWLQETSQ WOZMOVNOSTX

OBRA]ENIQ SHEMY. oBRA]ENIE SHEMY SOSTOIT W SLEDU@]EM: NAPRAW- LENIE KAVDOGO REBRA ZAMENQETSQ NE PROTIWOPOLOVNOE; WHODY SHEMY STANOWQTSQ WYHODAMI, WYHODY — WHODAMI; TO VE PROISHODIT S WHODA- MI I WYHODAMI KAVDOGO “LEMENTA; KAVDYJ (3, 3)-OPERATOR ZAMENQETSQ NA OBRATNYJ; RAZDELITELX STANOWITSQ SOEDINITELEM, SOEDINITELX — RAZDELITELEM. pRI “TOM, ESLI ISHODNAQ SHEMA REALIZOWALA OBRATIMYJ OPERATOR F , TO OBRATNAQ K NEJ SHEMA REALIZUET OBRATNYJ OPERATOR F �1_. o^EWIDNO_, SLOVNOSTI SHEMY I OBRATNOJ K NEJ SOWPADA@T_. tAKIM OBRAZOM, SPRAWEDLIWA

lEMMA 2. dLQ L@BOGO OBRATIMOGO OPERATORA F WYPOLNENO

Lob(F ) = Lob(F �^1).

w KRIPTOGRAFII IZWESTNY PRIMERY ”ODNOSTORONNIH” OPERATOROW F , TAKIH, ^TO F WY^ISLIM PROSTO (S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@), NO ZADA^A WY^ISLENIQ OPERATORA F �^1 QWLQETSQ NP -POLNOJ, T. E. GIPO- TETI^ESKI IMEET NEPOLINOMIALXNU@ SLOVNOSTX. lEMMA 2 POKAZYWAET, ^TO W KLASSE OBRATIMYH SHEM TAKOGO “FFEKTA NE NABL@DAETSQ, A ZNA- ^IT SLOVNOSTX W KLASSE OBRATIMYH SHEM GIPOTETI^ESKI SU]ESTWENNO OTLI^AETSQ OT SLOVNOSTI W KLASSE sf—.

o^EWIDNO, ^TO WSQKAQ OBRATIMAQ SHEMA QWLQETSQ SHEMOJ W OBY^NOM PONIMANII NAD BAZISOM B3, PO“TOMU Lsf|(F ) = O(Lob(F )). sLEDU@- ]AQ LEMMA USTANAWLIWAET DWUSTORONNEE SOOTNO[ENIE MEVDU SLOVNOS- TX@ OBRATIMYH SHEM I SLOVNOSTX@ sf—.

lEMMA 3. dLQ L@BOGO OBRATIMOGO OPERATORA F WERNO

Lob(F ) ≍ max{Lsf|(F ), Lsf|(F �^1)}.

uSOWER[ENSTWUEM OPERATOR SDWIGA RLCn TAK, ^TOBY ON STAL OB- RATIMYM. a IMENNO, DOBAWIM ⌈log n⌉ NOWYH WYHODOW I PRODUBLIRUEM NA NIH ZNA^ENIQ UPRAWLQ@]IH WHODOW. uSOWER[ENSTWOWANNYJ OPERATOR OBOZNA^IM ^EREZ RLC0_n. o^EWIDNO, ^TO DANNOE USOWER[ENSTWOWANIE NE MENQET SLOVNOSTI OPERATORA W KLASSE sf—, NO POZWOLQET REALIZOWATX EGO W KLASSE OBRATIMYH SHEM. oBRATNYJ K RLC0_n OPERATOR — CIKLI- ^ESKIJ SDWIG WPRAWO — OTLI^AETSQ OT RLC0_n LI[X ZAMENOJ WYHODOW,

— 4 —

PO“TOMU SLOVNOSTI OPERATOROW RLC0_n I RLC0_n^(�^{1)} W KLASSE sf— RAWNY. tAKIM OBRAZOM, IMEEM CEPO^KU RAWENSTW

Lob(RLC0_n) ≍ max{Lsf|(RLC0_n), Lsf|(RLC0_n^(�^{1)})} =

= Lsf|(RLC0_n) = Lsf|(RLC_n). (1)

sLEDOWATELXNO, OCENIW SLOVNOSTX USOWER[ENSTWOWANNOGO OPERATORA SDWIGA W KLASSE OBRATIMYH SHEM, MY OCENIM I SLOVNOSTX OPERATORA SDWIGA W KLASSE sf—.

aWTOR WYDWIGAET SLEDU@]U@ GIPOTEZU.

gIPOTEZA. w L@BOJ OBRATIMOJ SHEME, REALIZU@]EJ TOVDEST-

WENNYJ (n, n)-OPERATOR, NAJDUTSQ n REBERNO-NEPERESEKA@]IHSQ ORI- ENTIROWANNYH PUTEJ, i-J IZ KOTORYH SOEDINQET i-J WHOD SHEMY S i-M WYHODOM, i = 1, . . . , n.

w SLU^AE SPRAWEDLIWOSTI GIPOTEZY MOVNO, ISPOLXZUQ REZULXTAT RABOTY [1] I RAWENSTWO (1), POLU^ITX NIVN@@ OCENKU WIDA O(n log n) DLQ SLOVNOSTI OPERATORA SDWIGA I OPERATORA UMNOVENIQ KLASSE sf—. gIPOTEZA DOKAZANA PRI n = 2.

aWTOR BLAGODARIT ^L.-KORR. ran o. b. lUPANOWA, SOOB]IW[EGO EMU O NEOPUBLIKOWANNYH REZULXTATAH PRED[ESTWENNIKOW, UPOMQNUTYH W DANNOJ STATXE.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVVKE rffi (PROEKT 99–

01–01175), fcp ”iNTEGRACIQ” (PROEKT ao–110), pROGRAMMY ”uNI-

WERSITETY rOSSII” (PROEKT 992206) I pROGRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rffi (PROEKT 00–15–96103).

lITERATURA

[1] ~ERUHIN d. ‘. nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI KOMMUTACIONNYH SE- TEJ // mATERIALY VII mEVDUNARODNOGO SEMINARA ”dISKRETNAQ MATEMATIKA I E¡ PRILOVENIQ”. ~. I. — m.: iZD-WO CENTRA PRI- KLADNYH ISSLEDOWANIJ PRI MEH.-MAT. F-TE mgu, 2001. — s. 89–90.

— 5 —