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Для почти всех симметрических булевых функций от п перемен
ных, в частности для функции голосования, получены нижние оценки 
сложности вида Q(ralogn) при реализации их формулами в произволь
ном конечном базисе. 

В статье устанавливаются эффективные нижние оценки сложности 
булевых функций [1]. В качестве средств реализации функций рассмат
риваются формулы (суперпозиции) в произвольном конечном базисе. Ре
ализуемыми функциями являются симметрические булевы функции. 

Нижние оценки сложности симметрических функций в базисе 
{&, V,-"} можно получать с помощью методов Б . А. Субботовской [2] 
и В. М. Храпченко [3]. Для базиса, состоящего из всех двуместных 
функций, нижние оценки вида ft(nlogn) для почти всех симметричес
ких функций от п переменных (в частности для функции голосования) 
были получены М. Дж. Фишером, А. Р . Мейером и М. С. Патерсо
ном [5] (см. также [1]). П. Пудлак [7], усовершенствовав метод Л. Ходеса 
и Е. Шпекера [6], получил для всех симметрических функций от п пере
менных, за исключением шестнадцати, нижние оценки вида J2(7zloglog n) 
в произвольном конечном базисе (16 исключительных функций имеют 
линейную сложность). В данной работе установлены нижние оценки 
вида O ( n l o g n ) для почти всех симметрических функций от п перемен
ных в произвольном конечном базисе. Верхние оценки сложности вида 
n 0 W для всех симметрических функций от п переменных в произволь
ном конечном базисе были получены В. М. Храпченко [4]. 

Булевой функцией от п переменных называется произвольная функ
ция / : { 0 , 1 } п —» {0,1} при п ^ 1, или константа (0 или 1) при п — 0. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-01175), Федеральной целе
вой программы «Интеграция» (проект АО-110), программы «Универси
теты России» (проект 992206) и Программы поддержки ведущих научных 
школ РФФИ (проекта 00-15-96103). 
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Множество всех булевых функций от п переменных обозначим через 
Р2(^)? множество всех функций не более чем от п переменных — через 
Р2*(п). Зафиксируем счетное множество символов Ж — \#i>^2? • • •} > кото
рые будем называть переменными. Будем считать, что г-й переменной 
функции / (1 ^ г ^ п) является переменная х{. Множество переменных 
функции / обозначим через V(f), их число — через n(f). 

Пусть Б — конечное функционально полное множество булевых 
функций. Такое множество назовем базисом. Формулами в базисе Б 
называются следующие выражения и только они: 

1) с, где с — символ константы и с £ Б; 
2) / ( JF I , . . . , Fn), где / — символ функции от п переменных, п ^ 1, 

/ £ Б, а каждое из выражений Fx,. . . , Fn является либо ранее построен
ной формулой в базисе Б, либо переменной. 

Подформулой называется часть формулы, состоящая из подряд иду
щих символов и являющаяся формулой. Если формула не содержит пере
менных, то естественным образом определено ее значение — константа 
из множества {0,1}. Две формулы называются тождественно равными, 
если при любом замещении в них всех переменных константами (при 
этом одинаковые переменные замещаются одинаковыми константами) 
значения полученных формул совпадают. Скажем, что формула F ре
ализует функцию f от п переменных, если формулы F и / ( # i , . . . , жп) 
тождественно равны. 

Пусть F — формула в базисе Б. Для произвольной переменной у 
обозначим через Ly(F) число вхождений переменной у в формулу F. 
Обозначим через V(F) множество всех переменных, входящих в F хотя 
бы один раз, и положим n(F) — \V(F)\. Пусть р — натуральное чис
ло, Y — произвольное конечное множество переменных. Введем две 
числовые характеристики формулы F — ее сложность L(F) и меру 
избыточности MPjY(F) с параметрами р и Y следующим образом (будем 
считать, что сумма пустого множества слагаемых равна нулю): 

L(F)= £ Ly(F), Mp,Y(F) = Y,QLy{F)-
yev(F) yer p 

Лемма 1. Пусть F — формула,, p ^ 2, Y — конечное непустое 
множество переменных мощности п и V(F) С Y. Тогда, 

^•^(м^т)- (I) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция действительного переменного %(ж) = 
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I -) выпукла вниз, поэтому в силу неравенства Иенсена имеем 

1\ЫП / 1 N " S ^ ( F ) i / и М Л 1 / г п ч 

= (-) v£Y < - £ ( - ) =-MP,Y(F)-
Г ^ y£Y r 

Прологарифмировав по основанию p, получаем 

П V \ П / 

Отсюда следует (1). Лемма 1 доказана. 
Сложностью функции f в базисе Б (обозначение: LB( /)) называется 

минимальная из сложностей формул в базисе Б, реализующих функцию 
/ . Мерой избыточности функции f в базисе Б с параметром р (обозна
чение: М Б , Р ( / ) ) называется число maxMPiv(f){F), где максимум берется 
по всем тем формулам F в базисе Б, которые реализуют функцию / 
и содержат только переменные функции / (т. е. V(F) С V(f)). 

Пусть к — наибольшее из чисел n ( / ) , / £ Б. Тогда Б С Р2*(&)- Если 
мы получим нижнюю оценку сложности для формул в базисе Р2 (&), т о 

не меньшая нижняя оценка будет справедлива для формул в базисе Б. 
Поэтому ограничимся случаем, когда Б = Р2 (&) (в силу функциональной 
полноты имеем к ^ 2). 

Следствие 1. Пусть Б — Р2 (fc), p ^ 2 и / — функция от п пере
менных, п ^ 1. Тогда, 

W»"M]iZ7m) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть F — такая формула в базисе Б, что F ре

ализует функцию / и L(F) = £ Б ( / ) . Тогда F не содержит переменных, 
несущественных для функции / . В противном случае, заменив несу
щественные переменные одинаковыми константами (базис Р2*(к) содер
жит константы), мы бы получили формулу меньшей сложности, реали
зующую функцию / в базисе Б. Таким образом, V(F) С V(f). В силу (1) 
и неравенства MPjv(/)(P) ^ МБ ) Р(/) имеем 

п \ / п \ 
<̂Л = ̂ "МмЛ^л)*"М 

Следствие доказано. 
Пусть А = {(yucj,... , (у т , с т ) } , где уи . . . , уш — попарно различ

ные переменные, c l 9 . . . , с т — константы из множества {0,1}. Мно
жество А назовем подстановкой констант. Количество нулей среди 
с ь . . . , с т обозначим через N0(A), количество единиц — через N±(A). 
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Положим 6(A) = \N0(A) - JVi(A)|, V(A) = {yu... , # m } . Число 6(A) на
зовем дефектом подстановки констант А. 

Подстановке констант А поставим в соответствие взаимно-однознач
ное отображение 0^ : Ж\У(А) —• Ж следующим образом. Для произволь
ных г и j соотношение 0д(ж,-) = ж;- выполнено тогда и только тогда, 
когда !{#!, . . . ,Xi}\V(A)\ — j и ж,- ^ ^(^4) (другими словами, QA осу
ществляет преобразование последовательности Ж1,ж2,..., при котором 
переменные, входящие в множество V(A), удаляются из нее, а их места 
занимают оставшиеся переменные, не изменяя порядка своего следова
ния). 

Обозначим через F\A формулу, полученную из F заменой всех вхож
дений переменных y i , . . . ,ym , на константы c l 5 . . . ,cm соответственно. 
Через ,F|^ обозначим формулу, полученную из F\A переименованием пе
ременных, когда каждая переменная х{,х{ £ V(A), заменяется на пере
менную &А(х{). Пусть / — функция от п переменных и V(A) С V(f). 
Тогда через f\A обозначим функцию от п переменных, реализуемую фор
мулой / ( # 1 , . . • , хп)\А. Через f\*A обозначим функцию от п~ \А\ перемен
ных, реализуемую формулой / ( ж ь . . . ,хп)\А. 

На множестве подстановок констант определим операцию о. Пусть 
А и В — произвольные подстановки констант. Положим 

АоВ = A\J{(y,c) | Зх{ (xi,c)e В & х{ = QA(y)}. 

Тогда для любой формулы F и любой функции / выполнено (Р |^) |^ = 
* 1ЛоБ? {flAJlB — JlAoB-

Скажем, что функция / линейно зависит от переменной у7 если 
/ представима в виде у ф g(z), причем у отсутствует в наборе пере
менных z. Функция, линейно зависящая от всех своих существенных 
переменных, называется линейной. Заметим, что / линейно зависит 
от у тогда и только тогда, когда для любой подстановки констант А. 
V(A) — V(/) \{t /}, функция f\A существенно зависит от у. 

Лемма 2. Пусть Б = P£(k), р - 2k - 1 и / — нелинейная функция. 
Тогда, существует такая подстановка констант А, что 

0 < | A | < n ( / ) , 6(A) ^ к+ 1, (2) 

МВМ) < МЪМ*А)- (3) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим такую формулу F в базисе Б, что F 
реализует функцию / , содержит только переменные функции / и выпол
нено равенство Mpy^)(F) — МБ ) Р( /) . Пусть Р — множество подформул 
формулы .F, которые реализуют нелинейные функции. Тогда F Е Р . 
Поэтому Р непусто. Обозначим через G такую формулу из множества 
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Я, что ни одна ее подформула (за исключением G), не принадлежит 
множеству Р. 

Пусть г>ь . . . , va — все переменные, от которых функция, реализуе
мая формулой (?, зависит линейно. Обозначим 

Н = <%«1,о),...,(«.,о)}, Gx = 0 ( t 7 b . . . ,0(v e , # ) . . . ) • 

Тогда формулы G жО\ тождественно равны; при этом функция, реали
зуемая формулой Я , нелинейна и линейно не зависит ни от одной своей 
переменной. Заменим в формуле F подформулу G на подформулу G\ 
и полученную формулу обозначим через Рх. Очевидно, что 

Mvy{S){Fx) > MP:VU)(F) = МБ ,Р(/) . (4) 

Формулу Я представим в виде Я = # (Я 1 ? . . . , Я/), где д — функция 
от / переменных, / ^ к, и Я ь . . . , Я/ — формулы или переменные. Функ
ции, реализуемые формулами H,Hi,... , Я/ (или тождественно равные 
этим переменным), обозначим соответственно через /г, /гь . . . ,/ij. Заме
тим, что функции / i x , . . . , hi линейны. 

Пусть Т — произвольное подмножество множества { 1 , . . . , / } . Обо
значим через W(T) множество всех переменных из V(f), которые для 
любого t, t £ Т, входят в формулу Я*, а для любого £', t' £ Т, не входят 
в формулу Hti. Множества W(T) при разных Т С { 1 , . . . , /} попарно не 
пересекаются и в объединении дают все множество V(f). Поэтому 

MP,v(t)(Fi)= E М^щт^г). (5) 
Т, ТС{1,...,1} 

Выберем множество Т0 таким, чтобы число МР5уг(т0)(^\) было наиболь
шим среди чисел MVjW^{F1), г # е Т С { 1 , . . . , / } , Т ф 0. Тогда 

MP|W(To)(*\) £ — - £ Мр^(т)(^) 
т, т^и 

= ̂ Ь: Е ^WT)(J\) = ; E ^(т)№)- (6) 

Пусть W(To) - {yu • • • ,!fr}, У(Я)\И^(Г0) = {*ь... , ^ } , причем пе
ременные з/ь . . . , уг попарно различны и переменные z l 9 . . . ,zq попар
но различны. Обозначим Л = уг ф . . . 0 уг. Каждая из функций /iz-, 
% — 1 , . . . , /, представима в виде 

hi = ^ t-(A)e Af(2?i,... ,zq), 

где <pi e Я2(1) и Лг- — линейная функция. Так как функция h нели
нейна, то п(Н) ^ 2. Тогда п(Я) ^ 1. Поэтому среди множеств W(T), 
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Г / 0 , хотя бы одно непусто. Следовательно, среди чисел MViw{T)(Fi)-> 
Т ф 0 , хотя бы одно больше нуля. В силу выбора множества Т0 полу
чаем MPiw(T0)(Fi) > 0- Значит, г ^ 1. Если при этом q = 0, то функция 
/г, представима в виде <£>(Л), где (/? Е ^ ( l ) . Тогда h линейна. В то же 
время h нелинейна. Следовательно, q ^ 1. 

Функция h линейно не зависит от переменной уг. Поэтому сущест
вует такая подстановка констант Б, V(B) = У(Н)\{уг}, что функция 
h\B существенно не зависит от переменной ух. Обозначим через Е та
кое подмножество подстановки констант Б, что V(E) = V(H)\W(T0). 
Функция h\E представима в виде ¥>'(Л), <pf £ ^ ( l ) - Поэтому если h\E 
существенно зависит от переменной у1? то и функция h\B существенно 
зависит от у1? что неверно. Следовательно, функция h\E существенно 
не зависит от переменной уг. Тогда функция </?' тождественно равна 
константе, а значит, h\E тождественно равна константе. 

Пусть Е = { ( ^ I , ^ ) , . . . , (zqjcq)}. Рассмотрим систему линейных 
уравнений 

Ai(zu... ,zq) = A,-(ci,... ,cg), г = 1 , . . . ,/. (7) 
Эта система совместна, и ранг ее матрицы не больше числа уравнений. 
Поэтому среди переменных z b . . . ,zq можно выделить такие и перемен
ных, и ^ q - /, что произвольный набор их значений можно дополнить 
до решения системы (7), взяв некоторым образом значения оставшихся 
q — и переменных. 

Зафиксируем значения этих и переменных так, чтобы число ну
лей среди них отличалось от числа единиц не более чем на 1. До
полним образовавшийся набор до решения системы (7). Получим не
которое решение zx = dx,.. . , zq — dq, причем число нулей и число еди
ниц в наборе (d l 9 . . . ,dq) отличаются не более чем на / + 1. Положим 
А — {(z b d x ) , . . . )(zq,dq)}. Тогда 6(A) ^ / + 1 ^ & + 1. В то же время 
|А| = |V(ff)| - г < n(f) и \А\ ^ q > 0. Условия (2) выполнены. 

Докажем неравенство (3). Имеем 

ЩА = #Oi(A) ф A i U , . . . , <^(Л) © Ai\A) 
= g(<pi(A) ф A i U , . . . , (pi(A) Ф Ai\E) = h\E. 

Функция h\E тождественно равна константе. Поэтому и функция h\A 
тождественно равна константе. В формуле FX\A заменим подформулу 
Н\А на эту константу и полученную формулу обозначим через F2. 

Для каждой переменной у, у Е W(T0), выполнено неравенство 

Ly(F1)^Ly(F2) + l. (8) 

Вместе с тем, учитывая, что W(0) П V(H) — 0 , имеем 

M^w^F,) = MPtW{0)(F2). (9) 
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Формула F2 реализует функцию f\A. Обозначим через F3 формулу, 
полученную из F2 заменой каждой переменной ж,-, ж,- ^ У (А), н а пе
ременную ©л(жг-). Тогда формула F3 реализует функцию f\*AJ причем 
V(F3) С F ( / | ^ ) . Отсюда следует, что 

MP,vU)\v{A)iF2) = Mp,vurJF3) <$ М Б , Р ( / | ^ ) . (Ю) 
Из (4)-(6), (8), (9) и (10) окончательно получим 

MB^(/)$AfPir(/)(F1)==MJ,iiv(^)(i?,i)+ J2 MP,W(T){F\) 
т, т^# 

^ Мр^(и)(^1) + рМР}ЩТо)(Л) - Мр 
,РУ(0г)(*т) + Р / . ( ~ ) 

уе^(То) р 

= мР|̂ (0)(^)+ £ (-) <MPJ^)(F2)+ ]T И 
убИЧТ0) ^ 2/еИ^(Т0) Р 

Неравенство (3), а вместе с ним и лемма 2, доказаны. 
Лемма 3, Пусть Б = P^ik), Р ^ 2, / — функция от п переменных, 

п ^ 1, я с £ {0,1}. Тогда существует такая переменная у, у £ Т^(/), что 

мБ>р(/) < -^TMBiP(/ |j {S ie ) }). (и) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим такую формулу F в базисе Б, что 

F реализует функцию / , содержит только переменные функции / и вы
полнено равенство Mpyy)(F) — М Б , Р ( / ) . В качестве у возьмем ту пе
ременную из множества V( / ) , которая входит в формулу F наибольшее 
число раз. Тогда 

MpAy)(F) <: ±MpyU)(F). (12) 
ть 

Формула F\\{yc)) реализует функцию f\\{y>c)} и V{F\\{yc)}) С V(f\*{(yc)}). 
Поэтому 

МвА1\\{у,с)})>мрУЩ(ус)})щ*{(У!С)}) 
= MP,vU)\{v}(F\{(y,c))) = MpyU)\{y)(F)- ( 1 3 ) 

Из (12), (13) и равенства MPiv^)(F) = Мв,р(/) получаем 
Мв,Р(/1{(У,с)}) > Mp,vUMv}(F) = M.,v(/)(^) - M P , W (F ) 

£ MP,V{/)(F) - \MPiVU){F) = ^ - M P , V ( / ) ( F ) = ^ М Б , Р ( / ) . 
It 11 ft 

Отсюда следует (11). Лемма 3 доказана. 
Линейным диаметром порядка s функции / назовем величину 

Ds(f) — т а х п ( / | д ) , где максимум берется по всем таким подстанов
кам констант A, V(A) С У( / ) , что <5(А) ^ s и функция / | А линейна 
(определение линейного диаметра порядков 0 и 1 дано в [5]). 
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Лемма 4. Пусть Б = P*(k), р = 2* - 1, 5 = к + 1, 7 - i g ^ , / 
функция от п переменных и п ^ 1. Тогда, 

м*м) < »7(л.(Я) 1 - 7 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проведем индукцию но числу гг. 
Базис индукции. Функция./ линейна (сюда входит случай п = 1). В 

этом случае Ds(f) = п. Кроме того, для любой функции / справедливо 
неравенство МБ>Р(/) ^ п. Поэтому 

мвМ) < " = я7«1-7 = пчдл/))1-". 
Индуктивный переход. Функция / нелинейна и для любой функции 

/ ' менее чем от п переменных лемма доказана. По лемме 2 существует 
такая подстановка констант А, что 0 < \А\ < гг, 6(A) ^ s и 

МБМ) $ МъМГл)- (14) 
Найдем по индукции число 6 и подстановки констант А 0 , . . . , А6. 

Положим А0 = А. Пусть Аг- уже найдена. Если функция f\*A. ли
нейна или fi(Ai) = 0, то положим Ь = г и завершим построение. Если же 
функция f\*A нелинейна и £(Аг-) > О, то в качестве с возьмем такую кон
станту, что NC(A{) < Nc(Ai), и применим к ней и функции f\*A. лемму 3. 
По лемме 3 найдем переменную уг-, yi £ V(f\Ai)-) которая удовлетворяет 
условию 

MbAfW < ^угТ^в,Р((/1л.)1{(9,с)})-

Положим Ai+1 = Ai о {(yt-,c)}. Тогда 

МВАЛА.) < n ( ^ l ) - i i t f b J ( / l^ 1 ) = ^ f ) M B ' p ( / I W ) ' (15) 

Указанный процесс построения конечен, так как на каждом шаге 
дефект подстановки констант Ai уменьшается на единицу. Таким обра
зом, b ^ 8(A). Обозначим В = Аь. Собрав вместе неравенства (15) для 
i — О ,1 , . . . , Ъ — 1, получим 

MsMU < $ j j j • • •. • Щ *,</li.) = $§K</li>- («I 
На каждом шаге число n(f\\.) не меньше единицы, следовательно, 
П(/1Ь) ^ 1- Применив к функции f\*B предположение индукции, полу
чим 

МвМГв) < W / l b j y W / l i ) ) 1 " 7 - (17) 
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Докажем неравенство 

D.UYB) ^ D.V)' (18) 
Если функция f\B линейна, то Ds(f\B) = n(f\B). В свою очередь, 
6(B) ^ 6(A) ^ s, т. е. В — пример подстановки констант, дефект кото
рой не превосходит s, при которой функция f\*B линейна и V(B) С V(f). 
По определению линейного диаметра имеем Ds(f) ^ n(f\%) = Ds(f\B). 
В этом случае (18) верно. 

Пусть теперь f\B — нелинейная функция. Тогда 6(B) = 0. Раскрыв 
определение числа D8(f\B), рассмотрим такую подстановку констант Е, 
V(E) С V(f\%), что 6(E) <С 5 , функция (f\%)\*E линейна и £ . ( / & ) -
П((/\В)\Е)- Тогда подстановка констант В о Е обладает свойствами: 
V(B о Е) С У( / ) , *(В о Е) <: 6(B) + 6(E) <$ s и функция f\BoE = (/|*,)|*. 
линейна. Поэтому Ds(f) ^ ЦЛЬоя) — ^*(/1Ь)? т- е- в л ю^ом случае 
неравенство (18) верно. 

Из (14), (16)—(18) и неравенства у < 1 следует, что 

МвМ) ^ МВМ\*А) < -77^MBtP(f\l <f\*A) 

ЧЛв) »(/1в) 
= в , ( р- ( / ) )"т«.Д-^ ( 1 9 ) 

Оценим последнюю дробь в (19). Обозначим а = |А|, га = n(f\B). 
Тогда га ^ 1, п = ш + а + 6 и п(/1л) = m + &• Разделив числитель 
и знаменатель на га, получаем 

n(f\*A) _ m + b 1 + b/m 
^ K / I B ) ) 1 " 7 (™ + a + &)7™1"7 (1 + (a + 6)/m)? 

^ (используем соотношения о ^ о(Л) ^ |Л| = a) < ——г-. (20) 

Исследуем функцию действительной переменной ф(х) — *+;̂  при 
х > — | . Имеем 

№ ) = (1 + 2 ж ) 7 - (! + ж)27(1 + 2ХУ-1 

(1 + 2х)2т 
_ 1 + 2х - 27(1 + х) _ 2 ( 1 - 7 ) ж + ( 1 - 2 т ) 

(1 + 2ж)1+т ~ (1 + 2Х)1-* ' 
(21) 

При х > —1/2 знаменатель в (21) положителен. Поэтому произ
водная функции ф(х) имеет не более одного нуля и этот нуль первой 
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степени. В то же время 

(l + s) (1 + з) 
Ф($) = (1 + 2 * ) ^ . ^ = ( Ь М ) = l = т -

Поэтому существует точка х0,х0 £ [0, в] такая, что ^'(^о) = 0. 
Оценим ф'(0). Имеем 

ln(s + 1) \n(2s + 1) - 21n(s + 1) 
7 ln(2s + l) l n ( 2 s + l ) 

1д (-**±±Л Ь ( 2^1 
_ y(«+i)V _ Vs2+25+1/ 
" ln(2s + l) ~ ln(2s + l) "̂  " 

Поэтому ф'(0) < 0, т. е. в окрестности точки 0 функция ф{х) убывает. 
В силу единственности нуля производной функция ф(х) на отрезке [0, х0] 
убывает, а на отрезке [x0,s] возрастает. Таким образом, для любого ж, 
0 ^ х ^ 5, справедливо неравенство ф(х) ^ 1. 

Заметим, что Ъ/т ^ 0. Кроме того, Ь ̂  S(A) <̂  s и m ^ 1, а значит, 
Ь/га ^ 5. Таким образом, 0 ^ 6/га ^ s, следовательно, ф{Ъ/т) ^ 1. 
Объединив выкладки (19) и (20), получаем 

Мв,р(/) ^ ^(D.C/))1^ • (̂Ь/m) < ^ ( Ж / ) ) 1 ^ . 
Индуктивный переход завершен. Лемма 4 доказана. 

Теорема 1. Пусть Б — P%{k), f — функция от п переменных ип^1. 
Тотда, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р = 2 * - 1 , $ = & + 1 и 7 = щ^щ- При
менив следствие 1 и лемму 4, получим 

м / ) * "ЛоЕ' (м^Ц)) * "los> («чад))'-) 

= C*nlog2 (- п 

Теорема 1 доказана. 
Через f(x) ~ д(х) и /(ж) ^ </(ж) будем обозначать соответственно 

соотношения f(x) — д(х)(1 + о(1)) и д(ж) = 0(f(x)). Заметим, что 
С* ~ ы ^ ¥ ПРИ * -> °°-
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Функция называется симметрической, если при любых взаимно-од
нозначных перестановках ее переменных значение функции сохраняется. 
Каждой симметрической булевой функции f от п переменных взаимно
однозначно соответствует характеристический набор ( / 0 , . . . , / п ) такой, 
что / ь 0 ^ г ^ тг, является значением функции / на любом наборе, содер
жащем ровно г единиц. Функция голосования — это симметрическая 
функция от нечетного числа переменных, характеристический набор 
которой имеет вид ( 0 , . . . , 0 , 1 , . . . ,1), причем число нулей в нем равно 
числу единиц. 

Теорема 2. Пусть Б = Р^(к)9 / — симметрическая функция от 
п переменных, ( / 0 , . . . , fn) — ее характеристический набор, d — нату
ральное число, причем d ^ [п/2]. Пусть также симметрическая функция, 
соответствующая характеристическому набору (f[n/2)-dj • • • , f[n/2]+d), не
линейна. Тогда если n/d -^ оо, то 

I B ( / ) * n l o g 2 Q ) . (22) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через А такую подстановку конс
тант, что V(A) С V(f), 6(A) ^ к + 1, функция f\*A линейна и Dk+1(f) = 
n(f\\). Заметим, что функция f\A является симметрической и ее ха
рактеристический набор имеет вид (/N^A), • * - , fn-N0(A))- Если NX(A) ^ 
[п/2] — d и п — N0(A) ^ [п/2] + d, то функция f\*A должна быть не
линейной, так как функция, задаваемая характеристическим набором 
(/[п/2]-<*? • • • ? /[n/2]+d)? является ее подфункцией (т. е. представима в виде 
(/1л)1Ь> г д е Е ~~ подстановка констант). В то же время функция f\\ 
линейна, значит, либо Ni(A) > [п/2] — d, либо п — NQ(A) < [п/2] + d. Из 
последнего неравенства следует, что N0(A) > п — [п/2] — d ^ [п/2] — d. 

Итак, мы имеем m&x(N0(A), NX(A)) > [п/2] — d. Возьмем константу 
с такой, что NC(A) ^ NS(A). Получим NC(A) > [п/2] - d. В то же время 
Ne(A) - Nc(A) = 6(A) ^ к + 1. Поэтому 

|А| - NC(A) + N-C(A) = 2NC(A) - (NC(A) - N,(A)) > 2([n/2] -d)-(k + 1), 

Значит, 

Dk+1(f) = n(f\\) = n - | A | < n-2[n/2]+2d+(&+l) <; 2d+(&+2) < (*+4)d. 

Применив теорему 1, получим 

LB(f) > n\og2 (D\f\) > nl°g2 Q ) ~ ^og2(k + 4) 

~ (используем условие n/d —> oo) ~ nlog2 f — J. 

Теорема 2 доказана. 
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Пусть Гп — функция голосования от п переменных и п ^ 3. Поло
жим d = 1. Тогда набор (Г[^ /2]_^,... ,r[^ /2j+d) имеет вид (0,0,1). Он 
является характеристическим набором нелинейной функции хг&х2. По 
теореме 2 имеем 

LB(Tn))?nlog2n. 

Теорема 3. Для любого базиса Б и почти всех симметрических 
функций f от п переменных справедливо соотношение 

LB(f))pnlog2n. (23) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существует лишь четыре набора (f[n/2]-d, • • • ? 
/[n/2]+d)? которые являются характеристическими наборами линейных 
функций (это два набора, состоящие из одинаковых значений, и два на
бора, в которых чередуются нули и единицы). Поэтому общее число 
симметрических функций / , удовлетворяющих при данном d условию 
теоремы 2, равно 

2 „ + l-(2d+l)(22d+l __ 4 ) _ 2п + 1? d _^ ^ 

т. е. при ограничениях d —> ос и n/d —> оо для почти всех симметри
ческих функций и любого базиса Б справедлива оценка (22). Выбрав 
d = [\/^]> получаем, что для почти всех симметрических функций вы
полнено (23). Теорема 3 доказана. 

При к — 2 утверждения, аналогичные теоремам 1 и 3, были дока
заны (другим методом) М. Дж. Фишером, А. Р. Мейером и М. С. Патер
соном [5]. 

Автор выражает благодарность чл.-корр. РАН О. Б. ЛуПанову за 
внимание к работе. 
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