o mnogoqrusnyh formulah

d. ‘. ~ERUHIN

rASSMATRIWA@TSQ BULEWY SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (sf—,

[1]). wETWLENIEM WER[INY NAZYWAETSQ ^ISLO R¡BER, ISHODQ]IH IZ “TOJ WER-

[INY; W ^ASTNOSTI, W WETWLENII U^ITYWAETSQ ^ISLO WYHODOW, KOTORYM SO- OTWETSTWUET“TA WER[INA (NA KOTORYE ”PODA¡TSQ SIGNAL” IZ “TOJ WER[INY). nAPRIMER, ESLI IZ WER[INY WYHODIT 2 REBRA, WEDU]IH W DRUGIE WER[INY SHEMY I, KROME TOGO, WER[INA SOOTWETSTWUET TR¡M WYHODAM SHEMY, TO E¡ WETWLENIE RAWNO 5.

wER[INA NAZYWAETSQ UZLOWOJ, ESLI LIBO ONA QWLQETSQ WHODOM SHEMY, LI- BO E¡ WETWLENIE BOLX[E EDINICY. sf— S NAZYWAETSQ k-QRUSNOJ FORMULOJ, ESLI W L@BOM ORIENTIROWANNOM PUTI W S SODERVITSQ NE BOLEE k UZLOWYH WER[IN. dRUGIMI SLOWAMI, ESLI UZLOWYE WER[INY MOVNO RAZBITX NA k QRU- SOW TAK, ^TO WNUTRI KAVDOGO QRUSA WER[INY POPARNO NESRAWNIMY W SMYSLE ESTESTWENNOGO PORQDKA W ORIENTIROWANNOM GRAFE.

oDNOQRUSNYE FORMULY SOOTWETSTWU@T OBY^NYM FORMULAM, T. E. SHE- MAM BEZ WETWLENIQ (MOGUT WETWITXSQ TOLXKO WHODY). sLOVNOSTX@ k-QRUSNOJ FORMULY QWLQETSQ SUMMA WETWLENIJ UZLOWYH WER[IN. tAKAQ MERA SLOV- NOSTI ESTESTWENNA DLQ FORMUL; W SLU^AE k = 1 ONA SOWPADAET S ^ISLOM WHOVDENIJ PEREMENNYH W FORMULU. pUSTX L^k_B — MERA SLOVNOSTI FUNKCIJ (OPERATOROW) W KLASSE k-QRUSNYH FORMUL W KONE^NOM BAZISE B, L^k_B — SOOT- WETSTWU@]AQ FUNKCIQ –ENNONA [1].

tEOREMA 1. w L@BOM BAZISE B PRI k ¿ 2 L^k_B (n) ∼ 2^n n . tEOREMA 1 POKAZYWAET, ^TO NA^INAQ S 2-H QRUSOW FUNKCIQ –ENNONA ASIMPTOTI^ESKI SOWPADAET S ANALOGI^NOJ FUNKCIEJ DLQ sf— (sf— MOVNO RASSMATRIWATX KAK FORMULU S NEOGRANI^ENNYM ^ISLOM QRUSOW). zAMETIM, ^TO [1]

L^1_B (n) ∼

2^n

log_2 n . pUSTX F = (f1, . . . , fm) — OPERATOR, ZAWISQ]IJ OT DWUH NABOROW PE- REMENNYH: X = (x1, . . . , xk ) I Y = (y1, . . . , yl). rAZLOVIM fj W POLINOM vEGALKINA [8] PO PEREMENNYM X:

f_j = f^0_j ⊕ f^1_j x_1 ⊕ . . . ⊕ f^k_j x_k ⊕ f^′_j ,

GDE KAVDAQ IZ FUNKCIJ f^i_j ZAWISIT TOLXKO OT Y , f^′_j — NELINEJNAQ PO X ^ASTX.

pUSTX M^1, . . . , M^k, M1, . . . , Mm — MNOVESTWA FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT PEREMENNYH Y I OBLADA@]IH SWOJSTWOM: KAVDAQ FUNKCIQ f^i_j WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII IZ MNOVESTWA M^i ∪Mj , T. E. PREDSTAWIMA W WIDE h(g1, . . . , gt), GDE {g1, . . . , gt} ⊆ M^i ∪ Mj , h ∈ P2. tOGDA NABOR (M^1, . . . , M^k; M1, . . . , Mm) NAZOW¡M F -TABLICEJ. ~EREZ L^′(F ) OBOZNA^IM MINIMUM PO WSEM F -TABLICAM SUMMY P_i |M^i| + P_j |Mj |.

tEOREMA 2. w L@BOM BAZISE B

L^2_B (F ) ¿ L^′(F ).

sLEDSTWIE. pUSTX Fn — L@BOJ IZ OPERATOROW: UMNOVENIE MATRIC, UM-

NOVENIE MNOGO^LENOW, CIKLI^ESKAQ SW¡RTKA; n — ^ISLO EGO WHODOW. tOGDA W L@BOM BAZISE B_{L2}

B(F_n) = Ω(n^{3/2}).

tEOREMA 2 MOVET BYTX OBOB]ENA [5,6] NA KLASS sf— GLUBINY 2 W BAZISE IZ WSEH BULEWYH FUNKCIJ. iZWESTNYE DLQ “TOGO KLASSA NIVNIE OCENKI WIDA

Ω(n^{ln2 n}_{ln ln n} ) SLEDU@T IZ REZULXTATOW TEORII GRAFOW [10].

pUSTX F = (F1, . . . , Fk) — BULEW OPERATOR, RAZBITYJ NA k OPERATOROW I ZAWISQ]IJ OT NABORA PEREMENNYH X = (X1, . . . , Xk), RAZBITOGO NA k NABO- ROW. oBOZNA^IM ^EREZ D(Fi, Xj ) MNOVESTWO PODOPERATOROW, POLU^ENNYH IZ

F_i PRI WSEWOZMOVNYH PODSTANOWKAH KONSTANT WMESTO WSEH PEREMENNYH, NE

WHODQ]IH W NABOR Xj .

tEOREMA 3. dLQ L@BOGO BAZISA B SU]ESTWUET KONSTANTA c^′_B TAKAQ, ^TO

DLQ L@BOGO OPERATORA F , SU]ESTWENNO ZAWQSQ]EGO OT WSEH PEREMENNYH IZ X

L^2_B(F ) ¿ c^′_B kX_{i=1 log2 |D(Fi, Xi)|.} tEOREMA 3 QWLQETSQ OBOB]ENIEM METODA nE^IPORUKA DLQ FORMUL [2].

oNA POZWOLQET POLU^ATX NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI WIDA Ω(^{n2}_{log n} ), NAPRI- MER, DLQ OPERATORA, SOSTOQ]EGO IZ ODINAKOWYH FUNKCIJ nE^IPORUKA (^ISLO FUNKCIJ RAWNO ^ISLU PEREMENNYH).

oBOZNA^IM Λn = x1 ⊕ . . . ⊕ xn. dLQ L@BOGO k ¿ 1 WWED¡M FUNKCI@

φ_k(x) = 1 1 − (1 − 1/x)^k . tEOREMA 4. [7] pUSTX B — BAZIS, γ > 1. tOGDA:

A) ESLI_{L1}

B (Λ_n) = O(n^γ ),

TO DLQ L@BOGO k_{Lk}

B (Λ_n) = O(n^{φk(γ)}).

B) ESLI BAZIS B OBLADAET “KSPONENTOJ SVATIQ (shrinkage exponent) [7,9] γ, TO DLQ L@BOGO k_{Lk}

B(Λ_n) = Ω(n^{φk(γ)}).

tEOREMA 4 USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU NIVNIMI I WERHNIMI OCENKAMI SLOVNOSTI FUNKCII Λn W KLASSE FORMUL I SOOTWETSTWU@]IMI OCENKAMI W KLASSE MNOGOQRUSNYH FORMUL. zAMETIM, ^TO NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI FUNKCII Λn W KLASSE FORMUL TRADICIONNO POLU^A@TSQ S POMO]X@ METO- DA sUBBOTOWSKOJ [3,4] I IZ PODOBNOGO DOKAZATELXSTWA OBY^NO IZWLEKAETSQ INFORMACIQ O NIVNEJ OCENKE “KSPONENTY SVATIQ.

pUSTX M^∗ — MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ, WOZRASTA@]IH ILI UBYWA- @]IH PO KAVDOJ PEREMENNOJ. dLQ MER SLOVNOSTI μ1, μ2 OBOZNA^IM ^EREZ

μ_1 6 μ_2 OTNO[ENIE ^ASTI^NOGO PORQDKA μ_1 = O(μ_2) (T. E. ∀f ∈ P_2 μ_1(f) = O(μ_2(f))).

tEOREMA 5. [7] A) dLQ L@BOGO BAZISA B ⊆ M^∗ SU]ESTWUET POSLEDOWA-

TELXNOSTX k1, k2, . . . TAKAQ, ^TO L^{k1}_B > L^{k2}_B > . . . B) dLQ BAZISA B0 = {&, ∨, ¬}

L^1_{B0} > L^2_{B0} > . . .

W) dLQ KAVDOGO k SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX BAZISOW B1, B2 . . . TA- KAQ, ^TO_{Lk} B1 > L^k_{B2} > . . . tEOREMA 5 SLEDUET IZ TEOREMY 4 I IZWESTNYH REZULXTATOW OB “KSPONENTE SVATIQ DLQ RAZLI^NYH BAZISOW [3,9].

tEOREMA 6. dLQ L@BOGO BAZISA B I L@BYH k, l

L^k_B = (L^l_B )^{O(1)}.

oBOZNA^IM ln^{(s)}(x) = ln ln . . . ln(x), GDE ^ISLO LOGARIFMOW RAWNO s, s ¿ 0. sKAVEM, ^TO MERY SLOVNOSTI μ1 I μ2 s-“KWIWALENTNY, ESLI

∃C ∀f ∈ P_2 | ln^{(s)}(μ_1(f)) − ln^{(s)}(μ_2(f))| 6 C.

sKAVEM, ^TO MERY SLABO “KWIWALENTNY, ESLI DLQ NEKOTOROGO s ONI s-“KWI- WALENTNY.

zAMETIM, ^TO 1-“KWIWALENTNOSTX ESTX SOWPADENIE PO PORQDKU (“TO OTNO- [ENIE ISSLEDUETSQ W TEOREME 5), 2-“KWIWALENTNOSTX ESTX POLINOMIALXNAQ “KWIWALENTNOSTX (KAK W TEOREME 6). mOVNO POKAZATX, ^TO MERY SLOVNOSTI MNOGOQRUSNYH FORMUL I KONTAKTNO-WENTILXNYH SHEM (A TAKVE IH OGRANI^E- NIJ — KONTAKTNYH SHEM, WETWQ]IHSQ PROGRAMM I T. D.) 3-“KWIWALENTNY. w

TO VE WREMQ, WOPROS O SLABOJ “KWIWALENTNOSTI “TIH MER S MEROJ SLOVNOSTI sf— QWLQETSQ OTKRYTYM.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 05–01–

00994), PROGRAMMY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT ur.04.02.528) I PRO-

GRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rf (PROEKT n––1807.2003.1).

sPISOK LITERATURY

[1] lUPANOW o. b. aSIMPTOTI^ESKIE OCENKI SLOVNOSTI UPRAWLQ@]IH SISTEM. m.: iZD-WO mgu, 1984.

[2] nE^IPORUK —. i. oB ODNOJ BULEWSKOJ FUNKCII // dan sssr. 1966.

T. 169, N 4. S. 765–766.

[3] pERQZEW n. a. sLOVNOSTX PREDSTAWLENIJ BULEWYH FUNKCIJ FORMU- LAMI W NEMONOLINEJNYH BAZISAH. dISKRETNAQ MATEMATIKA I INFORMATIKA. wYP. 2. — iRKUTSK: iZD-WO iRKUT. UN-TA, 1995.

[4] sUBBOTOWSKAQ b. a. o REALIZACII LINEJNYH FUNKCIJ FORMULAMI W BAZISE ∨, &, −. dan sssr. 1961. T. 136, N. 3. S. 784–787.

[5] ~ERUHIN d. ‘. o SHEMAH IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW S OGRANI- ^ENNOJ GLUBINOJ WETWLENIQ // dOKL. ran. t. 405, N. 4. 2005. S. 467–470.

[6] ~ERUHIN d. ‘. nIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI W KLASSE SHEM GLUBINY 2 BEZ OGRANI^ENIJ NA BAZIS // wESTN. mgu. sER. 1. N 4. 2005. S. 54–56.

[7] ~ERUHIN d. ‘. o SHEMAH IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW KONE^NOJ GLUBINY WETWLENIQ // dISKRETNAQ MATEMATIKA. t. 18, WYP. 4. 2006. S. 73– 83. [8] qBLONSKIJ s. w. wWEDENIE W DISKRETNU@ MATEMATIKU. m.: nAUKA,

1986.

[9] Hastad J. The shrinkage exponent of de Morgan formulas is 2. SIAM J. Comput. 1998. V. 27. p. 48–64.

[10] Radhakrishnan J. Ta-Shma A. Bounds for dispersers, extractors, and depth-two superconcentrators // SIAM J. of Discrete Mathematics. 2000. V. 13, No 1. p. 2–24.