udk 519.714

odno obob˝enie zada~i o maksimalxnom potoke

d. ‘. ~ERUHIN

rASSMOTRENA ZADA^A O PEREME]ENII PO SETI WE]ESTW RAZNYH SORTOW. w SLU- ^AE DWUH SORTOW I NEORIENTIROWANNOJ SETI DOKAZANO UTWERVDENIE, ANALOGI^NOE TEOREME fORDA-fALKERSONA. dLQ PROIZWOLXNOGO ^ISLA SORTOW DAN KRITERIJ SU- ]ESTWOWANIQ POTOKA, OPIRA@]IJSQ NA PRINCIP DWOJSTWENNOSTI LINEJNOGO PRO- GRAMMIROWANIQ.

0. sETX I POTOK. wWED¡M PONQTIE n-TRANSPORTNOJ SETI. pUSTX Γ — KO- NE^NYJ NEORIENTIROWANNYJ GRAF S MNOVESTWOM WER[IN V I MNOVESTWOM R¡BER E. dALEE, PUSTX n — NATURALXNOE ^ISLO I W = (v^−_1 , . . . , v^−_n , v^+_1 , . . . , v^+_n ) — NABOR RAZLI^NYH WER[IN IZ V ; WER[INA v^−_i (i = 1, . . . , n) NAZYWAETSQ i-M IS-

TO^NIKOM, A WER[INA v^+_i — i-M STOKOM; ISTO^NIKI I STOKI NAZYWA@TSQ POL@- SAMI. nAKONEC, PUSTX c: E → R_+ — FUNKCIQ, SOPOSTAWLQ@]AQ KAVDOMU REBRU

e GRAFA Γ NEOTRICATELXNOE ^ISLO c(e) — EGO PROPUSKNU@ SPOSOBNOSTX. tOGDA NABOR (Γ, W, c) NAZYWAETSQ n-TRANSPORTNOJ SETX@.

rASSMOTRIM SLEDU@]U@ ZADA^U. dANY n-TRANSPORTNAQ SETX S = (Γ, W, c) I NABOR NEOTRICATELXNYH ^ISEL ψ = (ψ_1, . . . , ψ_n). tREBUETSQ PEREMESTITX PO SETI S WE]ESTWA n SORTOW; PRI “TOM WE]ESTWO i-GO SORTA (i = 1, . . . , n) PEREME- ]AETSQ IZ i-GO ISTO^NIKA W i-J STOK W KOLI^ESTWE ψ_i EDINIC; WE]ESTWA PEREME- ]A@TSQ PO R¡BRAM; PO ODNOMU I TOMU VE REBRU WE]ESTWA MOGUT PEREME]ATXSQ W RAZNYH NAPRAWLENIQH, NO SUMMARNOE KOLI^ESTWO PEREME]¡NNOGO WE]ESTWA PO REBRU e NE PREWOSHODIT c(e) EDINIC (SUMMIROWANIE WED¡TSQ BEZ U^¡TA NAPRAWLE- NIQ, T. E. PO MODUL@). wOPROS: PRI KAKIH USLOWIQH NA S I ψ TAKOE PEREME]ENIE WOZMOVNO?

pRI n = 1 OTWET NA “TOT WOPROS POLU^EN fORDOM I fALKERSONOM [1]; BOLEE TOGO, ANALOGI^NAQ ZADA^A RE[ENA IMI DLQ ORIENTIROWANNOJ SETI (DLQ KAVDOGO REBRA KOTOROJ UKAZANO NAPRAWLENIE PEREME]ENIQ). pRI n = 2 UTWERVDENIE, ANALOGI^NOE TEOREME fORDA-fALKERSONA, DOKAZANO W DANNOJ STATXE; NA^INAQ S n = 3 (A W SLU^AE ORIENTIROWANNOJ SETI — NA^INAQ S n = 2) ANALOGI^NOE UTWERVDENIE NEWERNO; W STATXE PRIWODQTSQ KONTRPRIMERY.

Typeset by AMS-TEX 1

pUSTX S = (Γ, W, c) — n-TRANSPORTNAQ SETX. bUDEM S^ITATX, ^TO GRAF Γ NE SODERVIT KRATNYH R¡BER, ^TO NE SUVAET POSTAWLENNOJ ZADA^I, POSKOLX- KU GRUPPU KRATNYH R¡BER MOVNO ZAMENITX ODNIM REBROM, PROSUMMIROWAW IH PROPUSKNYE SPOSOBNOSTI. wEKTOR-FUNKCIQ φ = (φ_1, . . . , φ_n), GDE φ_i: V^2 → R

(i = 1, . . . , n), NAZYWAETSQ (DOPUSTIMYM) POTOKOM W SETI S, ESLI WYPOL-

NENY SLEDU@]IE USLOWIQ (W KOTORYH v, w — PROIZWOLXNYE WER[INY IZ V , i = 1, . . . , n): 1) ESLI v I w NE SOEDINENY REBROM, TO φ_i(v, w) = 0; 2) φ_i(v, w) = −φ_i(w, v); 3) ESLI v ≠ v^+_i I v ≠ v^−_i , TO^∑_v0_{∈V} φ_i(v, v^′) = 0; 4) ∑ v0_{∈V} φ_i(v^−_i , v^′) ¿ 0;

5) DLQ L@BOGO REBRA e ∈ E S KONCAMI v I w WYPOLNENO^{n∑}_{j=1} |φ_j(v, w)| 6 c(e).

wEKTOR ψ = (ψ_1, . . . , ψ_n), GDE

ψ_i = ∑ v0_{∈V} φ_i(v^−_i , v^′), i = 1, . . . , n, (1) NAZYWAETSQ WELI^INOJ POTOKA φ. wEKTOR ψ, QWLQ@]IJSQ WELI^INOJ NEKOTORO- GO POTOKA W DANNOJ SETI S, NAZYWAETSQ DOPUSTIMYM DLQ S. mNOVESTWO WSEH DOPUSTIMYH WEKTOROW DLQ S OBOZNA^IM ^EREZ Ψ.

~ISLO φ_i(v, w) INTERPRETIRUETSQ KAK KOLI^ESTWO WE]ESTWA i-GO SORTA, PERE- ME]¡NNOGO PO REBRU IZ WER[INY v W WER[INU w. pRI “TOM POSTAWLENNAQ WY[E ZADA^A ZWU^IT TAK: PRI KAKIH USLOWIQH WEKTOR ψ DOPUSTIM DLQ SETI S ILI TAK: OPISATX MNOVESTWO WSEH DOPUSTIMYH WEKTOROW DLQ DANNOJ SETI S.

1. pROSTEJ[IE SWOJSTWA POTOKA. pUSTX I ⊆ {1, . . . , n}, E^′ ⊆ E. sKA- VEM, ^TO MNOVESTWO R¡BER E^′ QWLQETSQ I-SE^ENIEM SETI S, ESLI DLQ L@BOGO

i ∈ I L@BOJ PUTX, SOEDINQ@]IJ WER[INU v^−_i S WER[INOJ v^+_i , PERESEKAETSQ S

MNOVESTWOM E^′. eSLI REBRO e IMEET KONCAMI WER[INY v I w, TO OBOZNA^IM φ_i(e) = |φ_i(v, w)|. uTWERVDENIE 1. A) ∀i ψi ¿ 0; B) ∀i^∑_v0_{∈V} φ_i(v^+_i , v^′) = −ψ_i;

W) DLQ L@BOGO I-SE^ENIQ E^′ WYPOLNENO ∑ i∈I ψ_i 6 ∑ e∈E0 c(e). (2) dOKAZATELXSTWO. a) SLEDUET IZ USLOWIQ 4) W OPREDELENII POTOKA; B) 0 = ∑ v,v0_{∈V} φ_i(v, v^′) = ∑ v /∈{v�_i ,v+_i } ∑ v0_{∈V} φ_i(v, v^′) + ∑ v0_{∈V} φ_i(v^−_i , v^′) + ∑ v0_{∈V} φ_i(v^+_i , v^′) =

= 0 + ψ_i + ∑ v0_{∈V} φ_i(v^+_i , v^′).

W) pRI UDALENII WSEH R¡BER IZ MNOVESTWA E^′ SETX RASPADAETSQ NA KOMPO- NENTY SWQZNOSTI, PRI^¡M DLQ L@BOGO i ∈ I WER[INY v^−_i I v^+_i LEVAT W RAZNYH KOMPONENTAH. pUSTX i ∈ I, V_i — MNOVESTWO WSEH WER[IN, LEVA]IH W TOJ VE KOMPONENTE, ^TO I v^−_i , E^′_i — MNOVESTWO TEH R¡BER IZ E^′, ROWNO ODIN KONEC KOTORYH SODERVITSQ W MNOVESTWE V_i. tOGDA

ψ_i = ∑ v∈V_i,v0∈V φ_i(v, v^′) = ∑ v,v0_{∈Vi} φ_i(v, v^′) + ∑ v∈V_i,v0∈V \V_i φ_i(v, v^′) 6 6 0 +^∑_{v∈Vi,v0∈V \Vi} |φ(v, v^′)| =^∑_{e∈E0i} φi(e) 6^∑_{e∈E0} φi(e). sUMMIRUQ PO WSEM i ∈ I, POLU^IM ∑ i∈I ψ_i 6 ∑ e∈E0 ∑ i∈I φ_i(e) 6 ∑ e∈E0 c(e). uTWERVDENIE 1 DOKAZANO.

2. tEOREMY O MAKSIMALXNOM POTOKE. oGRANI^ENIQ NA DOPUSTIMYJ WEK- TOR W DANNOJ SETI, SODERVA]IESQ W PP. A), W) UTW. 1, NAZOW¡M ESTESTWENNYMI. mNOVESTWO WSEH WEKTOROW, UDOWLETWORQ@]IH ESTESTWENNYM OGRANI^ENIQM DLQ SETI S, OBOZNA^IM ^EREZ Ψ_0. tEOREMU fORDA-fALKERSONA MOVNO PEREFORMULI- ROWATX SLEDU@]IM OBRAZOM.

tEOREMA 1 [1]. eSLI n = 1, TO Ψ = Ψ0. dRUGIMI SLOWAMI, WEKTOR ψ

DOPUSTIM W DANNOJ SETI TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ON UDOWLETWORQET WSEM ESTESTWENNYM OGRANI^ENIQM.

mY DOKAVEM SLEDU@]U@ TEOREMU. tEOREMA 2. eSLI n = 2, TO Ψ = Ψ0.

dALEE W PP. 3–5 MY DOKAVEM WSPOMOGATELXNYE UTWERVDENIQ, W P. 6 ZAWER[IM DOKAZATELXSTWO TEOREMY 2, W P. 7 PRIWED¡M KRITERIJ SU]ESTWOWANIQ POTOKA

DANNOJ WELI^INY ψ DLQ PROIZWOLXNOGO n. nAKONEC, W P. 8 PRIWED¡M KONTRPRI- MERY. dO KONCA DOKAZATELXSTWA TEOREMY 2 BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO n = 2, ESLI NE OGOWORENO PROTIWNOE.

3. sWOJSTWA MNOVESTW NA PLOSKOSTI. mNOVESTWO M ⊆ R^2_+ NAZOW¡M MONOTONNYM, ESLI DLQ L@BYH 0 6 x_1 6 y_1 I 0 6 x_2 6 y_2 IZ TOGO, ^TO (y_1, y_2) ∈

M SLEDUET (x_1, x_2) ∈ M . pUSTX z = (z_1, z_2), z_1 ¿ 0, z_2 ¿ 0, z ≠ (0, 0). tO^KU

x ∈ M NAZOW¡M GRANI^NOJ TO^KOJ PO NAPRAWLENI@ z, ESLI DLQ L@BOGO ε > 0

WYPOLNENO x + εz /∈ M ; TO^KU x NAZOW¡M WERHNEGRANI^NOJ, ESLI ONA GRANI^NA PO NEKOTOROMU NAPRAWLENI@; TO^KU x NAZOW¡M KRAJNEJ, ESLI ONA GRANI^NA PO NAPRAWLENIQM (1, 0) I (0, 1).

uTWERVDENIE 2. a) MNOVESTWO Ψ MONOTONNO, KOMPAKTNO I WYPUKLO; B) MNOVESTWO Ψ_0 MONOTONNO I WYPUKLO;

W) OGRANI^ENIQ MNOVESTW Ψ I Ψ_0 NA KAVDU@ KOORDINATNU@ OSX SOWPADA@T; G) ESLI X, Y — MONOTONNYE, WYPUKLYE MNOVESTWA, X ZAMKNUTO, X ⊆ Y ,

X ≠ Y I OGRANI^ENIQ MNOVESTW X, Y NA KAVDU@ KOORDINATNU@ OSX SOWPA- DA@T, TO W X NAJDËTSQ KRAJNQQ TO^KA, NE QWLQ@]AQSQ WERHNEGRANI^NOJ DLQ Y ; D) ESLI TO^KA ψ ∈ Ψ_0 TAKOWA, ^TO HOTQ BY W ODNOM NERAWENSTWE (2) DO-

STIGAETSQ RAWENSTWO, TO ψ WERHNEGRANI^NA DLQ MNOVESTWA Ψ_0.

dOKAZATELXSTWO. A) dOKAVEM MONOTONNOSTX. pUSTX IMEETSQ POTOK WELI^I-

NY (y_1, y_2) I 0 6 x_i 6 y_i (i = 1, 2). tOGDA, UMENX[IW i-@ KOORDINATU POTOKA NA KAVDOM REBRE W y_i/x_i RAZ DLQ i = 1, 2, MY POLU^IM POTOK WELI^INY (x_1, x_2) (ESLI x_i = 0, TO SOOTWETSTWU@]U@ KOORDINATU OBNULIM).

dOKAVEM KOMPAKTNOSTX I WYPUKLOSTX. rASSMOTRIM POTOK W DANNOJ SETI, KAK WEKTOR IZ PROSTRANSTWA R^{|V |2·2} c KOORDINATAMI φ_i(v, w) (i = 1, 2, v, w ∈ V ). zA- METIM, ^TO USLOWIQ 1)-5) IZ OPREDELENIQ POTOKA MOVNO PEREPISATX W WIDE KONE^- NOJ SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ I NESTROGIH LINEJNYH NERAWENSTW (USLOWIE

|a| 6 b RAWNOSILXNO SISTEME a 6 b, −a 6 b), PO“TOMU MNOVESTWO WSEH POTOKOW

ZAMKNUTO I WYPUKLO. w TO VE WREMQ, KAVDAQ KOORDINATA POTOKA OGRANI^ENA, ZNA^IT MNOVESTWO WSEH POTOKOW OGRANI^ENO. tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO WSEH POTOKOW KOMPAKTNO. oTOBRAVENIE (1), SOPOSTAWLQ@]EE POTOKU EGO WELI^INU, LINEJNO, A ZNA^IT NEPRERYWNO; NEPRERYWNYJ OBRAZ KOMPAKTA — KOMPAKT, LI- NEJNYJ OBRAZ WYPUKLOGO MNOVESTWA WYPUKL (TAK KAK LINEJNOE OTOBRAVENIE OTREZKI PEREWODIT W OTREZKI). pO“TOMU MNOVESTWO WSEH DOPUSTIMYH WEKTOROW DANNOJ SETI KOMPAKTNO I WYPUKLO.

B) kAVDOE IZ ESTESTWENNYH OGRANI^ENIJ (2) ZADA¡T W PERWOM KWADRANTE MONO- TONNOE WYPUKLOE MNOVESTWO, PO“TOMU IH PERESE^ENIE I OGRANI^ENIE NA PERWYJ KWADRANT (DAWAEMOE P. A) UTW. 1) ESTX MONOTONNOE WYPUKLOE MNOVESTWO.

W) eSLI, NAPRIMER, PERWU@ KOORDINATU WELI^INY POTOKA PRIRAWNQTX K NUL@, TO PERWU@ KOORDINATU WO WS¡M POTOKE MOVNO S^ITATX RAWNOJ NUL@ I TEM SAMYM MY SWED¡M ZADA^U K ODNOMERNOJ, T. E. SLU^A@ n = 1. sOGLASNO TEOREME 1, W “TOM SLU^AE Ψ = Ψ_0.

G) pUSTX x = (x_1, x_2) ∈ Y , NO x /∈ X. zAMETIM, ^TO TAK KAK X I Y SOW- PADA@T NA KOORDINATNYH OSQH, TO x NE LEVIT NA NIH, T. E. x_1 > 0 I x_2 > 0. w SILU MONOTONNOSTI, (0, 0) ∈ Y . mNOVESTWA X, Y SOWPADA@T NA KOORDINAT- NYH OSQH, ZNA^IT, (0, 0) ∈ X. tOGDA PERESE^ENIE X ∩ [0, x] ZAMKNUTO I NEPUS- TO, SLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET MAKSIMALXNOE α TAKOE, ^TO αx ∈ X. pUSTX

y = αx = (y_1, y_2). pOKAVEM, ^TO y — ISKOMAQ TO^KA.

tAK KAK x ∈ Y , TO, W SILU MONOTONNOSTI, PRQMOUGOLXNIK [0, x_1] × [0, x_2] CE- LIKOM SODERVITSQ W Y . eSLI α ≠ 0, TO TO^KA y LEVIT WNUTRI “TOGO PRQMO- UGOLXNIKA I NE MOVET BYTX GRANI^NOJ DLQ Y ; ESLI VE α = 0, TO ZAMETIM, ^TO PERESE^ENIE OKRUVNOSTI DOSTATO^NO MALOGO RADIUSA S CENTROM W NA^ALE KOOR- DINAT I PERWOGO KWADRANTA CELIKOM LEVIT W “TOM PRQMOUGOLXNIKE, A ZNA^IT, TO^KA y NE GRANI^NA DLQ Y NI PO ODNOMU NAPRAWLENI@, T. E. NE WERHNEGRANI^NA.

dALEE, PREDPOLOVIM, ^TO U — NE KRAJNQQ TO^KA DLQ X. mOVNO S^ITATX, ^TO DLQ NEKOTOROGO ε > 0 WYPOLNENO (y_1 + ε, y_2) ∈ X. tAK KAK x ∈ Y , TO (0, x_2) ∈ Y , A W SILU TOGO, ^TO MNOVESTWA X I Y SOWPADA@T NA OSI OY, IMEEM (0, x_2) ∈ X. nAKONEC IZ WYPUKLOSTI MNOVESTWA X SLEDUET, ^TO OTREZOK S KONCAMI W TO^KAH (y_1 + ε, y_2) I (0, x_2) CELIKOM SODERVITSQ W X; KROME TOGO, x_2 > y_2. iZ GEOMETRI^ESKIH SOOBRAVENIJ QSNO, ^TO NA “TOM OTREZKE NAJD¡TSQ TO^KA WIDA

α^′x DLQ α^′ > α. pOSLEDNEE PROTIWORE^IT WYBORU α. tAKIM OBRAZOM, y —

KRAJNQQ TO^KA DLQ MNOVESTWA X.

D) pUSTX ψ = (ψ_1, ψ_2) I NERAWENSTWO, W KOTOROM DOSTIGAETSQ RAWENSTWO, IMEET WID_α

1ψ_1 + α_2ψ_2 6 c. (3)

pUSTX α = (α_1, α_2). zAMETIM, ^TO α_1 ¿ 0, α_2 ¿ 0 I α ≠ (0, 0). dLQ L@BOGO

ε > 0 RASSMOTRIM WEKTOR ψ^′ = ψ + αε = (ψ^′_1, ψ^′_2). iMEEM

α_1ψ^′_1 + α_2ψ^′_2 = α_1ψ_1 + α_2ψ_2 + ε(α^2_1 + α^2) > c,

T. E. TO^KA ψ^′ NE UDOWLETWORQET USLOWI@ (3), A ZNA^IT, NE PRINADLEVIT MNO- VESTWU Ψ_0. iTAK, TO^KA ψ GRANI^NA DLQ Ψ_0 PO NAPRAWLENI@ α, SLEDOWATELXNO, WERHNEGRANI^NA.

uTWERVDENIE 2 DOKAZANO.

4. pRIWED¡NNYJ POTOK. w DANNOM PUNKTE S^ITAEM n PROIZWOLXNYM. pUSTX PUTX Π PROHODIT REBRO e PO NAPRAWLENI@ OT WER[INY v K WER[INE v^′ (v

I v^′ — KONCY REBRA e). tOGDA SKAVEM, ^TO WEKTOR φ(v, v^′) QWLQETSQ POTOKOM NA

REBRE e WDOLX PUTI Π. eSLI PUTX Π PROHODIT REBRO e NESKOLXKO RAZ, TO BUDEM

GOWORITX O POTOKE NA e DLQ KAVDOGO OTDELXNOGO WHOVDENIQ REBRA e W PUTX Π. rEBRO e NAZOW¡M POLOVITELXNO [OTRICATELXNO] ORIENTIROWANNYM DLQ PUTI Π, ESLI SU]ESTWUET WHOVDENIE REBRA e W Π, DLQ KOTOROGO OBE KOORDINATY PO- TOKA NA e NEOTRICATELXNY [NEPOLOVITELXNY]. pUTX Π NAZOW¡M i-MONOTONNYM

(i = 1, 2), ESLI DLQ L@BOGO WHOVDENIQ L@BOGO REBRA e W PUTX Π i-Q KOORDINATA

POTOKA NA e POLOVITELXNA. sKAVEM, ^TO WER[INA v QWLQETSQ i-WER[INOJ, ESLI HOTQ BY DLQ ODNOJ WER[INY v^′ WYPOLNENO φi(v, v^′) ≠ 0.

pOTOK NAZOW¡M PRIWEDËNNYM, ESLI NI DLQ KAKOGO i NE SU]ESTWUET i-MONOTON- NOGO CIKLA. pOTOK φ NAZOW¡M “LEMENTARNYM, ESLI DLQ NEKOTOROGO i SU]ESTWUET PROSTOJ PUTX Π IZ WER[INY v^−_i W WER[INU v^+_i , TAKOJ, ^TO:

i) PUTX Π QWLQETSQ i-MONOTONNYM;

ii) DLQ L@BYH WER[IN v, v^′ I L@BOGO j ≠ i WYPOLNENO φ_j(v, v^′) = 0;

iii) DLQ L@BOGO REBRA e, NE WHODQ]EGO W PUTX Π, WYPOLNENO φ_i(e) = 0.

sKAVEM, ^TO POTOK φ^′ QWLQETSQ PODPOTOKOM POTOKA φ, ESLI DLQ L@BYH i, v, v^′ IZ NERAWENSTWA φ^′_i(v, v^′) > 0 SLEDUET φ_i(v, v^′) > φ^′_i(v, v^′).

uTWERVDENIE 3. A) dLQ L@BOGO POTOKA φ SU]ESTWUET PRIWEDËNNYJ PO-

TOK φ^′ S TOJ VE WELI^INOJ, QWLQ@]IJSQ PODPOTOKOM POTOKA φ.

B) l@BOJ PRIWEDËNNYJ POTOK PREDSTAWIM W WIDE SUMMY KONE^NOGO ^ISLA

SWOIH “LEMENTARNYH PODPOTOKOW:

φ = φ^1 + . . . + φ^k. (4)

W) w PRIWEDËNNOM POTOKE DLQ L@BOJ i-WER[INY v SU]ESTWUET i-MONOTON-

NYJ PUTX IZ v^−_i W v^+_i , PROHODQ]IJ ^EREZ v.

dOKAZATELXSTWO. A) pUSTX W POTOKE φ SU]ESTWUET i-MONOTONNYJ CIKL C.

wOZXM¡M W KA^ESTWE ε MINIMALXNOE IZ ^ISEL φ_i(e) PO WSEM R¡BRAM e, WHODQ]IM W CIKL C. uMENX[IM NA ε i-@ KOORDINATU POTOKA WDOLX CIKLA C NA WSEH R¡BRAH IZ C. pRI “TOM MY POLU^IM POTOK TOJ VE WELI^INY I HOTQ BY NA ODNOM IZ R¡BER ^ISLO φ_i(e) STANET RAWNYM NUL@. sLEDOWATELXNO, ZA KONE^NOE ^ISLO OPISANNYH OPERACIJ MY DOB˙¡MSQ TOGO, ^TOBY POTOK STAL PRIWED¡NNYM. o^EWIDNO, ^TO NA KAVDOM [AGE NI ODNO IZ ^ISEL φi(v, w) NE UWELI^IWAETSQ PO MODUL@ I NE MENQET ZNAK. zNA^IT, MY POLU^IM PODPOTOK ISHODNOGO POTOKA.

B) eSLI WELI^INA POTOKA φ OTLI^NA OT NULEWOGO WEKTORA (NAPRIMER, ψ_i ≠ 0), TO POSTROIM PROSTOJ i-MONOTONNYJ PUTX Π IZ v^−_i W v^+_i . dLQ “TOGO, STARTUQ S WER- [INY v^−_i , BUDEM POSLEDOWATELXNO WYBIRATX R¡BRA TAK, ^TOBY i-MONOTONNOSTX NE NARU[ALASX (“TO MOVNO SDELATX W SILU SOHRANENIQ KOLI^ESTWA WE]ESTWA),

POKA NE DOJD¡M DO WER[INY v^+_i . w PROCESE POSTROENIQ PUTI MY NE MOVEM ZA- CIKLITXSQ, TAK KAK i-MONOTONNYH CIKLOW NE SU]ESTWUET W SILU PRIWED¡NNOSTI POTOKA.

dALEE, PUSTX ε — MINIMALXNOE IZ ^ISEL φ_i(e) PO WSEM R¡BRAM e IZ PUTI Π. rASSMOTRIM “LEMENTARNYJ POTOK φ^1, SOSTOQ]IJ W PERENESENII ε EDINIC i-GO WE]ESTWA WDOLX PUTI Π. pOLOVIM φ^{(1)} = φ − φ^1. zAMETIM, ^TO POTOKI

φ^1 I φ^{(1)} QWLQ@TSQ PODPOTOKAMI POTOKA φ I POTOK φ^{(1)} PRIWED¡N KAK PODPO-

TOK PRIWED¡NNOGO POTOKA. kROME TOGO, HOTQ BY DLQ ODNOGO REBRA e ^ISLO φ_i(e) OTLI^NO OT NULQ, A φ^{(1)}_i (e) = 0. pO“TOMU, POWTORIW OPISANNU@ PROCEDURU KO- NE^NOE ^ISLO RAZ, MY PREDSTAWIM φ W WIDE SUMMY φ = φ^1 + . . . + φ^k + φ^{(k)}, W KOTOROJ KAVDYJ IZ POTOKOW φ^j QWLQETSQ PODPOTOKOM POTOKA φ, A WELI^INA PO- TOKA φ^{(k)} ESTX NULEWOJ WEKTOR. pOTOK φ^{(k)} TOVDESTWENNO RAWEN NUL@, TAK KAK W PROTIWNOM SLU^AE W N¡M DLQ NEKOTOROGO i NA[¡LSQ BY i-MONOTONNYJ CIKL, ^TO PROTIWORE^IT PRIWED¡NNOSTI.

W) wOSPOLXZUEMSQ PREDSTAWLENIEM (4). dLQ NEKOTOROGO “LEMENTARNOGO POTOKA

φ^j WER[INA v QWLQETSQ i-WER[INOJ. pUSTX Π — i-MONOTONNYJ PUTX POTOKA φ^j

(ON EDINSTWENEN). w SILU TOGO, ^TO φ^j QWLQETSQ PODPOTOKOM POTOKA φ, PUTX Π BUDET i-MONOTONNYM TAKVE DLQ φ.

uTWERVDENIE 3 DOKAZANO.

5. nAGRUVENNYE R¡BRA. pUSTX W SETI S IMEETSQ POTOK φ. rEBRO e NAZOW¡M NAGRUVENNYM, ESLI φ_1(e) + φ_2(e) = c(e). eSLI PRI “TOM φ_1(e) > 0 I φ_2(e) > 0,

TO REBRO e NAZOW¡M 2-NAGRUVENNYM, A W PROTIWNOM SLU^AE — 1-NAGRUVENNYM. pOTOK φ NAZOW¡M KRITI^ESKIM, ESLI:

i) EGO WELI^INA ψ QWLQETSQ KRAJNEJ TO^KOJ MNOVESTWA Ψ; ii) ^ISLO NAGRUVENNYH R¡BER W N¡M MINIMALXNO SREDI WSEH POTOKOW, UDOWLE- TWORQ@]IH SWOJSTWU i);

iii) ^ISLO 2-NAGRUVENNYH R¡BER W N¡M MAKSIMALXNO SREDI WSEH POTOKOW, UDOW-

LETWORQ@]IH SWOJSTWAM i) I ii).

nAZOW¡M i-INWERSIEJ (i = 1, 2) SLEDU@]EE PREOBRAZOWANIE SETI I POTOKA: DLQ L@BYH v, v^′ ^ISLO φ_i(v, v^′) ZAMENQETSQ NA −φ_i(v, v^′) I MENQ@TSQ MESTAMI WER[INY v^−_i I v^+_i . pRI i-INWERSII POTOK OSTA¡TSQ POTOKOM, SOHRANQ@TSQ: EGO WELI^INA, NAGRUVENNYE R¡BRA, KRITI^NOSTX, PRIWED¡NNOSTX.

uTWERVDENIE 4. a) pUSTX DLQ L@BYH i, j ∈ {1, 2} W L@BOM PUTI Π, WE-

DU]EM IZ WER[INY v^−_i W v^+_j , PRISUTSTWUET POLOVITELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO. tOGDA NA WELI^INE ψ RASSMATRIWAEMOGO POTOKA HOTQ BY ODNO IZ NERAWENSTW (2) OBRA]AETSQ W RAWENSTWO.

B) pUSTX RASSMATRIWAEMYJ POTOK KRITI^ESKIJ, C — KONTUR (ZAMKNUTYJ

PUTX) I W C IMEETSQ POLOVITELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO e.

tOGDA W KONTURE C NAJDËTSQ OTRICATELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO e^′.

W) pUSTX RASSMATRIWAEMYJ POTOK KRITI^ESKIJ I PRIWEDËNNYJ, Π — PUTX,

NA^INA@]IJSQ S WER[INY v^−_i , I e — PERWOE NAGRUVENNOE REBRO, WSTRE^ENNOE NA PUTI Π. tOGDA i-Q KOORDINATA POTOKA NA REBRE e DLQ PERWOGO WHOVDENIQ e W Π NEOTRICATELXNA.

G) pUSTX RASSMATRIWAEMYJ POTOK KRITI^ESKIJ I PRIWEDËNNYJ, L@BYE DWA

POL@SA SETI SOEDINENY PUTËM, NO W L@BOM PUTI, SOEDINQ@]EM RAZLI^NYE POL@SA, IMEETSQ NAGRUVENNOE REBRO. tOGDA S POMO]X@ INWERSIJ MOVNO IZ- MENITX SETX I POTOK TAK, ^TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE: DLQ L@BYH i, j ∈ {1, 2} SU]ESTWUET PUTX Π, WEDU]IJ IZ WER[INY v^−_i W WER[INU v^+_j , TAKOJ, ^TO W Π IMEETSQ POLOVITELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO I OTSUTSTWU- @T OTRICATELXNO ORIENTIROWANNYE NAGRUVENNYE RËBRA.

dOKAZATELXSTWO. A) oBOZNA^IM ^EREZ V_0 MNOVESTWO KONCOW WSEH PUTEJ Π, NA^I-

NA@]IHSQ S WER[IN v^−_1 , v^−_2 , I NE SODERVA]IH POLOVITELXNO ORIENTIROWANNYH NAGRUVENNYH R¡BER. wER[INY v^+_1 , v^+_2 NE PRINADLEVAT MNOVESTWU V_0. oBOZNA- ^IM ^EREZ E^′ MNOVESTWO WSEH TAKIH R¡BER, ODIN KONEC KOTORYH PRINADLEVIT MNOVESTWU V_0, A DRUGOJ — NET. iMEEM: ∑ i=1,2 ψ_i = ∑ v∈V0,v0∈V \V0 ∑ i=1,2 φ_i(v, v^′) = ∑ v∈V0,v0∈V \V0 ∑ i=1,2 |φ_i(v, v^′)| = ∑ e∈E0 c(e). (5) mY WIDIM, ^TO PRAWAQ I LEWAQ ^ASTI RAWENSTWA (5) QWLQ@TSQ, SOOTWETSTWEN- NO, PRAWOJ I LEWOJ ^ASTX@ ODNOGO IZ NERAWENSTW (2); MNOVESTWO E^′, O^EWIDNO, QWLQETSQ {1, 2}-SE^ENIEM.

B) wNA^ALE RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA C — CIKL, T. E. NE SODERVIT POWTORQ- @]IHSQ R¡BER. pREDPOLOVIM PROTIWNOE: POTOK NA L@BOM NAGRUVENNOM REBRE WDOLX C IMEET HOTQ BY ODNU POLOVITELXNU@ KOORDINATU. pROIZWED¡M S PO- TOKOM W CIKLE C SLEDU@]EE PREOBRAZOWANIE: UMENX[IM KAVDU@ KOORDINATU POTOKA NA WSEH R¡BRAH WDOLX CIKLA C NA ODNO I TO VE DOSTATO^NO MALENXKOE ^ISLO ε. pOKAVEM, ^TO PREOBRAZOWANNYJ POTOK QWLQETSQ POTOKOM. tREBOWANIQ

1)–4) IZ OPREDELENIQ POTOKA, O^EWIDNO, WYPOLNENY.

eSLI REBRO NE NAGRUVENO, T. E. W NERAWENSTWE 5) IZ OPREDELENIQ POTOKA NE DOSTIGAETSQ RAWENSTWA, TO PRI DOSTATO^NO MALOM ε NERAWENSTWO SOHRANITSQ I RAWENSTWO TAKVE NE BUDET DOSTIGATXSQ. eSLI REBRO NAGRUVENO, TO HOTQ BY OD- NA KOORDINATA POTOKA NA N¡M (WDOLX C) POLOVITELXNA (ESLI OBE KOORDINATY NULEWYE, TO REBRO NE MOVET BYTX NAGRUVENO); ESLI DRUGAQ KOORDINATA TAKVE POLOVITELXNA, TO PRI DOSTATO^NO MALOM ε SUMMA ABSOL@TNYH WELI^IN KOORDI- NAT POTOKA NA “TOM REBRE UMENX[ITSQ, NERAWENSTWO 5) BUDET WYPOLNENO, A REBRO

PERESTANET BYTX NAGRUVENNYM; ESLI DRUGAQ KOORDINATA NULEWAQ ILI OTRICA- TELXNAQ, TO ABSOL@TNAQ WELI^INA PERWOJ KOORDINATY UMENX[ITSQ, A WTOROJ — UWELI^ITSQ NA TU VE WELI^INU, SUMMA OSTANETSQ POSTOQNNOJ I NERAWENSTWO 5) BUDET WYPOLNENO. iTAK, PREOBRAZOWANNYJ POTOK QWLQETSQ POTOKOM.

zAMETIM, ^TO WELI^INA NOWOGO POTOKA SOWPADAET S WELI^INOJ ISHODNOGO. pO USLOWI@, W CIKLE C IMEETSQ NAGRUVENNOE REBRO e, OBE KOORDINATY ISHODNO- GO POTOKA NA KOTOROM (WDOLX C) NEOTRICATELXNY. eSLI “TI KOORDINATY PO- LOVITELXNY, TO W NOWOM POTOKE REBRO e PERESTANET BYTX NAGRUVENNYM, ^TO PROTIWORE^IT KRITI^NOSTI ISHODNOGO POTOKA. eSLI VE ODNA KOORDINATA PO- LOVITELXNA, A DRUGAQ RAWNA NUL@, TO REBRO IZ 1-NAGRUVENNOGO PREWRATITSQ W 2-NAGRUVENNOE, ^TO TAKVE PROTIWORE^IT KRITI^NOSTI ISHODNOGO POTOKA. pRO- TIWORE^IE. sLU^AJ, KOGDA C — CIKL, RASSMOTREN.

tEPERX RASSMOTRIM OB]IJ SLU^AJ. pUSTX W KONTURE C NEKOTORAQ WER[INA v WSTRE^AETSQ BOLEE ODNOGO RAZA. wYDELIM DWA E¡ WHOVDENIQ W KONTUR C, I C RAZOB˙¡M NA DWA KONTURA: C_1 — OT PERWOGO WHOVDENIQ WER[INY v DO WTOROGO I C_2 — OT WTOROGO WHOVDENIQ DO PERWOGO. wYBEREM TOT IZ KONTUROW C_1, C_2, W KOTOROM REBRO e PROHODITSQ W NUVNOM NAM NAPRAWLENII (KOGDA WSE KOORDINA- TY POTOKA NA N¡M NEOTRICATELXNY). pRODOLVIM PROCESS DO TEH POR, POKA NE POLU^IM KONTUR C^′, W KOTOROM WER[INY NE POWTORQ@TSQ. eSLI C^′ IMEET DLINU 2, T. E. PROHODIT PO REBRU e W DWUH NAPRAWLENIQH, TO REBRO e PRI PROHOVDENII W OBRATNOM NAPRAWLENII BUDET ISKOMYM e^′. eSLI VE C^′ IMEET DLINU, BOLX[U@ ^EM 2, TO C^′ QWLQETSQ CIKLOM I DLQ NEGO UTWERVDENIE DOKAZANO.

W) pUSTX v, v^′ — KONCY REBRA e, PRI^¡M PUTX Π SNA^ALA PROHODIT WER[INU v, A ZATEM v^′. oBOZNA^IM ^EREZ Π^′ U^ASTOK PUTI Π OT v^−_i DO WER[INY v, PROJ- DENNYJ W OBRATNOM NAPRAWLENII (OT v DO v^−_i ). pREDPOLOVIM, ^TO UTWERVDENIE NE WYPOLNENO, T. E. φ_i(v, v^′) < 0. wER[INA v^′ QWLQETSQ i-WER[INOJ, PO“TOMU, KAK SLEDSTWIE P. W) UTW. 3, SU]ESTWUET PROSTOJ i-MONOTONNYJ PUTX Π^{′′} IZ v^−_i W

v^′. pOSTROIM KONTUR s : PROJD¡M PO PUTI Π^{′′}, ZATEM PO REBRU e, ZATEM PO PUTI Π^′.

s POMO]X@ j-INWERSII (j ≠ i) MOVNO DOBITXSQ TOGO, ^TOBY WYPOLNQLOSX

φ_j(v^′, v) ¿ 0. mY POLU^IM, ^TO W KONTURE C IMEETSQ POLOVITELXNO ORIEN-

TIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO e; W TO VE WREMQ, OTSUTSTWU@T OTRICATELXNO ORIENTIROWANNYE NAGRUVENNYE R¡BRA: DEJSTWITELXNO, NA PUTI Π^{′′} I REBRE e i-Q KOORDINATA POTOKA POLOVITELXNA, A NA PUTI Π^′ NET NAGRUVENNYH R¡BER. pOLU^ILI PROTIWORE^IE S P. B).

G) rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) SU]ESTWUET 2-NAGRUVENNOE REBRO; 2) NE SU- ]ESTWUET 2-NAGRUVENNYH R¡BER.

sLU^AJ 1. pUSTX e — 2-NAGRUVENNOE REBRO S KONCAMI v I w. s POMO]X@ INWERSIJ MOVNO DOBITXSQ WYPOLNENIQ NERAWENSTW φ_1(v, w) > 0, φ_2(v, w) > 0.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNYE i, j ∈ {1, 2}. wER[INY v I w QWLQ@TSQ 1- I 2- WER[INAMI. pO“TOMU, WSLEDSTWIE P. W) UTW. 3, SU]ESTWU@T i-MONOTONNYJ PUTX

Π^− IZ WER[INY v^−_i W v I j-MONOTONNYJ PUTX Π+ IZ w W WER[INU v+_j . iSKO-

MYJ PUTX Π OBRAZUEM IZ PUTI Π^−, REBRA e I PUTI Π^+. rEBRO e NAGRUVENO I POLOVITELXNO ORIENTIROWANO DLQ Π. w TO VE WREMQ NA WSEH R¡BRAH WDOLX Π HOTQ BY ODNA KOORDINATA POTOKA POLOVITELXNA, PO“TOMU W Π OTRICATELXNO ORIENTIROWANNYH R¡BER NET.

sLU^AJ 2. pO USLOWI@ UTWERVDENIQ L@BYE POL@SA SOEDINENY MEVDU SO- BOJ PUTQMI; ZNA^IT, OBE KOORDINATY WELI^INY POTOKA NENULEWYE, PO“TOMU i-YE ISTO^NIK I STOK QWLQ@TSQ i-WER[INAMI; KROME TOGO, v^−_1 SOEDINENA PUT¡M S v^+_2 , T. E. NEKOTORAQ 1-WER[INA SOEDINENA PUT¡M S NEKOTOROJ 2-WER[INOJ. rASSMOT- RIM KRAT^AJ[IJ PUTX Π_0, SOEDINQ@]IJ NEKOTORU@ 1-WER[INU v_1 S NEKOTOROJ 2-WER[INOJ v_2 (WOZMOVNO, Π IMEET NULEWU@ DLINU). w SILU MINIMALXNOSTI, NA KAVDOM REBRE PUTI Π_0 OBE KOORDINATY POTOKA RAWNY NUL@.

tAKVE, KAK W SLU^AE 1, RASSMOTRIM PROIZWOLXNYE i, j ∈ {1, 2}. sU]ESTWU@T i-MONOTONNYJ PUTX Π^−, WEDU]IJ IZ v^−_i W v_i, I j-MONOTONNYJ PUTX Π^+, WEDU]IJ IZ v_j W v^+_j . oBRAZUEM PUTX Π: ESLI i = j, TO Π SOSTOIT IZ Π^− I Π^+; ESLI i ≠ j, TO Π SOSTOIT IZ Π^−, Π_0 I Π^+. w PUTI Π NET OTRICATELXNO ORIENTIROWANNYH NAGRUVENNYH R¡BER: DEJSTWITELXNO, NA U^ASTKAH Π^−, Π^+ HOTQ BY ODNA KOOR- DINATA POTOKA POLOVITELXNA, A NA U^ASTKE Π_0 NET NAGRUVENNYH R¡BER. w TO VE WREMQ, PO USLOWI@ UTWERVDENIQ, W PUTI Π (SOEDINQ@]EM POL@SA) ESTX NA- GRUVENNOE REBRO e. w SILU USLOWIQ SLU^AQ 2, REBRO e QWLQETSQ 1-NAGRUVENNYM. nO EDINSTWENNAQ NENULEWAQ KOORDINATA POTOKA NA e DOLVNA BYTX POLOVITELXNA WDOLX Π, PO“TOMU e POLOVITELXNO ORIENTIROWANO WDOLX Π.

uTWERVDENIE 4 DOKAZANO.

6. zAWER[ENIE DOKAZATELXSTWA TEOREMY 2. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) SU]ESTWU@T DWA POL@SA, NE SOEDIN¡NNYE PUT¡M; 2) L@BYE DWA POL@SA SOEDINE- NY PUT¡M.

sLU^AJ 1. eSLI DLQ NEKOTOROGO i POL@SA v^−_i I v^+_i NE SOEDINENY PUT¡M, TO MNOVESTWO Ψ SKONCENTRIROWANO NA ODNOJ KOORDINATNOJ OSI; MY ZNAEM (P. W) UTW. 2), ^TO MNOVESTWA Ψ I Ψ_0 SOWPADA@T NA KOORDINATNYH OSQH, SLEDOWATELX- NO, Ψ = Ψ_0. eSLI VE DLQ L@BOGO i POL@SA v^−_i I v^+_i SOEDINENY PUT¡M, TO W SILU USLOWIQ SLU^AQ 1, DLQ NEKOTORYH σ, τ ∈ {+, −} POL@SA v^σ_1 I v^τ_2 NE SOEDINENY PUT¡M; TOGDA DLQ L@BYH σ, τ POL@SA v^σ_1 I v^τ_2 NE SOEDINENY PUT¡M, T. E. SETX RASPADAETSQ NA DWE NESWQZNYE KOMPONENTY S_1 I S_2, GDE S_i SODERVIT POL@SA

v^−_i I v^+_i . pOTOKI W SETQH S_1, S_2 MOVNO S^ITATX ODNOMERNYMI. zAMETIM, ^TO

MNOVESTWA Ψ I Ψ_0 DLQ WSEJ SETI ESTX DEKARTOWY PROIZWEDENIQ SOOTWETSTWU@- ]IH ODNOMERNYH MNOVESTW DLQ SETEJ S_1 I S_2, ZNA^IT, IZ SOWPADENIQ MNOVESTW

Ψ I Ψ_0 NA KOORDINATNYH OSQH SLEDUET IH SOWPADENIE WS@DU, T. E. TEOREMA 2 DOKAZANA.

sLU^AJ 2. pREDPOLOVIM, ^TO TEOREMA 2 NEWERNA, T. E. Ψ ≠ Ψ0. pRIMENIM P. G) UTW. 2 K MNOVESTWAM X = Ψ, Y = Ψ_0; “TO MOVNO SDELATX, TAK KAK W SILU PP. A), B) UTW. 2 MNOVESTWA Ψ, Ψ_0 MONOTONNY I WYPUKLY, A Ψ ZAMKNUTO; KROME TOGO, W SILU P. W) UTW. 2 MNOVESTWA Ψ I Ψ0 SOWPADA@T NA KOORDINATNYH OSQH, A W SILU PP. A), W) UTW. 1, Ψ ⊆ Ψ_0. pOLU^IM, ^TO SU]ESTWUET KRAJNQQ TO^KA ψ MNOVESTWA Ψ, NE QWLQ@]AQSQ WERHNEGRANI^NOJ DLQ Ψ_0. iZ P. D) UTW. 2 SLEDUET, ^TO W TO^KE ψ NI ODNO IZ NERAWENSTW (2) NE OBRA]AETSQ W RAWENSTWO.

sU]ESTWUET KRITI^ESKIJ POTOK φ MO]NOSTI ψ. w SILU P. A) UTW. 3 MOVNO S^ITATX, ^TO POTOK φ PRIWED¡N. pUTX, SODERVA]IJ HOTQ BY ODNO NAGRUVENNOE R¡BRO, NAZOW¡M VËSTKIM. rASSMOTRIM DWA PODSLU^AQ: 2.1) SU]ESTWU@T DWA POL@SA, SOEDIN¡NNYH NEV¡STKIM PUT¡M; 2.2) L@BOJ PUTX, SOEDINQ@]IJ DWA RAZLI^NYH POL@SA, QWLQETSQ V¡STKIM.

sLU^AJ 2.1. tAK KAK TO^KA ψ KRAJNQQ, TO MO]NOSTX POTOKA φ NELXZQ UWELI- ^ITX NI PO ODNOJ IZ KOORDINAT, SLEDOWATELXNO, L@BOJ PUTX IZ v^−_i W v^+_i (i = 1, 2) QWLQETSQ V¡STKIM. zNA^IT, SU]ESTWUET NEV¡STKIJ PUTX Π_0, SOEDINQ@]IJ WER- [INY WIDA v^σ_1 I v^τ_2 (σ, τ ∈ {+, −}). s POMO]X@ INWERSIJ MOVNO DOBITXSQ TOGO, ^TOBY WYPOLNQLOSX σ = τ = −. tAK KAK WER[INY v^−_1 I v^−_2 SOEDINENY NEV¡STKIM PUT¡M, A L@BOJ PUTX, SOEDINQ@]IJ v^−_i I v^+_i (i = 1, 2), V¡STOK, TO L@BOJ PUTX Π, SOEDINQ@]IJ WER[INU v^−_i S WER[INOJ v^+_j (i, j ∈ {1, 2}), V¡STOK.

pUSTX e_Π — PERWOE NAGRUVENNOE REBRO, WSTRE^ENNOE NA PUTI Π, S^ITAQ OT WER[INY v^−_i . tOGDA, W SILU P. W) UTW. 4, i-Q KOORDINATA POTOKA NA REBRE e_Π WDOLX PUTI Π NEOTRICATELXNA. rASSMOTRIM PUTX Π^′, QWLQ@]IJSQ OB˙EDINENI- EM PUTEJ Π_0 I Π. pUTX Π^′ NA^INAETSQ S WER[INY v^−_i0 (i^′ ≠ i) I e_Π — PERWOE, WSTRE^ENNOE NA N¡M NAGRUVENNOE REBRO. sOGLASNO P. W) UTW. 4, i^′-Q KOORDINATA POTOKA NA REBRE e_Π WDOLX PUTI Π^′ (A ZNA^IT, I WDOLX PUTI Π) NEOTRICATELXNA. iTAK, W L@BOM PUTI Π, SOEDINQ@]EM WER[INU v^−_i S WER[INOJ v^+_j (i, j ∈ {1, 2}), IMEETSQ POLOVITELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO. tOGDA, W SILU P. A) UTW. 4, W TO^KE ψ HOTQ BY ODNO IZ NERAWENSTW (2) OBRA]AETSQ W RAWENSTWO. pROTIWORE^IE.

sLU^AJ 2.2. pRIMENIM P. G) UTW. 4; “TO MOVNO SDELATX, TAK KAK PO USLO- WI@ SLU^AEW 2 I 2.2 L@BYE DWA POL@SA SOEDINENY PUT¡M, NO W L@BOM PUTI, SOEDINQ@]EM RAZNYE POL@SA, ESTX NAGRUVENNOE REBRO; KROME TOGO, POTOK φ KRITI^ESKIJ I PRIWED¡NNYJ. pOSLE NEOBHODIMYH INWERSIJ POLU^IM SOWOKUP- NOSTX PUTEJ Π_{i,j} (i, j ∈ {1, 2}), TAKIH, ^TO Π_{i,j} WED¡T IZ WER[INY v^−_i W v^+_j , SODERVIT POLOVITELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO I NE SODERVIT OTRICATELXNO ORIENTIROWANNYH NAGRUVENNYH R¡BER.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNYE i, j ∈ {1, 2} I PROIZWOLXNYJ PUTX Π, WEDU]IJ IZ

v^−_i W WER[INU v^+_j . pUSTX Π^′ — PUTX Π, PROJDENNYJ W OBRATNOM NAPRAWLENII.

iZ PUTEJ Π_{i,j} I Π^′ OBRAZUEM KONTUR C. w N¡M IMEETSQ POLOVITELXNO ORIENTI- ROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO, SLEDOWATELXNO, PO P. B) UTW. 4 W C DOLVNO BYTX OTRICATELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO e^′; REBRO e^′ NE PRINADLEVIT U^ASTKU Π_{i,j}, SLEDOWATELXNO, e^′ PRINADLEVIT PUTI Π^′. —TO VE REBRO e^′ BUDET DLQ PUTI Π POLOVITELXNO ORIENTIROWANNYM. iTAK, W L@BOM PUTI, WEDU]EM IZ WER[INY v^−_i W v^+_j , IMEETSQ POLOVITELXNO ORIENTIROWANNOE NAGRUVENNOE REBRO. w SILU P. A) UTW. 4 ZAKL@^AEM, ^TO W TO^KE ψ HOTQ BY ODNO IZ NERAWENSTW (2) OBRA]AETSQ W RAWENSTWO. pROTIWORE^IE.

tEOREMA 2 DOKAZANA.

7. dWOJSTWENNAQ ZADA^A. w DANNOM PUNKTE MY DOKAVEM KRITERIJ SU- ]ESTWOWANIQ POTOKA DANNOJ WELI^INY DLQ PROIZWOLXNOGO n, SWODQ]IJ ZADA^U K DWOJSTWENNOJ S TO^KI ZRENIQ LINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ. pUSTX S — SETX I ρ: E → R_+ — FUNKCIQ, SOPOSTAWLQ@]AQ KAVDOMU REBRU e EGO DLINU ρ(e). tOGDA NABOR^¯S = (S, ρ) NAZOW¡M METRI^ESKOJ SETX@. dLINOJ PUTI Π W METRI- ^ESKOJ SETI NAZOW¡M SUMMU DLIN R¡BER, WHODQ]IH W “TOT PUTX S U^¡TOM KRAT- NOSTI WHOVDENIJ; RASSTOQNIEM MEVDU WER[INAMI v, v^′ NAZOW¡M MINIMALXNU@ IZ DLIN PUTEJ, SOEDINQ@]IH v I v^′, OBOZNA^IM E¡ ρ(v, v^′); ESLI WER[INY v, v^′ NE SOEDINENY PUT¡M, POLOVIM ρ(v, v^′) = +∞. oBOZNA^IM ρ_i = ρ(v^−_i , v^+_i ).

nAPOMNIM PRINCIP DWOJSTWENNOSTI LINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ [2]. pUSTX A — MATRICA RAZMERA p × q; b, x — WEKTORA DLINY p; c, y — WEKTORA DLINY q

(x, y — NEIZWESTNYE). tOGDA ZADA^A

Ax^T 6 c^T , x ¿ 0, bx^T → max (6)

DWOJSTWENNA K ZADA^E

A^T y^T ¿ b^T , y ¿ 0, cy^T → min . (7)

dWOJSTWENNYE ZADA^I ODNOWREMENNO IME@T ILI NE IME@T RE[ENIQ I ESLI IME- @T, TO MAKSIMUM ZADA^I (6) SOWPADAET S MINIMUMOM ZADA^I (7).

tEOREMA 3. wEKTOR ψ DOPUSTIM DLQ SETI S TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

DLQ L@BOJ METRI^ESKOJ SETI S̄ = (S, ρ) WYPOLNENO NERAWENSTWO n∑ i=1 ψ_iρ_i 6 ∑ e∈E c(e)ρ(e). (8) dOKAZATELXSTWO. nEOBHODIMOSTX. pUSTX φ — POTOK MO]NOSTI ψ; φ MOV-

NO S^ITATX PRIWED¡NNYM. w SILU P. B) UTW. 3 POTOK φ PREDSTAWIM W WIDE SUM- MY KONE^NOGO ^ISLA “LEMENTARNYH PODPOTOKOW (4). dLQ KAVDOGO i = 1, . . . , n

OBOZNA^IM ^EREZ φ^{i,1}, . . . , φ^{i,ki} TE IZ PODPOTOKOW (4), W KOTORYH SU]ESTWUET i- MONOTONNYJ PUTX IZ v^−_i W v^+_i . uKAZANNYJ i-MONOTONNYJ PUTX DLQ POTOKA φ^{i,j} OBOZNA^IM ^EREZ Π^{i,j}, A i-@ KOORDINATU MO]NOSTI POTOKA φ^{i,j} OBOZNA^IM ^EREZ

ψ^{i,j}. nAPOMNIM, POTOK φ^{i,j} SOSTOIT W PEREME]ENII ψ^{i,j} EDINIC i-GO WE]ESTWA

WDOLX PUTI Π^{i,j} . iMEEM: ∑ e∈E c(e)ρ(e) ¿ ∑ e∈E (^n∑ i=1 k_i∑

j=1 φ^{i,j}_i (e) ) ρ(e) = n∑ i=1 k_i∑

j=1 ∑ e∈E φ^{i,j}_i (e)ρ(e) =

= n∑ i=1 k_i∑

j=1 ψ^{i,j} ∑ e∈Π^{i,j} ρ(e) ¿ n∑ i=1 k_i∑

j=1 ψ^{i,j}ρ_i = n∑ i=1 ρ_i k_i∑

j=1 ψ^{i,j} = n∑ i=1 ρ_iψ_i. dOSTATO^NOSTX. pUSTX ψ^′ = (ψ^′_1, . . . , ψ^′_n) — WEKTOR, UDOWLETWORQ@]IJ SIS- TEME NERAWENSTW (8). pOKAVEM, ^TO ψ^′ ∈ Ψ. wMESTO SETI S BUDEM RASSMATRIWATX SETX S^′, POLU^ENNU@ SLEDU@]IM OBRAZOM: DOBAWIM K S WER[INY w_1, . . . , w_n I R¡BRA e_1, . . . , e_n. rEBROM e_i SOEDINIM WER[INU v^+_i S WER[INOJ w_i; NAZNA^IM REBRU e_i PROPUSKNU@ SPOSOBNOSTX ψ^′_i; WER[INU w_i NAZNA^IM i-M STOKOM SETI S^′.

pOKAVEM, ^TO SETX S^′ UDOWLETWORQET NERAWENSTWAM (8). dEJSTWITELXNO, DLQ PROIZWOLXNOJ METRI^ESKOJ SETI (S^′, ρ) IMEEM: n∑ i=1 ψ^′_iρ(v^−_i , w_i) = n∑ i=1 ψ^′_i(ρ(v^−_i , v^+_i ) + ρ(v^+_i , w_i)) = n∑ i=1 ψ^′_iρ_i + n∑ i=1 ψ^′_iρ(e_i) 6 6^∑_{e∈E} c(e)ρ(e) +^{n∑}_{i=1} c(ei)ρ(ei) =^∑_{e∈E∪{e1,... ,en }} c(e)ρ(e). o^EWIDNO, ^TO ESLI WEKTOR ψ^′ DOPUSTIM DLQ SETI S^′, TO ON DOPUSTIM DLQ S. tAKIM OBRAZOM, DOSTATO^NO DOKAZATX IMPLIKACI@ (8) ⇒ ψ^′ ∈ Ψ DLQ SETI S^′. w DALXNEJ[EM DOKAZATELXSTWE BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ S SETX S^′ I WSE STANDART- NYE OBOZNA^ENIQ (v^−_i , v^+_i , E, V, Ψ, . . . ) BUDEM OTNOSITX K SETI S^′.

pUSTX P_i — MNOVESTWO WSEWOZMOVNYH PUTEJ BEZ SAMOPERESE^ENIJ, WEDU]IH IZ WER[INY v^−_i W WER[INU v^+_i (i = 1, . . . , n). pOLOVIM P = P_1 ∪ . . . ∪ P_n,

p = |P |, q = |E|. zANUMERUEM PUTI IZ MNOVESTWA P ^ISLAMI OT 1 DO p, A R¡BRA

IZ E — ^ISLAMI OT 1 DO q. pUSTX A = (a_{i,j}) — MATRICA RAZMERA p×q, W KOTOROJ

a_{i,j} = 1, ESLI i-E REBRO PRINADLEVIT j-MU PUTI, I a_{i,j} = 0 W PROTIWNOM SLU^AE.

dALEE, PUSTX c — WEKTOR DLINY q, W KOTOROM c_i ESTX PROPUSKNAQ SPOSOBNOSTX i-GO REBRA; b — WEKTOR DLINY p, SOSTOQ]IJ IZ EDINIC; x, y — NEIZWESTNYE WEKTORA DLIN, SOOTWETSTWENNO, p I q.

rASSMOTRIM DWOJSTWENNYE ZADA^I (6) I (7). kAVDYJ POTOK φ BUDEM RASSMAT- RIWATX KAK SUMMU “LEMENTARNYH PODPOTOKOW (4). s KAVDYM “LEMENTARNYM POTOKOM ODNOZNA^NO SWQZAN PUTX IZ MNOVESTWA P . mO]NOSTX@ “LEMENTARNO- GO POTOKA BUDEM NAZYWATX EDINSTWENNU@ NENULEWU@ KOORDINATU EGO WELI^INY. pRIDADIM PEREMENNOJ x_i SLEDU@]IJ SMYSL: x_i ESTX MO]NOSTX “LEMENTARNO- GO POTOKA WDOLX i-GO PUTI IZ MNOVESTWA P . tOGDA NERAWENSTWA IZ ZADA^I (6) IME@T SLEDU@]IJ SMYSL: DLQ L@BOGO REBRA e SUMMA MO]NOSTEJ “LEMENTARNYH POTOKOW, PROHODQ]IH ^EREZ e, NE PREWOSHODIT c(e), I MO]NOSTI “LEMENTARNYH POTOKOW NEOTRICATELXNY. tAKIM OBRAZOM, WEKTOR x DOPUSTIM W ZADA^E (6) TOG- DA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SUMMA “LEMENTARNYH POTOKOW S SOOTWETSTWU@]IMI MO]NOSTQMI x_i ESTX POTOK W SETI S. iTAK, KAVDOJ DOPUSTIMOJ TO^KE x ZADA^I (6) SOOTWETSTWUET POTOK φ^x W SETI S S WELI^INOJ ψ^x. uSLOWIE MAKSIMIZACII ZADA^I (6) OZNA^AET: SUMMA KOORDINAT WELI^INY POTOKA φ^x, T. E. SUMMA^∑_i ψ^x_i MAKSIMALXNA.

rASSMOTRIM TEPERX ZADA^U (7). pEREMENNOJ y_j PRIDADIM SMYSL: y_j ESTX DLINA j-GO REBRA. kAVDYJ NABOR y POROVDAET SWO@ METRI^ESKU@ SETX S^y =

(S, ρ^y). nERAWENSTWA ZADA^I (7) PRI “TOM PRIOBRETA@T SMYSL: DLINY R¡BER

NEOTRICATELXNY I DLINA L@BOGO PUTI W METRI^ESKOJ SETI S_y, SOEDINQ@]EGO i-J ISTO^NIK S i-M STOKOM (i = 1, . . . , n), NE MENX[E EDINICY. uSLOWIE MINIMIZACII ZADA^I (7) OZNA^AET MINIMIZACI@ SUMMY^∑_{e∈E} c(e)ρ^y(e).

zAMETIM, ^TO PO POSTROENI@ SETI S^′, ψ^x_i 6 ψ^′_i DLQ L@BYH x, i. kROME TO- GO, DLQ METRI^ESKOJ SETI S_y WYPOLNENO (8). pO“TOMU DLQ L@BYH DOPUSTIMYH RE[ENIJ x, y ZADA^ (6), (7) WYPOLNENY NERAWENSTWA n∑ i=1 ψ^x_i 6 n∑ i=1 ψ^′_i 6 n∑ i=1 ψ^′_iρ^y_i 6 ∑ e∈E c(e)ρ^y(e). (9) w CEPO^KE NERAWENSTW (9) SLEWA STOIT WELI^INA, MAKSIMIZIRUEMAQ W ZADA^E (6), A SPRAWA — WELI^INA, MINIMIZIRUEMAQ W (7). w SILU PRINCIPA DWOJSTWENNOSTI, DLQ NEKOTORYH x^0, y^0 LEWAQ WELI^INA W (9) SOWPAD¡T S PRAWOJ, A ZNA^IT, WSE WELI^INY W (9) SOWPADUT MEVDU SOBOJ. w ^ASTNOSTI,^∑_i ψ^{x0}_i =^∑_i ψ^′_i. oTS@DA I IZ NERAWENSTW ψ^{x0}_i 6 ψ^′_i (i = 1, . . . , n) SLEDUET, ^TO ψ^{x0}_i = ψ^′_i DLQ L@BOGO i, T. E. ψ^{x0} = ψ^′, A ZNA^IT, ψ^′ ∈ Ψ.

tEOREMA 3 DOKAZANA.

zAMETIM, ^TO (2) QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM NERAWENSTWA (8), DLQ POLU^ENIQ KOTOROGO DOSTATO^NO POLOVITX ρ(e) = 1 PRI e ∈ E^′ I ρ(e) = 0 W PROTIWNOM SLU^AE. dLQ n > 2 PREDSTAWLQET INTERES SLEDU@]AQ ZADA^A: WYDELITX IZ SISTEMY (8) KONE^NOE ^ISLO BAZISNYH NERAWENSTW, NAPODOBIE SISTEMY (2).

8. kONTRPRIMERY. pUSTX n = 3. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ SETX S: E¡ WER- [INAMI QWLQ@TSQ TOLXKO POL@SA, MNOVESTWO R¡BER RAWNO {(v^−_1 , v^−_2 ), (v^−_1 , v^+_2 ),

(v^−2 , v^−3 ), (v^−2 , v+3 ), (v+2 , v^−3 ), (v+2 , v+3 ), (v^−3 , v+1 ), (v+3 , v+1 )}; PROPUSKNYE SPOSOB-

NOSTI WSEH R¡BER RAWNY 1.

pUSTX ψ = (2, 1, 1). nESLOVNO PROWERITX, ^TO WSE ESTESTWENNYE OGRANI^ENIQ WYPOLNENY, T. E. ψ ∈ Ψ_0. rASSMOTRIM METRI^ESKU@ SETX^¯S, POLOVIW W SETI S DLINY WSEH R¡BER RAWNYMI 1, I PRIMENIM TEOREMU 3. pRAWAQ ^ASTX NERAWENSTWA (8) RAWNA ^ISLU R¡BER, T. E. 8, LEWAQ ^ASTX RAWNA 2ρ1 + ρ2 + ρ3 = 2 · 3 + 2 + 2 = 10. nERAWENSTWO (8) NE WYPOLNENO, SLEDOWATELXNO, φ /∈ Φ.

pUSTX TEPERX n = 2. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ ORIENTIROWANNU@ SETX S^′. mNOVESTWO WER[IN, POMIMO POL@SOW, SODERVIT WER[INY w_1, w_2, MNOVESTWO R¡BER RAWNO {(v^−_1 , w_2), (v^−_1 , v^−_2 ), (v^−_2 , w_1), (w_1, w_2), (w_2, v^+_2 ), (w_1, v^+_1 ), (v^+_2 , v^+_1 )}; PROPUSKNYE SPOSOBNOSTI R¡BER RAWNY 1. rASSMOTRIM ψ^′ = (1, 1). nESLOVNO PROWERITX, ^TO WYPOLNENY SLEDU@]IE ANALOGI ESTESTWENNYH OGRANI^ENIJ (DLQ PROIZWOLXNOGO MNOVESTWA R¡BER E^′ I L@BOGO I ⊆ {1, 2}): ESLI DLQ KAVDOGO

i ∈ I KAVDYJ ORIENTIROWANNYJ PUTX, WEDU]IJ IZ i-GO ISTO^NIKA W i-J STOK

PERESEKAETSQ S MNOVESTWOM E^′, TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO (2).

w TO VE WREMQ W S^′ NE SU]ESTWUET ORIENTIROWANNOGO POTOKA WELI^INY ψ^′. dEJSTWITELXNO, ORIENTIROWANNYJ PUTX IZ v^−_2 W v^+_2 EDINSTWENEN: v^−_2 , w_1, w_2, v^+_2 , PO“TOMU ON DOLVEN BYTX POLNOSTX@ ZAGRUVEN 2-M WE]ESTWOM, NO TOGDA NA L@- BOM PUTI IZ v^−_1 W v^+_1 WSTRETITSQ NAGRUVENNOE REBRO, T. E. NEWOZMOVNO PEREWESTI NIKAKOJ DOLI PERWOGO WE]ESTWA.

bLAGODARNOSTI. rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE fONDA pRE- ZIDENTA rf PODDERVKI NAU^NYH [KOL (PROEKT n––1807.2003.01) I PRI ^ASTI^- NOJ FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 02–01–00985).

lITERATURA

1. fORD l. r., fALKERSON d. r. pOTOKI W SETQH. — m.: mIR, 1966. 2. lINEJNOE PROGRAMMIROWANIE // mAT. “NCIKLOPEDIQ. — t. 3. — m.,

1982. — s. 353–355.

MEH.-MAT. FAKULXTET mgu, wOROBXWY GORY, mOSKWA, 119992, rOSSIQ

E-mail address: cherukhin@rambler.ru