aNALOG TEOREMY fORDA-fALKERSONA DLQ DWUMERNYH POTOKOW ~ERUHIN d. ‘. (mOSKWA)

iZWESTNAQ TEOREMA fORDA-fALKERSONA [1] GLASIT, ^TO MAKSIMALXNAQ WELI^INA PO- TOKA W SETI RAWNA MO]NOSTI MINIMALXNOGO RAZREZA; “TO WERNO DLQ SETEJ, SODERVA]IH KAK ORIENTIROWANNYE, TAK I NEORIENTIROWANNYE R¡BRA; WERNO TAKVE W SLU^AE NESKOLX- KIH WHODOW I WYHODOW, ESLI POTOK S L@BOGO WHODA MOVET NAPRAWLQTXSQ, RAZWETWLQQSX, NA WSE WYHODY. eSLI VE IMEETSQ OGRANI^ENIE OTNOSITELXNO TOGO, NA KAKIE WYHODY MOVET NAPRAWLQTXSQ POTOK S KAVDOGO KONKRETNOGO WHODA, ^TO “KWIWALENTNO MNOGOPRO- DUKTOWYM [2] POTOKAM (MY IH BUDEM NAZYWATX MNOGOMERNYMI), TO UVE W DWUMERNOM SLU^AE ANALOGI^NAQ TEOREMA PERESTA¡T BYTX WYPOLNENNOJ. oDNAKO, ESLI MY RASSMOT- RIM SETX TOLXKO S NEORIENTIROWANNYMI R¡BRAMI, ANALOG TEOREMY fORDA-fALKERSONA SPRAWEDLIW, KAK MY POKAVEM, I DLQ DWUMERNYH POTOKOW (DLQ TR¡HMERNYH POTOKOW DAVE W SLU^AE NEORIENTIROWANNOJ SETI ANALOGI^NAQ TEOREMA NEWERNA).

pUSTX Γ — KONE^NYJ NEORIENTIROWANNYJ GRAF S MNOVESTWOM WER[IN V I MNOVES- TWOM R¡BER E. dALEE, PUSTX n — NATURALXNOE ^ISLO I W = (v^−_1 , . . . , v^−_n , v^+_1 , . . . , v^+_n ) — NABOR RAZLI^NYH WER[IN IZ V ; WER[INA v^−_i (i = 1, . . . , n) NAZYWAETSQ i-M ISTO^NI-

KOM, A WER[INA v^+_i — i-M STOKOM; ISTO^NIKI I STOKI NAZYWA@TSQ POL@SAMI. nAKONEC,

PUSTX c: E → R+ — FUNKCIQ, SOPOSTAWLQ@]AQ KAVDOMU REBRU e GRAFA Γ NEOTRICA- TELXNOE ^ISLO c(e) — EGO PROPUSKNU@ SPOSOBNOSTX. tOGDA NABOR (Γ, W, c) NAZYWAETSQ

n-TRANSPORTNOJ SETX@.

pUSTX S = (Γ, W, c) — n-TRANSPORTNAQ SETX. bUDEM S^ITATX, ^TO GRAF Γ NE SODER- VIT KRATNYH R¡BER, ^TO NE SUVAET POSTAWLENNOJ ZADA^I, POSKOLXKU GRUPPU KRATNYH R¡BER MOVNO ZAMENITX ODNIM REBROM, PROSUMMIROWAW IH PROPUSKNYE SPOSOBNOSTI. wEKTOR-FUNKCI@ φ = (φ1, . . . , φn), GDE φi: V^2 → R (i = 1, . . . , n), NAZOW¡M (n-MERNYM)

POTOKOM W SETI S, ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ (W KOTORYH v, w — PROIZ-

WOLXNYE WER[INY IZ V , i = 1, . . . , n):

A) ESLI v I w NE SOEDINENY REBROM, TO φi(v, w) = 0; B) φi(v, w) = −φi(w, v); W) ESLI v ≠ v^+_i I v ≠ v^−_i , TO P_{v0∈V} φi(v, v^′) = 0; G) P_{v0 ∈V φi(v}−_{i , v′) ¿ 0;} D) DLQ L@BOGO REBRA e ∈ E S KONCAMI v I w WYPOLNENO^nP_{j=1} |φj(v, w)| 6 c(e).

wEKTOR ψ = (ψ1, . . . , ψn), GDE

ψ_i = X v^0 ∈V φ_i(v^−_i , v^′), i = 1, . . . , n, NAZYWAETSQ WELI^INOJ POTOKA φ. wEKTOR ψ, QWLQ@]IJSQ WELI^INOJ NEKOTOROGO POTOKA W DANNOJ SETI S, NAZYWAETSQ DOPUSTIMYM DLQ S. ~ISLO φi(v, w) INTERPRETIRUETSQ KAK KOLI^ESTWO i-GO PRODUKTA, PEREME]¡NNOGO PO REBRU, WEDU]EMU IZ WER[INY v W WER[INU w.

pUSTX I ⊆ {1, . . . , n}, E^′ ⊆ E. sKAVEM, ^TO MNOVESTWO R¡BER E^′ QWLQETSQ I-

SE^ENIEM SETI S, ESLI DLQ L@BOGO i ∈ I L@BOJ PUTX, SOEDINQ@]IJ WER[INU v^−_i S

WER[INOJ v^+_i , PERESEKAETSQ S MNOVESTWOM E^′. eSLI REBRO e IMEET KONCAMI WER[INY v I w, TO OBOZNA^IM φi(e) = |φi(v, w)|.

uTWERVDENIE 1. i) ∀i ψi ¿ 0;

ii) DLQ L@BOGO I-SE^ENIQ E^′ WYPOLNENOX i∈I ψ_i 6 X e∈E^0 c(e). (1) oGRANI^ENIQ NA DOPUSTIMYJ WEKTOR W DANNOJ SETI, SODERVA]IESQ W UTWERVDENII 1, NAZOW¡M ESTESTWENNYMI. tEOREMU fORDA-fALKERSONA MOVNO PEREFORMULIROWATX SLEDU@]IM OBRAZOM.

tEOREMA 1. [1] eSLI n = 1, TO WEKTOR ψ DOPUSTIM W DANNOJ SETI TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ON UDOWLETWORQET WSEM ESTESTWENNYM OGRANI^ENIQM.

sPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ TEOREMA.

tEOREMA 2. eSLI n = 2, TO WEKTOR ψ DOPUSTIM W DANNOJ SETI TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ON UDOWLETWORQET WSEM ESTESTWENNYM OGRANI^ENIQM.

dOKAZATELXSTWO (W ^ASTI, OBRATNOJ K UTWERVDENI@ 1) PROWODITSQ PO SLEDU@]EJ SHEME: ESLI TEOREMA NEWERNA, TO NAJD¡TSQ MAKSIMALXNYJ DOPUSTIMYJ WEKTOR ψ (T. E. TAKOJ, ^TO PRI UWELI^ENII HOTQ BY ODNOJ KOORDINATY ON PERESTA¡T BYTX DOPUSTI- MYM), NA KOTOROM NI ODNO IZ NERAWENSTW (1) NE OBRA]AETSQ W RAWENSTWO. rASSMOTRIM POTOK MO]NOSTI ψ I BUDEM PROWODITX S NIM SLEDU@]IE PREOBRAZOWANIQ (*): WYBIRA- ETSQ NEKOTORYJ KONTUR, I ODNA KOORDINATA POTOKA (LIBO OBE ODNOWREMENNO) IZMENQ- ETSQ WDOLX “TOGO KONTURA NA ODNU I TU VE WELI^INU; PRI IZMENENII OBEIH KOORDINAT WOZMOVNO UWELI^ENIE ODNOJ I UMENX[ENIE DRUGOJ. pRI “TOM BUDEM SLEDITX, ^TOBY POTOK OSTAWALSQ POTOKOM; WELI^INA EGO, O^EWIDNO, NE IZMENQETSQ.

cELX@ NA[IH PREOBRAZOWANIJ QWLQETSQ POLU^ENIE TAKOGO POTOKA Π^∗, ^TO NAJD¡TSQ SE^ENIE, ^EREZ KOTOROE PRODUKT KAVDOGO TIPA PROHODIT W SWO¡M STROGO OPREDEL¡NNOM NAPRAWLENII. —TO I BUDET OZNA^ATX, ^TO ODNO IZ NERAWENSTW (1) OBRA]AETSQ W RAWEN- STWO, I, TEM SAMYM, MY POLU^IM PROTIWORE^IE.

w PROCESSE PREOBRAZOWANIJ BUDEM NABL@DATX ZA KOLI^ESTWOM NAGRUVENNYH R¡BER (T. E. TAKIH, DLQ KOTORYH NERAWENSTWO W P. D) OPREDELENIQ POTOKA OBRA]AETSQ W RAWEN- STWO) I 1-NAGRUVENNYH R¡BER (TAKIH NAGRUVENNYH, W POTOKE NA KOTORYH ROWNO ODNA KOORDINATA OTLI^NA OT NULQ). mOVNO POKAZATX, ^TO ESLI ψ — MAKSIMALXNYJ DOPUS- TIMYJ WEKTOR, POTOK PRIWED¡N (NE SU]ESTWUET KONTUROW, WDOLX KOTORYH NEKOTORAQ KOORDINATA POTOKA POLOVITELXNA) I NE IMEET WIDA Π^∗, TO SU]ESTWUET PREOBRAZOWA- NIE (*), UMENX[A@]EE ^ISLO NAGRUVENNYH ILI 1-NAGRUVENNYH R¡BER. tEM SAMYM, ZA KONE^NOE ^ISLO OPERACIJ (*) POTOK Π^∗ BUDET POSTROEN.

zAMETIM, ^TO DLQ MNOGOMERNOJ ZADA^I MOVNO DATX DOSTATO^NO OB]IJ KRITERIJ SU]ESTWOWANIQ POTOKA DANNOJ WELI^INY, OPIRA@]IJSQ NA PRINCIP DWOJSTWENNOSTI LINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ.

pUSTX S — SETX I ρ: E → R+ — FUNKCIQ, SOPOSTAWLQ@]AQ KAVDOMU REBRU e EGO DLINU ρ(e). tOGDA NABOR^¯S = (S, ρ) NAZOW¡M METRI^ESKOJ SETX@. dLINOJ PUTI Π W METRI^ESKOJ SETI NAZOW¡M SUMMU DLIN R¡BER, WHODQ]IH W “TOT PUTX S U^¡TOM KRATNOSTI WHOVDENIJ; RASSTOQNIEM MEVDU WER[INAMI v, v^′ NAZOW¡M MINIMALXNU@ IZ DLIN PUTEJ, SOEDINQ@]IH v I v^′, OBOZNA^IM E¡ ρ(v, v^′); ESLI WER[INY v, v^′ NE SOEDI- NENY PUT¡M, POLOVIM ρ(v, v^′) = +∞. oBOZNA^IM ρi = ρ(v^−_i , v^+_i ).

tEOREMA 3. wEKTOR ψ DOPUSTIM DLQ SETI S TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ L@BOJ

METRI^ESKOJ SETI^¯S = (S, ρ) WYPOLNENO NERAWENSTWO nX_{i=1 ψiρi 6} X_{e∈E c(e)ρ(e). (2)} zAMETIM, ^TO (1) QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM NERAWENSTWA (2), DLQ POLU^ENIQ KO- TOROGO DOSTATO^NO POLOVITX ρ(e) = 1 PRI e ∈ E^′ I ρ(e) = 0 W PROTIWNOM SLU^AE. w SLU^AE n > 2 PREDSTAWLQET INTERES SLEDU@]AQ ZADA^A: WYDELITX IZ SISTEMY (2) KONE^NOE MNOVESTWO BAZISNYH NERAWENSTW, PODOBNOE SISTEME (1).

w ZAKL@^ENIE PRIWED¡M KONTRPRIMERY, POKAZYWA@]IE, ^TO DLQ DWUMERNOJ ZADA^I PRI NALI^II ORIENTIROWANNYH R¡BER I DLQ TR¡HMERNOJ W SLU^AE NEORIENTIROWANNOJ SETI TEOREMA, ANALOGI^NAQ TEOREMAM 1, 2, NEWERNA.

pRI n = 2 RASSMOTRIM SLEDU@]U@ ORIENTIROWANNU@ SETX S^′. mNOVESTWO WER- [IN, POMIMO POL@SOW, SODERVIT WER[INY w1, w2, MNOVESTWO R¡BER RAWNO {(v^−_1 , w2),

(v^−_1 , v^−_2 ), (v^−_2 , w_1), (w_1, w_2), (w_2, v^+_2 ), (w_1, v^+_1 ), (v^+_2 , v^+_1 )}; PROPUSKNYE SPOSOBNOSTI R¡BER

RAWNY 1. rASSMOTRIM ψ^′ = (1, 1). nESLOVNO PROWERITX, ^TO WYPOLNENY SLEDU@]IE ANALOGI ESTESTWENNYH OGRANI^ENIJ (DLQ PROIZWOLXNOGO MNOVESTWA R¡BER E^′ I L@BO- GO I ⊆ {1, 2}): ESLI DLQ KAVDOGO i ∈ I KAVDYJ ORIENTIROWANNYJ PUTX, WEDU]IJ IZ i-GO ISTO^NIKA W i-J STOK PERESEKAETSQ S MNOVESTWOM E^′, TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

(1).

w TO VE WREMQ W S^′ NE SU]ESTWUET ORIENTIROWANNOGO POTOKA WELI^INY ψ^′. dEJST- WITELXNO, ORIENTIROWANNYJ PUTX IZ v^−_2 W v^+_2 EDINSTWENEN: v^−_2 , w1, w2, v^+_2 , PO“TOMU ON DOLVEN BYTX POLNOSTX@ ZAGRUVEN 2-M PRODUKTOM, NO TOGDA NA L@BOM PUTI IZ v^−_1 W

v^+_1 WSTRETITSQ NAGRUVENNOE REBRO, T. E. NEWOZMOVNO PEREWESTI NIKAKOJ DOLI PERWOGO

PRODUKTA.

dLQ n = 3 RASSMOTRIM SLEDU@]U@ SETX S: E¡ WER[INAMI QWLQ@TSQ TOLXKO PO- L@SA, MNOVESTWO R¡BER RAWNO {(v^−_1 , v^−_2 ), (v^−_1 , v^+_2 ), (v^−_2 , v^−_3 ), (v^−_2 , v^+_3 ), (v^+_2 , v^−_3 ), (v^+_2 , v^+_3 ),

(v^−_3 , v^+_1 ), (v^+_3 , v^+_1 )}; PROPUSKNYE SPOSOBNOSTI WSEH R¡BER RAWNY 1.

pUSTX ψ = (2, 1, 1). nESLOVNO PROWERITX, ^TO WSE ESTESTWENNYE OGRANI^ENIQ WY- POLNENY. rASSMOTRIM METRI^ESKU@ SETX^¯S, POLOVIW W SETI S DLINY WSEH R¡BER RAW- NYMI 1, I PRIMENIM TEOREMU 3. pRAWAQ ^ASTX NERAWENSTWA (2) RAWNA ^ISLU R¡BER, T. E. 8, LEWAQ ^ASTX RAWNA 2ρ1 + ρ2 + ρ3 = 2 · 3 + 2 + 2 = 10. nERAWENSTWO (2) NE WYPOLNENO, SLEDOWATELXNO, WEKTOR ψ NE DOPUSTIM.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE fONDA pREZIDENTA rf PODDERVKI NAU^NYH [KOL (PROEKT n––1807.2003.01) I PRI ^ASTI^NOJ FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 02–01–00985).

lITERATURA

1. fORD l. r., fALKERSON d. r. pOTOKI W SETQH. — m.: mIR, 1966. 2. pOTOK W SETI // mAT. “NCIKLOPEDIQ. — t. 4. — m., 1984. — s. 539.