udk 519.714

o SLOVNOSTI LINEJNYH OPERATOROW W KLASSE SHEM GLUBINY 2 / d. ‘. ~ERUHIN

w RABOTE PREDLOVENY METODY POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI LINEJNYH BULEWYH OPERATOROW (I SWQZANNYH S NIMI MATRIC) W DWUH MO- DELQH SHEM GLUBINY 2. w PERWOJ MODELI DOPUSTIMY TOLXKO LINEJNYE “LEMENTY S PROIZWOLXNYM ^ISLOM WHODOW; WO WTOROJ — PROIZWOLXNYE BU- LEWY “LEMENTY. mETODY PRIMENIMY K MATRICAM S DOSTATO^NO BOLX[IM RASSTOQNIEM hEMMINGA MEVDU STROKAMI, NAPRIMER, K MATRICAM aDAMA- RA. kL@^EWYE SLOWA: LINEJNYJ OPERATOR, BULEWA MATRICA, MATRICA aDA- MARA, RASSTOQNIE hEMMINGA, SHEMA IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW, SLOV- NOSTX, GLUBINA.

Keywords: linear operator, Boolean matrix, Hadamard matrix, Hamming distance, combinational circuit, complexity, depth.

o SLOVNOSTI LINEJNYH OPERATOROW W KLASSE SHEM GLUBINY 2

d. ‘. ~ERUHIN

rABOTA OTNOSITSQ K OBLASTI POLU^ENIQ NELINEJNYH NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI QWNO ZADANNYH FUNKCIJ ILI OPERATOROW W KLASSE SHEM IZ FUNK- CIONALXNYH “LEMENTOW S OGRANI^ENIQMI [1]. iSSLEDUETSQ OGRANI^ENIE NA GLUBINU SHEMY, A IMENNO, RASSMATRIWA@TSQ SHEMY GLUBINY 2 W DWUH RAZ- NYH BESKONE^NYH BAZISAH. w KA^ESTWE KLASSA IZU^AEMYH OPERATOROW WY- STUPAET DOSTATO^NO PROSTOJ I ESTESTWENNYJ KLASS LINEJNYH BULEWYH OPERATOROW. kAVDYJ OPERATOR SOOTWETSTWUET MATRICE IZ NULEJ I EDI- NIC, PO“TOMU MOVNO SKAZATX, ^TO W RABOTE IZU^AETSQ SLOVNOSTX BULEWYH MATRIC.

pERWYJ RASSMATRIWAEMYJ BAZIS ESTESTWENNO WOZNIKAET IZ WYBORA RE- ALIZUEMYH OPERATOROW: DLQ WY^ISLENIQ LINEJNOGO OPERATORA DOSTATO^NO LINEJNYH BAZISNYH “LEMENTOW. —TA MODELX W ^¡M-TO NAPOMINAET TEORI@ WENTILXNYH SHEM [2, 3], W KOTORYH ROLX “LEMENTARNOJ OPERACII WYPOLNQ- ET NE SUMMA PO MODUL@ 2, A DIZ˙@NKCIQ. w TO VE WREMQ RASSMATRIWAEMAQ MODELX SLOVNEE W SILU ZAKONA PRIWEDENIQ PODOBNYH SLAGAEMYH DLQ SUM- MY PO MODUL@ 2: x ⊕ x = 0. dLQ DIZ˙@NKCII SPRAWEDLIW BOLEE MQGKIJ

ZAKON x ∨ x = x, POZWOLQ@]IJ SWODITX OCENKU SLOVNOSTI MATRICY K KOMBINATORNOJ ZADA^E, PODOBNOJ ZADA^E NA POKRYTIE.

w TEORII WENTILXNYH SHEM IZWESTNY NELINEJNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI DAVE DLQ MODELI BEZ OGRANI^ENIQ NA GLUBINU [2]. w RASSMAT- RIWAEMOM NAMI BAZISE PODOBNYH OCENOK NE IZWESTNO; NELINEJNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI POLU^ENY TOLXKO PRI NALI^II OGRANI^ENIQ NA GLUBI- NU [4, 5]. dLQ SHEM GLUBINY 2 NAIBOLX[IE IZWESTNYE OCENKI IME@T WID

Ω(n ln n). w RABOTE [4] TAKIE OCENKI POLU^ENY DLQ MATRIC aDAMARA, W

RABOTE [5] — NAPRIMER, DLQ POLNYH WERHNETREUGOLXNYH MATRIC. rABOTA [4] SODERVIT DWA DOSTATO^NO KOROTKIH DOKAZATELXSTWA, OPIRA@]IHSQ NA IZWESTNYE KOMBINATORNYE TEOREMY. mETOD DOKAZATELXSTWA W [5] OSNOWAN NA TEORETIKO-GRAFOWOM SWOJSTWE SHEM, PODOBNOM NALI^I@ W SHEME SUPER- KONCENTRATORA [6].

w NASTOQ]EJ RABOTE PREDLOVEN METOD POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK (LEM- MA 1), OTLI^NYJ OT METODOW RABOT [4, 5]. oN POZWOLQET POLU^ATX OCENKI, ^UTX BOLEE NIZKIE, ^EM Ω(n ln n), DLQ MATRIC aDAMARA I BOLEE [IROKO- GO KLASSA KODOWYH MATRIC (TEOREMA 1). oTMETIM, ^TO METOD RABOTY [5] PRIMENIM TOLXKO K MATRICAM WYSOKOGO RANGA, TOGDA KAK METOD DANNOJ RABOTY MOVET BYTX PRIMEN¡N K MATRICAM NIZKOGO RANGA; NAPRIMER, RANG MATRICY aDAMARA NAD POLEM Z2 MOVET IMETX WID log_2 n. oTMETIM TAKVE, ^TO LEMMA 1 MOVET BYTX PRIMENENA K NEKODOWYM MATRICAM, NAPRIMER, K POLNYM WERHNETREUGOLXNYM.

w RABOTE TAKVE RASSMOTREN BOLEE SILXNYJ BAZIS, SOSTOQ]IJ IZ PROIZ-

WOLXNYH BULEWYH FUNKCIJ. nELINEJNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI W MO- DELI SHEM OGRANI^ENNOJ GLUBINY W “TOM BAZISE IZWESTNY [5–10]. w ^AST- NOSTI, W RABOTE [5] POLU^ENY OCENKI SLOVNOSTI WIDA Ω(n ln n) DLQ NEKO- TORYH MATRIC WYSOKOGO RANGA (NAPRIMER, POLNYH WERHNETREUGOLXNYH). w NASTOQ]EJ RABOTE DOKAZANA NELINEJNAQ NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI DLQ MATRIC S RASSTOQNIEM MEVDU STROKAMI, NE MENX[IM n/2 (TEOREMA 2); NA- PRIMER, DLQ MATRIC aDAMARA. oTMETIM, ^TO DOKAZATELXSTWA TEOREM 1 I 2 (WKL@^AQ LEMMY) SHOVI; TEOREMA 2 DA¡T OCENKU, STOLX VE WYSOKU@ PO PORQDKU, ^TO I TEOREMA 1, NO PRIMENIMA K BOLEE UZKOMU KLASSU MATRIC.

pONQTIE SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (sf—) W DANNOM BA- ZISE, WY^ISLQ@]EJ DANNU@ FUNKCI@ (OPERATOR), [IROKO IZWESTNO [1]. pOD SLOVNOSTX@ SHEMY MY BUDEM PONIMATX ^ISLO R¡BER W NEJ, A POD GLUBINOJ — NAIBOLX[U@ DLINU ORIENTIROWANNOGO PUTI, SOEDINQ@]EGO NEKOTORYJ WHOD S NEKOTORYM WYHODOM SHEMY. sLOVNOSTX OPERATORA F W KLASSE sf— W BAZISE B, GLUBINA KOTORYH NE PREWOSHODIT 2 (T. E. MINI- MALXNU@ SLOVNOSTX SHEMY IZ “TOGO KLASSA, WY^ISLQ@]EJ OPERATOR F ), OBOZNA^IM ^EREZ L^2_B(F ).

rASSMOTRIM DWA BAZISA: P2, SOSTOQ]IJ IZ WSEH BULEWYH FUNKCIJ, I

L_0, SOSTOQ]IJ IZ WSEH LINEJNYH ODNORODNYH BULEWYH FUNKCIJ: P_2 = {f | ∃n f: {0, 1}^n → {0, 1}}, L_0 = {f | ∃n f = x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n}. w CELQH SOKRA]ENIQ ZAPISI OBOZNA^IM:

L^2(F ) = L^2_{P2} (F ), L^2_⊕(F ) = L^2_{L0} (F ).

kAVDOMU LINEJNOMU ODNORODNOMU OPERATORU F : {0, 1}^n → {0, 1}^m NAD POLEM Z2 SOOTWETSTWUET EGO MATRICA M W STANDARTNOM BAZISE, M = (m_{ij})^{j=1,... ,m} i=1,... ,n . dALEE MY NE BUDEM RAZLI^ATX OPERATOR I SOOTWETSTWU-

@]U@ EMU MATRICU. w ^ASTNOSTI, BUDEM OPERIROWATX PONQTIQMI ”MAT- RICA, WY^ISLQEMAQ SHEMOJ” I ”SLOVNOSTX MATRICY”.

pUSTX M = (mij) — MATRICA S n STOLBCAMI I m STROKAMI. tAKU@ MATRICU BUDEM NAZYWATX (n, m)-MATRICEJ. wWED¡M FUNKCII φ_m(x) = min{x, m − x}, ψ_m(x) = x(m − x), I SLEDU@]U@ HARAKTERISTIKU MATRICY:

Δ(M) = n∑ i=1 φ_m (^m∑ j=1 m_{ij} ) . dLQ L@BOGO ^ISLA x ¿ 0 ^EREZ Δ(M; x) OBOZNA^IM MINIMALXNOE ZNA^ENIE WELI^INY Δ(M^′), WZQTOE PO WSEM PODMATRICAM M^′ MATRICY M, SOSTOQ- ]IM IZ NEKOTORYH STROK MATRICY M I SODERVA]IH NE MENX[E, ^EM x STROK.

uTWERVDENIE 1. φm(x) ¿^1_mψm(x), 0 6 x 6 m.

dOKAZATELXSTWO. eSLI x ∈ [0, 1/2], TO φ1(x) = x ¿ x − x^2 = ψ1(x), PO“TOMU, W SILU SIMMETRII FUNKCIJ φ1 I ψ1 OTNOSITELXNO PRQMOJ x =

1/2, IMEEM φ_1(x) ¿ ψ_1(x), x ∈ [0, 1]. tOGDA

φ_m(x) = mφ_1 ( x m ) ¿ mψ1^{( x}_m^) =^1_mψm(x), x ∈ [0, m].

uTWERVDENIE 1 DOKAZANO.

pUSTX M — (n, m)-MATRICA I ṽ1, . . . , ṽm — E¡ STROKI. oBOZNA^IM ^E- REZ d(ṽ, w̃) RASSTOQNIE hEMMINGA MEVDU WEKTORAMI ṽ = (v1, . . . , vn) I

w̃ = (w_1, . . . , w_n): d(ṽ, w̃) = n∑ i=1 |v_i − w_i|. mATRICU M NAZOW¡M (n, m, d)-MATRICEJ, ESLI RASSTOQNIE hEMMINGA MEV- DU L@BYMI DWUMQ E¡ RAZLI^NYMI STROKAMI NE MENX[E, ^EM d.

uTWERVDENIE 2. dLQ L@BOJ (n, m)-MATRICY M WYPOLNENO

Δ(M) ¿ 1 m ∑ 16i<j6m d(ṽ_i, w̃_i).

dOKAZATELXSTWO. pRIMENQQ UTWERVDENIE 1, POLU^IM ∑ 16i<j6m d(ṽ_i, ṽ_j) = ∑ 16i<j6m n∑ k=1 |m_{ik} − m_{jk}| =

= n∑ k=1 ∑ 16i<j6m |m_{ik} − m_{jk}| = n∑ k=1 ∑ i: mik =1 ∑ j: mjk =0 1 =

= n∑ k=1 (^m∑ i=1 m_{ik} )( m − m∑ j=1 m_{jk} ) = n∑ k=1 ψ_m (^m∑ i=1 m_{ik} ) 6 6 m^{n∑}_{k=1} φm^{( m∑}_{i=1} mik^) = mΔ(M). uTWERVDENIE 2 DOKAZANO.

pUSTX M — (n, m)-MATRICA, L > 0. mATRICE M I ^ISLU L POSTA- WIM W SOOTWETSTWIE POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL x0, x1, . . . , OPREDELQEMU@

SLEDU@]IM OBRAZOM:

x_0 = m 2 , x_{k+1} =

Δ(M; x_k) L , k = 0, 1, . . . oTMETIM, ^TO ^ISLO xk ZAWISIT OT DWUH PARAMETROW: M I L, KOTORYE QWNO NE UKAZANY DLQ “KONOMII ZAPISI.

lEMMA 1. eSLI W KAVDOJ STROKE MATRICY M IMEETSQ HOTQ BY DWE

EDINICY I L = L^2_⊕(M), TO x_{[2L/m]+1} = 0.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX S — MINIMALXNAQ sf— GLUBINY 2 W BAZISE

L_0, WY^ISLQ@]AQ MATRICU M. pEREJD¡M OT S K SHEME S^′, OBLADA@]EJ

SWOJSTWOM: DLINA L@BOGO ORIENTIROWANNOGO PUTI W SHEME S^′, SOEDINQ@- ]EGO PROIZWOLXNYJ WHOD S PROIZWOLXNYM WYHODOM, RAWNA DWUM. wNA^ALE ZAMETIM, ^TO W SILU USLOWIQ LEMMY, NI ODIN IZ WHODOW SHEMY NE SOWPA- DAET NI S ODNIM IZ WYHODOW. rASSMOTRIM WSE R¡BRA, SOEDINQ@]IE WHOD S WYHODOM SHEMY, I ZAMENIM KAVDOE IZ NIH CEPO^KOJ IZ DWUH R¡BER, WWEDQ PROMEVUTO^NU@ WER[INU. sLOVNOSTX SHEMY PRI “TOM WOZRAST¡T, NO ^IS- LO R¡BER NA KAVDOM IZ QRUSOW BUDET NE BOLX[E, ^EM L (REBRO SHEMY S^′ OTNES¡M K PERWOMU QRUSU, ESLI ONO INCIDENTNO NEKOTOROMU WHODU SHEMY, I OTNES¡M KO WTOROMU QRUSU, ESLI ONO INCIDENTNO NEKOTOROMU WYHODU).

pROWED¡M SO SHEMOJ S^′ POSLEDOWATELXNOSTX PREOBRAZOWANIJ, SOSTOQ- ]IH W UDALENII NEKOTORYH WYHODOW. uDALENIE WYHODA SHEMY SOOTWET- STWUET UDALENI@ STROKI MATRICY M. sHEMU, POLU^ENNU@ POSLE k-GO PRE- OBRAZOWANIQ, (k = 0, 1, . . . ) OBOZNA^IM ^EREZ Sk, A SOOTWETSTWU@]U@ MAT-

RICU — ^EREZ Mk. ~ISLO STROK MATRICY Mk OBOZNA^IM ^EREZ yk. dALXNEJ- [IJ PLAN DOKAZATELXSTWA TAKOW: WNA^ALE OPI[EM PREOBRAZOWANIQ SHEMY, ZATEM INDUKCIEJ PO k DOKAVEM NERAWENSTWO yk ¿ xk. nAKONEC, ZAMETIM, ^TO y_{[2L/m]+1} = 0, SLEDOWATELXNO, x_{[2L/m]+1} = 0.

nULEWOE PREOBRAZOWANIE SHEMY SOSTOIT W SLEDU@]EM: UDALIM TE WY- HODY, W KOTORYE WHODIT BOLX[E, ^EM 2L/m R¡BER. ~ISLO R¡BER WTORO- GO QRUSA NE BOLX[E L, SLEDOWATELXNO, ^ISLO UDAL¡NNYH WER[IN MENX[E, ^EM m/2. tOGDA ^ISLO OSTAW[IHSQ WYHODOW NE MENX[E, ^EM m/2, T. E.

y_0 ¿ m/2 = x_0. oPI[EM (k + 1)-E PREOBRAZOWANIE (k = 0, 1, . . . ). wER[I-

NY SHEMY, OTLI^NYE OT WHODOW I WYHODOW, BUDEM NAZYWATX WER[INAMI SREDNEGO SLOQ. wYDELIM W SHEME Sk TU WER[INU SREDNEGO SLOQ vk+1, KOTO- RAQ, WO-PERWYH, OTLI^NA OT RANEE WYDELENNYH WER[IN v1, . . . , vl (l 6 k) I, WO-WTORYH, MAKSIMALXNA SREDI WSEH NEWYDELENNYH WER[IN SREDNEGO SLOQ PO ^ISLU ISHODQ]IH IZ NE¡ R¡BER (BEZ U^¡TA WHODQ]IH). eSLI WER[INA

v_{k+1} OPREDELENA, TO UDALIM IZ S_k WSE WYHODY, NE SOEDIN¡NNYE REBROM S

WER[INOJ vk+1. eSLI WSE WER[INY SREDNEGO SLOQ UVE WYDELENY, TO UDA- LIM IZ Sk WSE IME@]IESQ WYHODY (DLQ UDOBSTWA POLU^ENNYJ OB˙EKT TOVE BUDEM S^ITATX SHEMOJ).

dOKAVEM NERAWENSTWO yk ¿ xk. bAZIS INDUKCII, y0 ¿ x0, UVE DOKAZAN. pROWED¡M INDUKTIWNYJ PEREHOD k → k + 1. kAVDAQ IZ RANEE WYDELENNYH WER[IN v1, . . . , vl (l 6 k) SOOTWETSTWUET NEKOTOROMU “LEMENTU, NA WYHODE KOTOROGO REALIZUETSQ LINEJNAQ FUNKCIQ OT PEREMENNYH, PODAWAEMYH NA WHOD SHEMY Sk. pUSTX Λk — SUMMA PO MODUL@ 2 “TIH FUNKCIJ. pO OPRE-

DELENI@ 1-GO, 2-GO I T. D. PREOBRAZOWANIJ KAVDAQ IZ WER[IN v1, . . . , vl SOEDINENA REBROM S KAVDYM IZ WYHODOW SHEMY Sk. pO“TOMU “LEMENTY

v_1, . . . , v_l DA@T SUMMARNYJ WKLAD Λ_k W KAVDU@ IZ FUNKCIJ, WY^ISLQE-

MYH SHEMOJ Sk.

pEREJD¡M OT SHEMY Sk K SHEME S^′_k, UDALIW WER[INY v1, . . . , vl I WSE IN- CIDENTNYE IM R¡BRA. mATRICU, WY^ISLQEMU@ SHEMOJ S^′_k, OBOZNA^IM ^EREZ

M^′_k. kAVDAQ IZ FUNKCIJ, WY^ISLQEMAQ SHEMOJ S^′_k, OTLI^AETSQ OT SOOTWET-

STWU@]EJ FUNKCII, WY^ISLQEMOJ Sk, NA SLAGAEMOE Λk. nA QZYKE MATRIC “TO OZNA^AET SLEDU@]EE: MATRICA M^′_k POLU^ENA IZ Mk INWERTIROWANIEM NEKOTORYH STOLBCOW, A IMENNO, STOLBCOW, SOOTWETSTWU@]IH PEREMENNYM, OT KOTORYH SU]ESTWENNO ZAWISIT FUNKCIQ Λk (INWERTIROWANIE PODMAT- RICY ESTX ZAMENA NULEJ NA EDINICY I EDINIC NA NULI).

pUSTX M^′_k = (m^′_{ij}). oCENIM ^ISLO EDINIC W MATRICE M^′_k. eSLI SUMMA “LEMENTOW W NEKOTOROM STOLBCE MATRICY M^′_k RAWNA s, TO SUMMA “LEMENTOW W SOOTWETSTWU@]EM STOLBCE MATRICY Mk RAWNA s ILI yk − s, T. E. NE MENX[E, ^EM min{s, yk − s} = φy_k (s). pO“TOMU, PRIMENQQ PREDPOLOVENIE INDUKCII, POLU^IM n∑ i=1 yk∑ j=1 m^′_{ij} ¿ n∑ i=1 φ_{yk} (^yk∑ j=1 m_{ij} ) = Δ(M_k) ¿ Δ(M; y_k) ¿ Δ(M; x_k). (1)

dALEE, OCENIM yk+1. dLQ KAVDOJ WER[INY v SREDNEGO SLOQ SHEMY S^′_k OBOZNA^IM ^EREZ pv ^ISLO R¡BER, WHODQ]IH W v, A ^EREZ qv — ^ISLO WYHO- DQ]IH IZ v R¡BER. tOGDA ^ISLO EDINIC W MATRICE M^′_k NE MENX[E, ^EM ∑ v p_vq_v. (2)

dEJSTWITELXNO, SHEMU S^′_k MOVNO PREWRATITX W SHEMU GLUBINY 1, UDALIW KAVDU@ WER[INU v SREDNEGO SLOQ I SOEDINIW REBROM KAVDYJ IZ pv INCI- DENTNYH EJ WHODOW S KAVDYM IZ qv INCIDENTNYH EJ WYHODOW. pRI “TOM, WOZMOVNO, KAKIE-TO R¡BRA UNI^TOVATSQ PO PRAWILU x ⊕ x = 0, NO ^ISLO OSTAW[IHSQ R¡BER, RAWNOE ^ISLU EDINIC W MATRICE M^′_k, NE MOVET BYTX BOLX[E WELI^INY (2).

zAMETIM, ^TO ESLI HOTQ BY ODNO ^ISLO qv SU]ESTWUET (T. E. W S^′_k ESTX HOTQ BY ODNA WER[INA SREDNEGO SLOQ), TO yk+1 ESTX MAKSIMALXNOE IZ NIH. w “TOM SLU^AE IMEEM (ISPOLXZUEM, ^TO ^ISLO R¡BER PERWOGO QRUSA NE BOLX- [E L, A TAKVE OCENKU (1))

y_{k+1}L ¿ y_{k+1} ∑ v p_v ¿ ∑ v p_vq_v ¿ ∑ i,j m^′_{ij} ¿ Δ(M; x_k), (3)

PO“TOMU

y_{k+1} ¿

Δ(M; x_k) L = x_{k+1}. (4)

eSLI VE W S^′_k NET WER[IN SREDNEGO SLOQ, TO CEPO^KI SOOTNO[ENIJ (3) I (4) SPRAWEDLIWY DLQ L@BOGO NEOTRICATELXNOGO ^ISLA yk+1 (S^ITAEM, ^TO SUMMA “LEMENTOW PUSTOGO MNOVESTWA RAWNA NUL@). w ^ASTNOSTI, (4) WYPOLNENO DLQ ^ISLA yk+1 = 0.

iNDUKCIQ PROWEDENA I NERAWENSTWO yk ¿ xk DOKAZANO. zAWER[IM DO- KAZATELXSTWO LEMMY. pUSTX t = [2L/m]. wSPOMNIM, ^TO (PO OPREDELENI@ NULEWOGO PREOBRAZOWANIQ) W KAVDYJ WYHOD SHEMY S0 WHODIT NE BOLEE t R¡- BER. w TO VE WREMQ, KAVDYJ IZ WYHODOW SHEMY St SOEDIN¡N REBROM S KAV- DOJ IZ WYDELENNYH WER[IN SREDNEGO SLOQ. sLEDOWATELXNO, PRI OSU]EST-

WLENII t-GO PREOBRAZOWANIQ MY NE MOVEM WYDELITX E]¡ ODNU WER[INU, A ZNA^IT, yt+1 = 0. w SILU NERAWENSTWA yt+1 ¿ xt+1 I NEOTRICATELXNOSTI ^ISLA xt+1, IMEEM xt+1 = 0.

lEMMA 1 DOKAZANA.

tEOREMA 1. eSLI M — (n, n, d)-MATRICA I d = n^{1−o(1)}, TO

L^2_⊕(M) = Ω ( n ln n ln (_n d ln n ) ) . dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO MATRICA M MOVET SODERVATX NULE- WU@ STROKU ILI STROKU S ODNOJ EDINICEJ, ^TO PREPQTSTWUET PRIMENENI@ K NEJ LEMMY 1. uSLOWIE d → ∞ GARANTIRUET, ^TO PRI BOLX[IH n TAKAQ STROKA MOVET BYTX TOLXKO ODNA. uDALIM E¡ IZ MATRICY, ZAMETIW, ^TO DALX[EJ[IE RASSUVDENIQ LEGKO PRIMENIMY K (n, m, d)-MATRICAM, DLQ KOTORYH m ∼ n.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ MATRICU M^′, POLU^ENNU@ IZ M UDALENIEM NEKOTORYH STROK. pUSTX M^′ SODERVIT m STROK, m ¿ 2. tOGDA, W SILU UTWERVDENIQ 2, IMEEM:

Δ(M^′) ¿ 1 m ∑ 16i<j6m d(ṽ_i, ṽ_j) ¿ 1 m · C^2_m · d = (m − 1)d 2 ¿^{md}_4

sLEDOWATELXNO,

Δ(M; x) = Δ(M; ⌈x⌉) ¿ ⌈x⌉d 4 ¿^{xd}_4 , x > 1. (5)

pUSTX L = L^2_⊕(M). oCENIM ^ÍSLA xk, ZAWISQ]IE OT PARAMETROW L I M. iZ NERAWENSTWA (5) SLEDUET

x_0 = n 2 ; x_{k+1} =

Δ(M; x_k)

L ¿^d_{4L} xk, ESLI xk > 1. (6)

w SILU LEMMY 1 IMEEM

x_{[2L/n]+1} = 0. (7)

oBOZNA^IM ^EREZ t NAIMENX[EE ^ISLO k TAKOE, ^TO xk 6 1. tOGDA IZ (6) SLEDUET

x_k ¿ n 2 ( d 4L )_k > 0, k = 0, . . . , t. (8) sOPOSTAWLQQ NERAWENSTWA (7) I (8), POLU^IM

[2L/n] + 1 ¿ t + 1. (9)

oBOZNA^IM z = 4L/d. zAMETIM, ^TO z > 1; W PROTIWNOM SLU^AE, W SILU

(6), POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL {x_k} STROGO POLOVITELXNA, ^TO PROTIWO-

RE^IT RAWENSTWU (7). sWED¡M WOEDINO NERAWENSTWA (8), (9) I xt 6 1, A ZATEM WYPOLNIM PREOBRAZOWANIQ:

1 ¿ xt ¿^n_2^{( d}_{4L}^{)t} =^n_{2zt} ¿^n_{2z2L/n} =^n_{2z(zd/2n)} , z^{(zd/2n)} ¿ n/2, z ln z ¿ 2n d (ln n − ln 2) ≍ n d ln n, z = Ω ( (n/d) ln n ln((n/d) ln n) ) . rASKRYWAQ OPREDELENIE ^ISLA z, POLU^IM TREBUEMU@ W TEOREME OCENKU.

tEOREMA 1 DOKAZANA.

sLEDSTWIE 1. eSLI M — (n, n, d)-MATRICA I d =^n_{lnO(1) n} , TO

L^2_⊕(M) = Ω ( n ln n ln ln n ) .

pUSTX n = 2^k. iNDUKCIEJ PO k OPREDELIM MATRICU aDAMARA An RAZ- MERA n × n:

A_1 = (0), A_{2n} = ( A_n A_n A_n A_n ) , GDE ^EREZ M OBOZNA^ENA INWERSIQ MATRICY M (MATRICA, POLU^ENNAQ IZ M OTRICANIEM WSEH “LEMENTOW). –IROKO IZWESTNO, ^TO RASSTOQNIE hEM- MINGA MEVDU L@BYMI DWUMQ STROKAMI MATRICY An RAWNO n/2 (“TO LEGKO MOVNO DOKAZATX PO INDUKCII), SLEDOWATELXNO, An QWLQETSQ (n, n, n/2)- MATRICEJ I K NEJ PRIMENIMO SLEDSTWIE 1.

pEREJD¡M K RASSMOTRENI@ BAZISA P2. wNA^ALE WYQSNIM SWQZX MEVDU WY^ISLENIEM FUNKCII W “TOM BAZISE I WY^ISLENIEM E¡ LINEJNOJ ^ASTI S POMO]X@ TEORETIKO-MNOVESTWENNYH OPERACIJ. pUSTX f — PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ. rAZLOVIM f W POLINOM vEGALKINA I WYDELIM LINEJNU@ ^ASTX:

f = α_0 ⊕ α_1x_1 ⊕ . . . ⊕ α_nx_n ⊕ f^′, (10)

GDE f^′ — NELINEJNAQ ^ASTX. oBOZNA^IM ^EREZ Lin (f) MNOVESTWO PEREMEN- NYH, WHODQ]IH W LINEJNU@ ^ASTX FUNKCII f S KO“FFICIENTOM 1, T. E.

Lin (f) = {x_i | α_i = 1}.

uTWERVDENIE 3. eSLI FUNKCIQ f PREDSTAWLENA W WIDE SUPERPOZICII

BULEWYH FUNKCIJ: f = g(f_1, . . . , f_s), TO MNOVESTWO Lin (f) WYRAVAETSQ ^EREZ Lin (f_1), . . . , Lin (f_s) S POMO- ]X@ TEORETIKO-MNOVESTWENNYH OPERACIJ OB˙EDINENIQ, PERESE^ENIQ I

RAZNOSTI.

dOKAZATELXSTWO. l@BU@ BULEWU FUNKCI@, W TOM ^ISLE g, MOVNO WY- RAZITX W BAZISE {xy, x̄}, PO“TOMU UTWERVDENIE DOSTATO^NO DOKAZATX TOLX- KO W SLU^AQH g = x I g = xy. w PERWOM SLU^AE IMEEM f = f_1 = f1 ⊕ 1, SLEDOWATELXNO, Lin (f) = Lin (f1).

rASSMOTRIM SLU^AJ g = f1f2. pUSTX

f_j = α^j_0 ⊕ α^j_1x_1 ⊕ . . . ⊕ α^j_nx_n ⊕ f^′_j, j = 1, 2.

tOGDA

f = f_1f_2 = α^1_0α^2_0 ⊕ n⨁ i=1 (α^1_0α^2_i ⊕ α^2_0α^1_i ⊕ α^1_i α^2_i )x_i ⊕ f^′. (11)

w SILU EDINSTWENNOSTI POLINOMA vEGALKINA, MOVNO PRIRAWNQTX KO“F- FICIENTY PRI PEREMENNYH IZ (10) I (11).

eSLI α^1_0 = α^2_0 = 0, TO IMEEM αi = α^1_i α^2_i , PO“TOMU Lin (f) = Lin (f1) ∩

Lin (f_2). eSLI α^1_0 = 0, α^2_0 = 1, TO α_i = α^1_i ⊕ α^1_i α^2_i = α^1_i α^2_i , SLEDOWATELXNO,

Lin (f) = Lin (f_1)\ Lin (f_2); SLU^AJ α^1_0 = 1, α^2_0 = 0 ANALOGI^EN. nAKONEC,

ESLI α^1_i = α^2_i = 1, TO IMEEM αi = α^1_i ⊕ α^2_i ⊕ α^1_i α^2_i = α^1_i ∨ α^2_i , A ZNA^IT,

Lin (f) = Lin (f_1) ∪ Lin (f_2).

uTWERVDENIE 3 DOKAZANO.

pUSTX M — (n, m)-MATRICA, M1, . . . , Ms — MATRICY S m STROKAMI; ^ISLO STOLBCOW MATRICY Mi MOVET RAWNQTXSQ NUL@. ~EREZ [M1 . . . Ms] OBOZNA^IM MATRICU, SOSTAWLENNU@ IZ BLOKOW M1, . . . , Ms, RASPOLOVENNYH

PO GORIZONTALI W UKAZANNOM PORQDKE. wWED¡M OBOZNA^ENIE:

Δ^′_s(M) = min M1,... ,Ms: [M1...Ms]=M s∑ i=1 Δ(M^T_i ), (12)

GDE M^T_i — TRANSPONIROWANNAQ MATRICA Mi. pUSTX Δ^′_s(M; x) — MINI- MALXNOE ZNA^ENIE WELI^INY Δs(M^′) SREDI WSEH MATRIC M^′, POLU^ENNYH IZ M UDALENIEM NEKOTORYH STROK I SODERVA]IH NE MENEE x STROK.

uTWERVDENIE 4. eSLI M — (n, m, n/2)-MATRICA I M^′ — MATRICA S n^′

STOLBCAMI, POLU^ENNAQ IZ M UDALENIEM NEKOTORYH STOLBCOW, TO

Δ(M^′) ¿ 1 4 (n^′m − n).

dOKAZATELXSTWO. nAZOW¡M 0–1-PAROJ DWA RAZLI^NYH “LEMENTA MATRI- CY M (NULX I EDINICU), STOQ]IE W ODNOM I TOM VE E¡ STOLBCE; 0–1-PARU S^ITAEM NEUPORQDO^ENNOJ. pUSTX R — ^ISLO 0–1-PAR W MATRICE M, Ri — ^ISLO TAKIH PAR, NAHODQ]IHSQ W i-M STOLBCE. ~EREZ ṽ1, . . . , ṽm OBOZNA^IM STROKI MATRICY M. bUDEM TAKVE S^ITATX, ^TO MATRICA M^′ SOSTOIT IZ PERWYH n^′ STOLBCOW MATRICY M. pODS^ITYWAQ 0–1-PARY PO STOLBCAM I STROKAM, POLU^IM n∑ i=1 R_i = R = ∑ 16i<j6m d(ṽ_i, ṽ_j) ¿ C^2_m · n 2 . pUSTX hi — ^ISLO EDINIC W i-M STOLBCE MATRICY M. tOGDA

R_i = h_i(m − h_i) = (√ h_i(m − h_i) )_2

6^{(hi + m − hi}_2^{)2} =^{m2}_4 ,

PO“TOMU_{n∑}

i=n^0 +1

R_i 6 (n − n^′) m^2 4 , A ZNA^IT,

n^0∑

i=1 R_i = R − n∑ i=n^0 +1

R_i ¿ C^2_m · n 2 − (n − n^′) m^2 4 = = m 4 ((m − 1)n − nm + n^′m) = m 4 (n^′m − n). (13)

zAMETIM, ^TO Ri = ψm(hi). pO“TOMU, W SILU UTWERVDENIQ 1, IMEEM

n^0∑

i=1 R_i =

n^0∑

i=1 ψ_m(h_i) 6 m

n^0∑

i=1 φ_m(h_i) = mΔ(M^′). (14)

iZ (13) I (14) SLEDUET DOKAZYWAEMOE UTWERVDENIE 4. uTWERVDENIE 5. pUSTX M — (n, m, n/2)-MATRICA. tOGDA

Δ^′_s(M) ¿ n 4 (m − 2s). dOKAZATELXSTWO. pUSTX M1, . . . , Ms — TAKIE MATRICY, NA KOTORYH DOSTIGAETSQ MINIMUM W OPREDELENII (12). dALEE, PUSTX ni — ^ISLO STOLB- COW W Mi, ṽ^j_i — j-Q STROKA MATRICY Mi, hij — SUMMA “LEMENTOW W ṽ^j_i .

rAZOB˙¡M MATRICU Mi NA DWE PODMATRICY, M^′_i I M^{′′}_i , OTNESQ KAVDU@ STROKU MATRICY Mi LIBO K M^′_i , LIBO K M^{′′}_i . a IMENNO, ESLI hij 6 ni/2, TO STROKU ṽ^j_i OTNES¡M K M^′_i , OBOZNA^IW “TO ^EREZ ṽ^j_i ∈ M^′_i ; W PROTIWNOM SLU^AE, STROKU ṽ^j_i OTNES¡M K M^{′′}_i , ṽ^j_i ∈ M^{′′}_i .

iMEEM

Δ(M^T_i ) = m∑ j=1 φ_{ni} (h_{ij}) = m∑ j=1 min{h_{ij} , n_i − h_{ij}}. (15)

eSLI ṽ^j_i ∈ M^′_i , TO MINIMUM W j-M SLAGAEMOM SUMMY (15) RAWEN hij ; W PROTIWNOM SLU^AE, ON RAWEN ni − hij. sLEDOWATELXNO,

Δ(M^T_i ) = ∑ j: ṽji ∈M^0i h_{ij} + ∑ j: ṽji ∈M^{00}i (n_i − h_{ij}) = |M^′_i | + |M^{′′}_i |, (16)

GDE ^EREZ |A| OBOZNA^ENO ^ISLO EDINIC W MATRICE A.

zAMETIM, ^TO DLQ L@BOJ MATRICY A WYPOLNENO

Δ(A) 6 |A| I Δ(A) 6 |A|. (17)

pUSTX m^′_i I m^{′′}_i — ^ISLO STROK, SOOTWETSTWENNO, W MATRICAH M^′_i I M^{′′}_i . zAMETIM, ^TO M^′_i QWLQETSQ PODMATRICEJ NEKOTOROJ (n, m^′_i, n/2)-MATRICY (KOTORAQ, W SWO@ O^EREDX, QWLQETSQ PODMATRICEJ MATRICY M). aNALO- GI^NO, M^{′′}_i QWLQETSQ PODMATRICEJ NEKOTOROJ (n, m^{′′}_i , n/2)-MATRICY. pRI- MENIM K “TIM MATRICAM UTWERVDENIE 4 I PROSUMMIRUEM REZULXTATY. s U^¡TOM (16) I (17), POLU^IM

Δ^′_s(M) = s∑ i=1 Δ(M^T_i ) = s∑ i=1 ( |M^′_i| + |M^{′′}_i | ) ¿ ¿^{s∑}_{i=1}^(Δ(M^′_i ) + Δ(M^{′′}_i )^) ¿^1_4^{s∑}_{i=1} (nim^′_i − n + nim^{′′}_i − n) = = 1 4 s∑ i=1 (n_im − 2n) = 1 4 (nm − 2ns) = n 4 (m − 2s). uTWERVDENIE 5 DOKAZANO.

sLEDSTWIE 2. eSLI M — (n, m, n/2)-MATRICA, TO

A) DLQ L@BOGO x > 0

Δ^′_s(M; x) ¿ n 4 (x − 2s);

B) ESLI x ¿ 4s, TO Δ^′_s(M; x) ¿ nx 8 . pUSTX M — (n, m)-MATRICA. pOSTAWIM W SOOTWETSTWIE MATRICE M I ^ISLU L > 0 POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL x^′_0, x^′_1, . . . :

x^′_0 = m 2 , x^′_{k+1} =

Δ^′_{2k} (M; x^′_k) L , k = 0, 1, . . . (18)

lEMMA 2. eSLI W KAVDOJ STROKE MATRICY M IMEETSQ HOTQ BY DWE

EDINICY I L = L^2(M), TO x^′_{[2L/m]+1} = 0.

dOKAZATELXSTWO. bUDEM SLEDOWATX DOKAZATELXSTWU LEMMY 1: PO MI- NIMALXNOJ SHEME S POSTROIM SHEMU S^′, A ZATEM POSLEDOWATELXNOSTX SHEM

S_0, S_1, . . . , POLU^ENNYH W REZULXTATE PREOBRAZOWANIJ, OPREDELQEMYH TAK-

VE, KAK W DOKAZATELXSTWE LEMMY 1. pUSTX SHEMA Sk SOOTWETSTWUET MATRICE

M_k, IME@]EJ y^′_k STROK. pO INDUKCII DOKAVEM NERAWENSTWO y^′_k ¿ x^′_k. bA-

ZIS INDUKCII, y^′_0 ¿ x^′_0, SLEDUET IZ OPREDELENIQ NULEWOGO PREOBRAZOWANIQ I (18). dOKAVEM INDUKTIWNYJ PEREHOD k → k + 1.

bUDEM S^ITATX, ^TO WHODAM SHEMY Sk SOOTWETSTWU@T PEREMENNYE u1,

. . . , u_n. nA PREDYDU]IH [AGAH INDUKCII BYLI WYDELENY WER[INY SRED-

NEGO SLOQ v1, . . . , vl (l 6 k). pUSTX fi (1 6 i 6 y^′_k) — FUNKCIQ, WY^ISLQEMAQ NA i-M WYHODE SHEMY Sk (PEREMENNYMI FUNKCII fi QWLQ@TSQ u1, . . . , un),

g_r (1 6 r 6 l) — FUNKCIQ, WY^ISLQEMAQ W WER[INE v_r. oBOZNA^IM ^EREZ V_i MNOVESTWO TAKIH PEREMENNYH u_i0 , ^TO SU]ESTWUET ORIENTIROWANNYJ

PUTX OT i^′-GO WHODA K i-MU WYHODU SHEMY Sk, NE PROHODQ]IJ ^EREZ WER[I- NY v1, . . . , vl. nA[A CELX — OCENITX SUMMU MO]NOSTEJ MNOVESTW |Vi|.

wWED¡M OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI NA MNOVESTWE {u1, . . . , un}: PE- REMENNYE ua I ub “KWIWALENTNY, ESLI DLQ L@BOGO IZ MNOVESTW Lin (gr) PEREMENNYE ua I ub LIBO OBE WHODQT W “TO MNOVESTWO, LIBO OBE NE WHODQT, T. E.

u_a ∼ u_b ⇐⇒ ∀r (u_a ∈ Lin (g_r) ⇐⇒ u_b ∈ Lin (g_r)).

pUSTX K^1, . . . , K^s — KLASSY “KWIWALENTNOSTI DANNOGO OTNO[ENIQ. iH ^ISLO NE PREWOSHODIT 2^l. dEJSTWITELXNO, ESLI l = 1, TO SU]ESTWUET NE BOLEE DWUH KLASSOW “KWIWALENTNOSTI: ODIN SOOTWETSTWUET MNOVESTWU

Lin (g_1), A DRUGOJ — EGO DOPOLNENI@ {u_1, . . . , u_n}\ Lin (g_1). pRI DOBAWLE-

NII KAVDOGO SLEDU@]EGO MNOVESTWA Lin (gr) ^ISLO KLASSOW UWELI^IWAET- SQ NE BOLEE, ^EM W DWA RAZA, A IMENNO, KAVDYJ IME@]IJSQ KLASS MOVET RAZDELITXSQ NE BOLEE, ^EM NA DWE ^ASTI: ODNA IZ NIH SOOTWETSTWUET MNO- VESTWU Lin (gr), A DRUGAQ — EGO DOPOLNENI@. tAKIM OBRAZOM, s 6 2^l 6 2^k.

pREDSTAWIM MATRICU Mk W WIDE M = [M^1_k . . . M^s_k ], GDE M^j_k (1 6 j 6 s) SOSTOIT IZ WSEH STOLBCOW, SOOTWETSTWU@]IH PEREMENNYM IZ KLASSA K^j. pUSTX S^j_k — SHEMA, POLU^ENNAQ IZ Sk PODSTANOWKOJ NULEJ WMESTO WSEH PE- REMENNYH, NE WHODQ]IH W K^j. o^EWIDNO, SHEMA S^j_k WY^ISLQET MATRICU

M^j_k . dALEE, ^EREZ f^j_i I g^j_r OBOZNA^IM FUNKCII, POLU^ENNYE, SOOTWETSTWEN-

NO, IZ FUNKCIJ fi I gr W REZULXTATE “TOJ PODSTANOWKI. nAKONEC, PUSTX

V^j_i = V_i ∩ K^j . zAMETIM, ^TO Lin (g^j_r ) = Lin (g_r) ∩ K^j, TAK KAK PRI PODSTA-

NOWKE NULEJ WMESTO PEREMENNYH NI ODNO SLAGAEMOE IZ NELINEJNOJ ^ASTI

POLINOMA vEGALKINA NE MOVET PEREJTI W LINEJNU@ ^ASTX.

fUNKCIQ f^j_i WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII g^j_1, . . . , g^j_l I PEREMENNYE IZ MNO- VESTWA V^j_i , T. E. PREDSTAWIMA W WIDE f^j_i = h(g^j_1, . . . , g^j_l , u^′_1, . . . , u^′_t), GDE h — BULEWA FUNKCIQ I V^j_i = {u^′_1, . . . , u^′_t}. dEJSTWITELXNO, MNOVES- TWO Vi SODERVIT WSE PEREMENNYE, ISPOLXZUEMYE PRI WY^ISLENII FUNK- CII fi, ESLI FUNKCII g1, . . . , gl UVE WY^ISLENY. sWOJSTWO WY^ISLIMOSTI, O^EWIDNO, SOHRANQETSQ PRI PODSTANOWKE KONSTANT WMESTO NEKOTORYH PE- REMENNYH. tOGDA, W SILU UTWERVDENIQ 3, MNOVESTWO Lin (f^j_i ) WYRAVAETSQ ^EREZ MNOVESTWA Lin (g^j_1), . . . , Lin (g^j_l ), {u^′_1}, . . . , {u^′_t} S POMO]X@ OPERA- CIJ ∪, ∩, \. dLQ L@BOGO r, PO OPREDELENI@ “KWIWALENTNOSTI PEREMENNYH, LIBO WSE PEREMENNYE IZ KLASSA K^j WHODQT W MNOVESTWO Lin (gr), LIBO NI ODNA IZ NIH NE WHODIT W Lin (gr). tAK KAK Lin (g^j_r) = Lin (gr)∩K^j , TO LIBO Lin (g^j_r) = K^j, LIBO Lin (g^j_r) = ?. tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO Lin (f^j_i ) WYRAVAETSQ ^EREZ MNOVESTWA K^j, {u^′_1}, . . . , {u^′_t} S POMO]X@ OPERACIJ ∪, ∩, \. nESLOVNO PONQTX, ^TO DLQ L@BOGO MNOVESTWA X, WYRAZIMOGO ^EREZ UKAZANNYE MNO- VESTWA, WYPOLNENO LIBO X ⊆ V^j_i , LIBO K^j\V^j_i ⊆ X ⊆ K^j. sLEDOWATELXNO, LIBO V^j_i ⊇ X, LIBO V^j_i ⊇ K^j \X. oKON^ATELXNO, |V^j_i | ¿ min{|X|, |K^j\X|} = φ_{|K}j_|(|X|). (19) zAMETIM, ^TO | Lin (f^j_i )| — ^ISLO EDINIC W i-J STROKE MATRICY M^j_k .

pRIMENIM NERAWENSTWO (19) K MNOVESTWU X = Lin (f^j_i ) I PROSUMMIRUEM

PO WSEM i:_{y0k∑} i=1 |V^j_i | ¿ y^0k∑

i=1 φ_{|K}j_| ( | Lin (f^j_i )| ) = Δ ( (M^j_k )^T ) . sLEDOWATELXNO (U^ITYWAQ PREDPOLOVENIE INDUKCII), y^0k∑

i=1 |V_i| = ∑ i,j |V^j_i | ¿ s∑ j=1 Δ ( (M^j_k )^T

) ¿ Δ^′_s(Mk) ¿ ¿ Δ^′_2k (Mk) ¿ Δ^′_2k (M; y^′_k) ¿ Δ^′_2k (M; x^′_k). (20)

dALEE MY W OSNOWNOM SLEDUEM DOKAZATELXSTWU LEMMY 1. uDALIW IZ SHEMY Sk WER[INY v1, . . . , vl (NE ZABOTQSX O FUNKCIONALXNOSTI), POLU^IM SHEMU S^′_k. ~EREZ pv I qv OBOZNA^IM ^ISLO R¡BER, SOOTWETSTWENNO, WHODQ- ]IH I WYHODQ]IH IZ WER[INY v SREDNEGO SLOQ SHEMY S^′_k. tOGDA ^ISLO ORIENTIROWANNYH PUTEJ, SOEDINQ@]IH NEKOTORYJ WHOD S NEKOTORYM WY- HODOM SHEMY S^′_k, NE BOLX[E WELI^INY (2). s DRUGOJ STORONY, “TO ^ISLO NE MENX[E SUMMY |V1| + . . . + |V_y0_k |. oTS@DA I IZ (20) SLEDU@T SOOTNO[ENIQ, ANALOGI^NYE (3) I (4):

y^′_{k+1}L ¿ y^′_{k+1} ∑ v p_v ¿ ∑ v p_vq_v ¿ y^0k∑

i=1 |V_i| ¿ Δ^′_2k (M; x^′_k),

y^′_{k+1} ¿

Δ^′_{2k} (M; x^′_k) L = x^′_{k+1}.

dALEE DOKAZATELXSTWO LEMMY 1 POWTORQETSQ PO^TI DOSLOWNO.

lEMMA 2 DOKAZANA.

tEOREMA 2. eSLI M — (n, n, n/2)-MATRICA, TO

L^2(M) = Ω ( n ln n ln ln n ) .

dOKAZATELXSTWO. tEOREMA 2 DOKAZYWAETSQ ANALOGI^NO TEOREME 1. pUSTX L = L^2(M), t — NAIMENX[EE ^ISLO k TAKOE, ^TO x^′_k 6 4 · 2^k. tOGDA W SILU (18) I SLEDSTWIQ 2 B) IMEEM

x^′_k ¿ n 2 ( n 8L )_k , k = 0, . . . , t. sOGLASNO LEMME 2, x^′_{[2L/n]+1} = 0, PO“TOMU 2L/n ¿ t. oBOZNA^IM z = 16L/n I PROWED¡M PREOBRAZOWANIQ:

4 · 2^t ¿ x^′_t ¿ n 2 ( n 8L )_t , 1 ¿^n_8^{( n}_{16L}^{)t} =^n_{8zt} ¿^n_{8z2L/n} =^n_{8zz/8} , z^{z/8} ¿ n/8, z ln z ¿ 8(ln n − ln 8) ≍ ln n,

z = Ω ( ln n ln ln n ) . tEOREMA 2 DOKAZANA.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 05–

01–00994), PROGRAMMY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT ur.04.02.528)

I PROGRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rf (PROEKT n––

1807.2003.01).

lITERATURA

1. nIGMATULLIN r. g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. nAUKA, mOSKWA,

1991.

2. nE^IPORUK —. i. oB ODNOJ BULEWSKOJ MATRICE. w KN.: pROBL. KIBER-

NETIKI, WYP. 21. nAUKA, mOSKWA, 1969. S. 237–240.

3. gRIN^UK m. i. o SLOVNOSTI REALIZACII POSLEDOWATELXNOSTI TRE- UGOLXNYH BULEWYH MATRIC WENTILXNYMI SHEMAMI RAZLI^NOJ GLUBINY. w KN.: mETODY DISKRETNOGO ANALIZA W SINTEZE UPRAWLQ@]IH SISTEM,

WYP. 44. im so an sssr, nOWOSIBIRSK, 1986. S. 3–23.

4. Alon N., Karchmer M., Wigderson A. Linear circuits over GF(2). SIAM J. Comput. (1990) 19, 1064–1067.

5. Pudlak P. Communication in bounded depth circuits. Combinatorica (1994) 14, No 2, 203–216.

6. Radhakrishnan J., Ta-Shma A. Bounds for dispersers, extractors, and depth-two superconcentrators. SIAM J. of Discrete Mathematics (2000) 13, No 1, 2–24.

7. Pudlak P., Savicky P. On shifting networks. Theoretical Comput. Sci. (1993) 116, 415–419.

8. Pudlak P., Rödl V., Sgall J. Boolean circuits, tensor ranks and communication complexity. SIAM J. Comput. (1997) 26, No 3, 605–633.

9. Raz R., Shpilka A. Lower bounds for matrix product, in bounded depth circuits with arbitrary gates. SIAM J. Comput. (2003) 32, No 2, 488–513.

10. ~ERUHIN d. ‘. nIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI W KLASSE SHEM GLUBI- NY 2 BEZ OGRANI^ENIJ NA BAZIS. wESTNIK mOSKOWSKOGO UNIWERSITETA.

sERIQ 1. mATEMATIKA. mEHANIKA. (2005), No 4, 54–56.