udk 519.714

ob inwariantnyh klassah funkcij, bespowtorno wyrazimyh formulami

d. ‘. ~ERUHIN

w RABOTE POKAZANO, ^TO MO]NOSTX MNOVESTWA INWARIANTNYH KLASSOW FUNKCIJ 2-ZNA^NOJ LOGIKI, BESPOWTORNO WYRAZIMYH FORMULAMI W FIKSIROWANNOM POLNOM KONE^NOM BAZISE, S^¡TNA; DOKAZANA WOZMOVNOSTX OPISANIQ “TIH KLASSOW S POMO- ]X@ ZAPRE]¡NNYH PODFUNKCIJ I KONTEKSTNO-SWOBODNYH GRAMMATIK. dLQ KAV- DOGO k ¿ 2 PRIWED¡N PRIMER KONE^NOGO BAZISA W k-ZNA^NOJ LOGIKE, DLQ KOTOROGO MO]NOSTX MNOVESTWA TAKIH KLASSOW RAWNA KONTINUUMU.

pONQTIE INWARIANTNOGO KLASSA BULEWYH FUNKCIJ BYLO WWEDENO s. w. qBLON- SKIM W RABOTE [1]. oN VE POKAZAL, ^TO MO]NOSTX MNOVESTWA TAKIH KLASSOW RAWNA KONTINUUMU. mY OGRANI^IMSQ TOLXKO TEMI KLASSAMI, W KOTORYH WSE FUNKCII BESPOWTORNO WYRAZIMY FORMULAMI W FIKSIROWANNOM KONE^NOM BAZISE (BESPOWTORNAQ WYRAZIMOSTX RASSMATRIWALASX a. w. kUZNECOWYM W RABOTE [2]). dRUGIMI SLOWAMI, “TO TE KLASSY, KOTORYE SODERVAT KONE^NOE ^ISLO NERAZLOVI- MYH FUNKCIJ. cELX@ NASTOQ]EJ STATXI QWLQETSQ DOKAZATELXSTWO SLEDU@]IH UTWERVDENIJ.

tEOREMA 1. dLQ L@BOGO POLNOGO KONE^NOGO BULEWA BAZISA B MO]NOSTX

MNOVESTWA INWARIANTNYH KLASSOW, SOSTOQ]IH IZ FUNKCIJ, BESPOWTORNO WY- RAZIMYH FORMULAMI NAD B, S^ËTNA.

tEOREMA 2. dLQ L@BOGO k > 2 SU]ESTWUET KONE^NYJ BAZIS Bk FUNKCIJ

k-ZNA^NOJ LOGIKI TAKOJ, ^TO MO]NOSTX MNOVESTWA INWARIANTNYH KLASSOW, SOSTOQ]IH IZ FUNKCIJ, BESPOWTORNO WYRAZIMYH FORMULAMI NAD B_k, RAWNA KONTINUUMU.

kROME TOGO, MY POKAVEM, ^TO KAVDYJ INWARIANTNYJ KLASS, SOSTOQ]IJ IZ FUNKCIJ, BESPOWTORNO WYRAZIMYH W KONE^NOM BULEWOM BAZISE B, MOVET BYTX POROVD¡N (W OPREDEL¡NNOM SMYSLE) KONE^NYM ^ISLOM ZAPRE]¡NNYH PODFUNKCIJ I ZADAN MNOVESTWOM FORMUL, WYWODIMYH W KONTEKSTNO-SWOBODNOJ GRAMMATIKE SPECIALXNOGO WIDA.

Typeset by AMS-TEX 1

1. fUNKCII k-ZNA^NOJ LOGIKI

fUNKCIEJ k-ZNA^NOJ LOGIKI NAZYWAETSQ FUNKCIQ f: {0, . . . , k−1}^n → {0, . . . ,

k − 1}. mNOVESTWO WSEH FUNKCIJ k-ZNA^NOJ LOGIKI OBOZNA^IM ^EREZ P_k. pOD-

MNOVESTWO K ⊆ Pk NAZYWAETSQ INWARIANTNYM KLASSOM, ESLI K ZAMKNUTO OT- NOSITELXNO OPERACIJ DOBAWLENIQ I IZ˙QTIQ NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH, PE- RESTANOWKI PEREMENNYH I PODSTANOWKI KONSTANT WMESTO PEREMENNYH.

pUSTX B ⊆ Pk — KONE^NOE MNOVESTWO FUNKCIJ (BAZIS). fORMULOJ NAD B NA- ZYWAETSQ WYRAVENIE WIDA c, GDE c — KONSTANTA IZ B, ILI f(F1, . . . , Fn), GDE f — n-MESTNAQ FUNKCIQ IZ B, n ¿ 1, A KAVDOE IZ WYRAVENIJ F1, . . . , Fn QWLQETSQ ILI FORMULOJ NAD B, ILI PEREMENNOJ IZ MNOVESTWA {x1, x2, . . . } (OPREDELENIE FORMULY INDUKTIWNO). dLQ UDOBSTWA PEREMENNYE TAKVE BUDEM S^ITATX FORMU- LAMI. fORMULA F , REALIZU@]AQ FUNKCI@ f, NAZYWAETSQ BESPOWTORNOJ, ESLI KAVDAQ SU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ FUNKCII f WHODIT W F ROWNO ODIN RAZ. fUNK- CIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA NAD B, ESLI f WYRAZIMA NEKOTOROJ BESPOWTORNOJ FORMULOJ NAD B. oBOZNA^IM ^EREZ E(B) MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ, BESPOWTOR- NO WYRAZIMYH W BAZISE B. tAK KAK MNOVESTWO E(B) QWLQETSQ PODMNOVESTWOM MNOVESTWA E(B^∗) DLQ NEKOTOROGO POLNOGO BAZISA B^∗, TO IZ TEOREMY 1 SLEDUET, ^TO DLQ L@BOJ KONE^NOJ SISTEMY B ⊆ P2 MO]NOSTX MNOVESTWA INWARIANTNYH KLASSOW W E(B) NE BOLEE ^EM S^¡TNA. iZ TEOREMY 2, NAPROTIW, SLEDUET, ^TO PRI k > 2 SU]ESTWUET POLNYJ BAZIS B^∗ ⊆ Pk, W KOTOROM MO]NOSTX MNOVESTWA INWARIANTNYH KLASSOW RAWNA KONTINUUMU (O^EWIDNO, “TA MO]NOSTX NE BOLX[E KONTINUUMA).

rASSMOTRIM BULEWY FUNKCII, T. E. FUNKCII 2-ZNA^NOJ LOGIKI. sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f(x1, . . . , xn) WOZRASTAET (UBYWAET) PO i-OJ PEREMENNOJ, 1 6 i 6 n, ESLI DLQ L@BYH DWOI^NYH KONSTANT c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn ^ISLO f(c1, . . . ,

c_{i−1}, 0, c_{i+1}, . . . , c_n) NE BOLX[E (NE MENX[E) ^ISLA f(c_1, . . . , c_{i−1}, 1, c_{i+1}, . . . , c_n).

kAVDU@ FUNKCI@ f(x1, . . . , xn), SU]ESTWENNO ZAWISQ]U@ OT WSEH SWOIH PERE- MENNYH, MOVNO PREDSTAWITX W WIDE f^′(φ1(x1), . . . , φn(xn)), GDE φ1, . . . , φn — PERESTANOWKI I f^′ — FUNKCIQ, NE UBYWA@]AQ NI PO ODNOJ PEREMENNOJ (NUVNO WZQTX φi(x) = x̄ DLQ TEH I TOLXKO TEH i, DLQ KOTORYH FUNKCIQ f UBYWAET PO

x_i). fUNKCI@ f^′ NAZOW¡M NEUBYWA@]IM PREDSTAWITELEM FUNKCII f. fUNKCIQ f^′ OBLADAET SLEDU@]IM SWOJSTWOM: DLQ KAVDOGO i NAJDUTSQ TAKIE KONSTANTY c_1, . . . , c_{i−1}, c_{i+1}, . . . , c_n, ^TO f^′(c_1, . . . , c_{i−1}, x_i, c_{i+1}, . . . , c_n) ≡ x_i. (1) tOVDESTWO (1) QWLQETSQ ISKL@^ITELXNYM SWOJSTWOM 2-ZNA^NOJ LOGIKI, PRIWO- DQ]IM, KAK MY UWIDIM, K RAZLI^I@ REZULXTATOW TEOREM 1 I 2.

fUNKCIQ h NAZYWAETSQ PODFUNKCIEJ FUNKCII f, ESLI h MOVET BYTX POLU^ENA IZ f PODSTANOWKOJ KONSTANT WMESTO NEKOTORYH PEREMENNYH. pRI “TOM PEREMEN-

NAQ, WMESTO KOTOROJ PODSTAWLENA KONSTANTA, UDALQETSQ IZ SPISKA PEREMENNYH S SOHRANENIEM PORQDKA SLEDOWANIQ OSTAW[IHSQ PEREMENNYH. rASSMOTRIM PRO- IZWOLXNYJ BULEW BAZIS B. oBOZNA^IM ^EREZ [B] BAZIS, SOSTOQ]IJ IZ WSEH FUNK- CIJ h TAKIH, ^TO h SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH PEREMENNYH I QWLQETSQ PODFUNKCIEJ NEKOTOROJ FUNKCII IZ BAZISA B. pUSTX g — PROIZWOLXNAQ FUNK- CIQ, BESPOWTORNO WYRAZIMAQ W BAZISE B I NE RAWNAQ TOVDESTWENNO KONSTANTE. pREDSTAWIM g W WIDE BESPOWTORNOJ FORMULY F NAD B. fORMULU F PREOBRA- ZUEM W FORMULU F1 NAD [B], TAKU@, ^TO F1 TOVDESTWENNO RAWNA FORMULE F , W

F_1 OTSUTSTWU@T KONSTANTY I WSE PEREMENNYE FORMULY F_1 SU]ESTWENNY. dLQ

“TOGO NESU]ESTWENNYE PEREMENNYE FORMULY F ZAMENIM KONSTANTAMI, A ZATEM ISKL@^IM IZ POLU^ENNOJ FORMULY KONSTANTY I NESU]ESTWENNYE PEREMENNYE BAZISNYH FUNKCIJ, ZAMENIW BAZISNYE FUNKCII IH PODFUNKCIQMI IZ [B]. dALEE, OBOZNA^IM ^EREZ B^′ MNOVESTWO WSEH TAKIH FUNKCIJ f^′ OT DWUH ILI BOLX[EGO ^ISLA PEREMENNYH, ^TO f^′ QWLQETSQ NEUBYWA@]IM PREDSTAWITELEM NEKOTOROJ FUNKCII IZ [B] ILI OTRICANIQ NEKOTOROJ FUNKCII IZ [B]. fORMULU F1 PREOB- RAZUEM W FORMULU F^′ NAD MNOVESTWOM B^′ ∪ {¬}, TAKU@, ^TO F^′ TOVDESTWENNO RAWNA FORMULE F I OTRICANIQ W F^′ MOGUT BYTX TOLXKO NAD PEREMENNYMI. tA- KOE PREOBRAZOWANIE MOVNO OSU]ESTWITX POSLEDOWATELXNO, NA^INAQ OT WNE[NEJ FUNKCII FORMULY I DWIGAQSX OT FORMULY K E¡ PODFORMULAM.

tAKIM OBRAZOM, POLU^ENNAQ FORMULA F^′ NAD MNOVESTWOM FUNKCIJ B^′ ∪ {¬} BESPOWTORNO REALIZUET FUNKCI@ g, NE SODERVIT KONSTANT I FIKTIWNYH PERE- MENNYH I KAVDOE OTRICANIE W F^′ NAHODITSQ NEPOSREDSTWENNO NAD PEREMENNOJ. wSQKU@ FORMULU, UDOWLETWORQ@]U@ “TIM SWOJSTWAM, OBOZNA^IM ^EREZ FB (g). wWED¡M WSPOMOGATELXNOE MNOVESTWO PEREMENNYH {y^0, y^1}. oBOZNA^IM ^EREZ

F^′_B(g) FORMULU, POLU^ENNU@ IZ F_B (g) ZAMENOJ KAVDOJ PEREMENNOJ BEZ OTRI-

CANIQ NA PEREMENNU@ y^1, I KAVDOJ PEREMENNOJ S OTRICANIEM NA PEREMENNU@

y^0. fORMULA F^′_B(g) HARAKTERIZUET FUNKCI@ g S TO^NOSTX@ DO PERESTANOWKI

PEREMENNYH, DOBAWLENIQ I IZ˙QTIQ NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH.

2. ~ASTI^NO-UPORQDO^ENNYE MNOVESTWA

rASSMOTRIM ^ASTI^NO-UPORQDO^ENNYE MNOVESTWA (~um) S NESTROGIM OTNO- [ENIEM ^ASTI^NOGO PORQDKA 6 I SOOTWETSTWU@]IM STROGIM OTNO[ENIEM <, KOTORYE BUDEM INOGDA NAZYWATX PRED[ESTWOWANIEM I STROGIM PRED[ESTWOWA-

NIEM SOOTWETSTWENNO. bESKONE^NO WOZRAcTA@]EJ (UBYWA@]EJ) CEPX@ W ~um

M NAZYWAETSQ TAKAQ BESKONE^NAQ POSLEDOWATELXNOSTX m1, m2, . . . “LEMENTOW IZ M , ^TO WYPOLNENY NERAWENSTWA m1 < m2 < . . . (m1 > m2 > . . . ). ~um M NAZOW¡M KOROTKIM, ESLI W N¡M OTSUTSTWU@T BESKONE^NO UBYWA@]IE CEPI I UZ-

KIM, ESLI W N¡M OTSUTSTWU@T BESKONE^NYE MNOVESTWA POPARNO NESRAWNIMYH

“LEMENTOW. —LEMENT m ∈ M NAZYWAETSQ MINIMALXNYM, ESLI W M NET “LEMENTA

m^′ TAKOGO, ^TO m^′ < m. dWA RAZLI^NYH MINIMALXNYH “LEMENTA NESRAWNIMY.

mNOVESTWO WSEH MINIMALXNYH “LEMENTOW W M OBOZNA^IM ^EREZ min M .

uTWERVDENIE 1. eSLI ~um M QWLQETSQ KOROTKIM, TO DLQ L@BOGO m1 ∈

M SU]ESTWUET “LEMENT m ∈ min M , PRED[ESTWU@]IJ “LEMENTU m_1.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX, NAPROTIW, NI ODIN “LEMENT IZ min M NE PRED[EST-

WUET “LEMENTU m1. tAK KAK m1 6 m1, TO m1 /∈ min M . pO“TOMU SU]ESTWUET “LEMENT m2 ∈ M TAKOJ, ^TO m2 < m1. dLQ m2 TAKVE NE NAJD¡TSQ PRED[ESTWU@- ]EGO EMU MINIMALXNOGO “LEMENTA (W PROTIWNOM SLU^AE “TOT MINIMALXNYJ “LE- MENT PRED[ESTWOWAL BY I “LEMENTU m1). pO“TOMU NAJD¡TSQ “LEMENT m3 ∈ M , TAKOJ, ^TO m3 < m2. dEJSTWUQ TAK DALEE, POLU^IM BESKONE^NO UBYWA@]U@ CEPX “LEMENTOW m1 > m2 > . . . pROTIWORE^IE. uTWERVDENIE 1 DOKAZANO.

uTWERVDENIE 2. w L@BOM KOROTKOM UZKOM BESKONE^NOM ~um SU]ESTWU-

ET BESKONE^NO WOZRASTA@]AQ CEPX.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX M — KOROTKOE UZKOE BESKONE^NOE ~um. tAK KAK

M KOROTKOE, TO W SILU UTWERVDENIQ 1, L@BOJ “LEMENT m ∈ M PRED[ESTWU- ET NEKOTOROMU MINIMALXNOMU “LEMENTU. pO“TOMU MNOVESTWO min M NEPUSTO. pOSLEDNEE SOSTOIT IZ POPARNO NESRAWNIMYH “LEMENTOW. pO“TOMU W SILU UZOS- TI MNOVESTWA M , MNOVESTWO min M KONE^NO. oBOZNA^IM ^EREZ m1 TOT MINI- MALXNYJ “LEMENT, KOTORYJ PRED[ESTWUET BESKONE^NOMU ^ISLU “LEMENTOW IZ M . pUSTX M1 — MNOVESTWO WSEH “LEMENTOW, KOTORYM PRED[ESTWUET m1. pRIMENIW TO VE RASSUVDENIE K MNOVESTWU M1, WYBEREM W N¡M “LEMENT m2 I BESKONE^- NOE PODMNOVESTWO M2, SOSTOQ]EE IZ “LEMENTOW, KOTORYM PRED[ESTWUET m2. dEJSTWUQ TAK DALEE, POLU^IM BESKONE^NO WOZRASTA@]U@ CEPX m1 < m2 < . . . uTWERVDENIE 2 DOKAZANO.

pODMNOVESTWO K ⊆ M NAZOW¡M INWARIANTNYM KLASSOM, ESLI WMESTE S KAV- DYM SWOIM “LEMENTOM K SODERVIT WSE PRED[ESTWU@]IE EMU “LEMENTY. kLASS K MOVNO RASSMATRIWATX KAK ~um S OTNO[ENIEM PORQDKA, UNASLEDOWANNYM IZ M . mNOVESTWO WSEH INWARIANTNYH KLASSOW W M OBOZNA^IM ^EREZ I(M ). mNO- VESTWO I(M ) TAKVE MOVNO RASSMATRIWATX KAK ~um S OTNO[ENIEM TEORETIKO- MNOVESTWENNOGO WLOVENIQ KLASSOW. pUSTX P ⊆ M I Q ⊆ M . oBOZNA^IM ^EREZ

Z(P ; Q) MNOVESTWO WSEH “LEMENTOW IZ P , NE PRED[ESTWU@]IH NI ODNOMU “LEMEN-

TU IZ Q. eSLI P — INWARIANTNYJ KLASS (W ^ASTNOSTI, P = M ), TO MNOVESTWO

Z(P ; Q) QWLQETSQ INWARIANTNYM KLASSOM I NAZYWAETSQ KLASSOM, POROVDËNNYM

(W P ) MNOVESTWOM ZAPRETOW Q.

lEMMA 1. pUSTX M — NE BOLEE ^EM S^ËTNOE KOROTKOE ~um. tOGDA SLE-

DU@]IE USLOWIQ RAWNOSILXNY:

a) MNOVESTWO M UZKO;

b) ^ISLO INWARIANTNYH KLASSOW W M NE BOLEE ^EM S^ËTNO; c) KAVDYJ INWARIANTNYJ KLASS MOVET BYTX POROVDËN KONE^NYM MNOVES- TWOM ZAPRETOW.

dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACIQ c) ⇒ b) SLEDUET IZ TOGO, ^TO ^ISLO WSEWOZ-

MOVNYH KONE^NYH PODMNOVESTW MNOVESTWA M NE BOLEE ^EM S^¡TNO. dOKAVEM, ^TO IZ OTRICANIQ a) SLEDUET OTRICANIE b), T. E. DOKAVEM IMPLIKACI@ b) ⇒ a).

pUSTX MNOVESTWO M NEUZKO. tOGDA W M SU]ESTWUET BESKONE^NOE PODMNOVES- TWO P POPARNO NESRAWNIMYH “LEMENTOW. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE PODMNOVES- TWO Q ⊆ P I RASSMOTRIM INWARIANTNYJ KLASS ⟨Q⟩ = {m ∈ M | ∃q ∈ Q m 6 q}. eSLI Q1 ⊆ P, Q2 ⊆ P I Q1 ≠ Q2, TO ⟨Q1⟩ ≠ ⟨Q2⟩. dEJSTWITELXNO, SU]ESTWUET LIBO q ∈ Q1\Q2, LIBO q ∈ Q2\Q1. w PERWOM SLU^AE “LEMENT q NESRAWNIM SO WSE- MI “LEMENTAMI IZ Q2, PO“TOMU q NE PRED[ESTWUET NI ODNOMU IZ NIH, A ZNA^IT

q /∈ ⟨Q_2⟩, W TO VE WREMQ q ∈ ⟨Q_1⟩; WTOROJ SLU^AJ ANALOGI^EN. tAKIM OBRAZOM,

IMEEM KONTINUUM INWARIANTNYH KLASSOW ⟨Q⟩, Q ⊆ P , T. E. b) NE WYPOLNENO.

nAKONEC DOKAVEM, ^TO IZ OTRICANIQ c) SLEDUET OTRICANIE a), T. E. DOKA- VEM IMPLIKACI@ a) ⇒ c). pUSTX SU]ESTWUET INWARIANTNYJ KLASS K, KOTORYJ NELXZQ PORODITX KONE^NYM MNOVESTWOM ZAPRETOW. pUSTX P = M\K. w SI- LU INWARIANTNOSTI K IMEEM K = Z(M ; P ). pOKAVEM, ^TO K = Z(M ; min P ). dEJSTWITELXNO, K = Z(M ; P ) ⊆ Z(M ; min P ). s DRUGOJ STORONY, ESLI m ∈

Z(M ; min P ), TO NI DLQ ODNOGO p ∈ min P NE WYPOLNENO p 6 m. pO“TOMU W

P NET “LEMENTA q TAKOGO, ^TO q 6 m (W PROTIWNOM SLU^AE, ESLI SU]ESTWUET

q ∈ P, q 6 m, TO PO UTWERVDENI@ 1 SU]ESTWUET p ∈ min P, p 6 q, A TOGDA

p 6 m; PROTIWORE^IE). sLEDOWATELXNO, m ∈ Z(M ; P ) = K. —LEMENTY MNOVEST-

WA min P POPARNO NESRAWNIMY, W TO VE WREMQ KLASS K NE MOVET BYTX POROVD¡N KONE^NYM MNOVESTWOM ZAPRETOW. pO“TOMU min P — BESKONE^NOE MNOVESTWO, A ZNA^IT, M NE UZKO. lEMMA 1 DOKAZANA.

oB˙EDINENIEM NEPERESEKA@]IHSQ ~um M_1 I M_2 NAZYWAETSQ IH TEORETIKO-

MNOVESTWENNOE OB˙EDINENIE M1 ∪ M2 S OTNO[ENIEM ^ASTI^NOGO PORQDKA, UNA- SLEDOWANNYM OT MNOVESTW M1 I M2; PRI “TOM “LEMENTY m1 ∈ M1 I m2 ∈ M2 S^ITA@TSQ NESRAWNIMYMI. pROIZWEDENIEM ~um M1 I M2 NAZYWAETSQ IH DEKAR- TOWO PROIZWEDENIE M1 ×M2 S POKOORDINATNYM OTNO[ENIEM ^ASTI^NOGO PORQDKA

((m1, m2) 6 (m^′1, m^′2) ⇐⇒ m1 6 m^′1 I m2 6 m^′2).

lEMMA 2. pUSTX M1 I M2 — UZKIE KOROTKIE ~um. tOGDA MNOVESTWA

M_1 ∪ M_2 I M_1 × M_2 UZKI I KOROTKI.

dOKAZATELXSTWO. wNA^ALE RASSMOTRIM OB˙EDINENIE MNOVESTW M = M_1∪M_2.

iZ L@BOJ BESKONE^NO UBYWA@]EJ CEPI m1 > m2 > . . . W M MOVNO WYBRATX BESKONE^NO UBYWA@]U@ PODCEPX, SOSTOQ]U@ TOLXKO IZ “LEMENTOW MNOVESTWA

M_1 ILI TOLXKO IZ “LEMENTOW M_2. aNALOGI^NO, IZ BESKONE^NOGO MNOVESTWA

{m_1, m_2, . . . } POPARNO NESRAWNIMYH “LEMENTOW W M MOVNO WYBRATX BESKONE^NOE

PODMNOVESTWO, SOSTOQ]EE TOLXKO IZ “LEMENTOW M1 ILI TOLXKO IZ “LEMENTOW M2. pO“TOMU, ESLI MNOVESTWA M1 I M2 QWLQ@TSQ UZKIMI (KOROTKIMI), TO MNOVES- TWO M QWLQETSQ UZKIM (KOROTKIM).

tEPERX RASSMOTRIM MNOVESTWO M^′ = M1 ×M2. pUSTX M^′ NE QWLQETSQ KOROT- KIM. tOGDA W M^′ SU]ESTWUET BESKONE^NO UBYWA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX PAR

(m1, m21) > (m12, m2) > . . . rASSMOTRIM MNOVESTWA Q_i = {m^i_j | j = 1, 2, . . . }, i =

1, 2. hOTQ BY ODNO IZ NIH BESKONE^NO W SILU TOGO, ^TO PARY (m1_j , m2_j ), j =

1, 2, . . . POPARNO RAZLI^NY. pUSTX, NAPRIMER, Q1 BESKONE^NO. tOGDA IZ MNOVES-

TWA Q1 MOVNO WYBRATX BESKONE^NO UBYWA@]U@ CEPX W M1, T. E. MNOVESTWO M1 QWLQETSQ KOROTKIM, ^TO PROTIWORE^IT USLOWI@ LEMMY.

pUSTX TEPERX M^′ NE UZKO. tOGDA W N¡M NAJD¡TSQ BESKONE^NOE MNOVESTWO NESRAWNIMYH PAR {m^′_j = (m^3_j , m^4_j ) | j = 1, 2, . . . }. rASSMOTRIM MNOVESTWO

Q_3 = {m^3_j | j = 1, 2, . . . }. eSLI ONO KONE^NO, TO NA^INAQ S NEKOTOROGO N IMEEM

m^3_N = m^3_{N+1} = . . . pO“TOMU MNOVESTWO {m^4_j | j ¿ N} ⊆ M_2 QWLQETSQ PRIMEROM

BESKONE^NOGO MNOVESTWA, SOSTOQ]EGO IZ POPARNO NESRAWNIMYH “LEMENTOW, ^EGO BYTX NE MOVET. sLEDOWATELXNO, Q3 BESKONE^NO. tOGDA PO UTWERVDENI@ 2 IZ Q3 MOVNO WYBRATX BESKONE^NO WOZRASTA@]U@ CEPX m^3_{i(1)} < m^3_{i(2)} < . . . (MNOVESTWO

Q_3 QWLQETSQ UZKIM I KOROTKIM KAK PODMNOVESTWO MNOVESTWA M_1). rASSMOTRIM

MNOVESTWO “LEMENTOW Q4 = {m^4_{i(1)}, m^4_{i(2)}, . . . } (PARNYH K “LEMENTAM WYBRANNOJ BESKONE^NO WOZRASTA@]EJ CEPI). eSLI Q4 KONE^NO, TO DLQ NEKOTOROGO N^′ IME- EM m^4_{i(N}0_) = m^4_{i(N}0_{+1)}. sLEDOWATELXNO, m^′_{i(N}0_) < m^′_{i(N}0_{+1)}, ^TO PROTIWORE^IT NESRAWNIMOSTI “TIH PAR. oSTA¡TSQ RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA Q4 BESKONE^NO. w “TOM SLU^AE PO UTWERVDENI@ 2 IZ Q4 MOVNO WYBRATX BESKONE^NO WOZRASTA@- ]U@ POSLEDOWATELXNOSTX m^4_{i(j(1))} < m^4_{i(j(2))} < . . . ~ISLA j(1), j(2), . . . POPARNO RAZLI^NY. sLEDOWATELXNO, NAJD¡TSQ TAKOE N^{′′}, ^TO j(N^{′′}) < j(N^{′′} +1). pO“TOMU

m^′_{i(j(N}00_{))} < m^′_{i(j(N}00_{+1))}, ^TO PROTIWORE^IT NESRAWNIMOSTI “TIH PAR. lEMMA 2

DOKAZANA.

uTWERVDENIE 3. eSLI M QWLQETSQ UZKIM I KOROTKIM ~um, TO MNOVES-

TWO I(M ) KOROTKO.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX, NAPROTIW, W M SU]ESTWUET BESKONE^NO UBYWA@]AQ

POSLEDOWATELXNOSTX INWARIANTNYH KLASSOW K1 ⊃ K2 ⊃ . . . tOGDA SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX “LEMENTOW m1 ∈ K1\K2, m2 ∈ K2\K3, . . . nI DLQ KAKIH

i < j NE WYPOLNENO NERAWENSTWO m_i 6 m_j, INA^E m_i ∈ K_j, ^TO PROTIWORE^IT

WKL@^ENI@ mi ∈ Ki\Ki+1 ⊆ Ki\Kj. mNOVESTWO Q = {m1, m2, . . . } BESKONE^NO; ONO KOROTKO I UZKO KAK PODMNOVESTWO MNOVESTWA M . sOGLASNO UTWERVDENI@ 2 W Q SU]ESTWUET BESKONE^NO WOZRASTA@]AQ CEPX m_{i(1)} < m_{i(2)} < . . . ~ISLA

i(1), i(2), . . . POPARNO RAZLI^NY. pO“TOMU NAJD¡TSQ N TAKOE, ^TO i(N ) < i(N +

1). tOGDA m_{i(N)} < mi(N + 1), ^TO PROTIWORE^IT WYBORU “LEMENTOW m1, m2, . . . uTWERVDENIE 3 DOKAZANO.

3. fORMULY NAD SIGNATURAMI

zAFIKSIRUEM CELOE NEOTRICATELXNOE ^ISLO n. pUSTX M0, . . . , Mn — KOROT- KIE, NE BOLEE ^EM S^¡TNYE ~um. nABOR Σ = (M0, . . . , Mn) NAZOW¡M SIGNA-

TUROJ. iNDUKTIWNO OPREDELIM FORMULY NAD SIGNATUROJ Σ. fORMULAMI QW-

LQ@TSQ WYRAVENIQ, IME@]IE WID m0, GDE m0 ∈ M0, ILI ms(F1, . . . , Fs), GDE

m_s ∈ M_s, 1 6 s 6 n I KAVDOE IZ WYRAVENIJ F_1, . . . , F_s QWLQETSQ RANEE POSTRO-

ENNOJ FORMULOJ NAD Σ. pRIMEROM SIGNATURY QWLQETSQ NABOR Σ0(B) = (B(0) ∪

{x_1, x_2, . . . }, B(1), . . . , B(n)), GDE B(i) — MNOVESTWO WSEH i-MESTNYH FUNKCIJ

IZ BAZISA B (WSE FUNKCII I PEREMENNYE POPARNO NESRAWNIMY, n RAWNO NAI- BOLX[EMU ^ISLU PEREMENNYH U FUNKCIJ IZ B). fORMULAMI NAD Σ0(B) QWLQ- @TSQ FORMULY W BAZISE B. dRUGIM PRIMEROM QWLQETSQ SIGNATURA Σ(B) =

({y0, y1}, ?, B^′(2), . . . , B^′(n)), FORMULAMI NAD KOTOROJ QWLQ@TSQ FORMULY WIDA F^′_B(g). sIGNATURU (M_0, . . . , M_n) NAZOW¡M UZKOJ, ESLI MNOVESTWA M_0, . . . , M_n

UZKI. sIGNATURA Σ(B) QWLQETSQ UZKOJ, A Σ0(B) NE QWLQETSQ.

pUSTX F — FORMULA NAD Σ. pODFORMULOJ FORMULY F NAZYWAETSQ PROIZ- WOLXNAQ FORMULA (WKL@^AQ F ), WOZNIK[AQ W PROCESSE INDUKTIWNOGO POSTROE- NIQ FORMULY F PO OPREDELENI@. wWED¡M PONQTIE PRED[ESTWOWANIQ FORMUL. dLQ “TOGO OPREDELIM “LEMENTARNYE OPERACII GORIZONTALXNOGO I WERTIKALX-

NOGO SVATIQ FORMULY. pUSTX F — FORMULA NAD Σ, G — E¡ PODFORMULA I

G IMEET WID ms(G1, . . . , Gs), GDE ms ∈ Ms, G1, . . . , Gs — FORMULY. oBOZNA- ^IM ^EREZ FG→G_i FORMULU, POLU^ENNU@ IZ F ZAMENOJ PODFORMULY G (TO^NEE, E¡ RASSMATRIWAEMOGO “KZEMPLQRA) NA FORMULU Gi, 1 6 i 6 s. pEREHOD OT F K FG→G_i NAZOW¡M “LEMENTARNOJ OPERACIEJ GORIZONTALXNOGO SVATIQ FORMULY. —LEMENTARNOJ OPERACIEJ WERTIKALXNOGO SVATIQ NAZOW¡M ZAMENU W FORMULE OD- NOGO WHOVDENIQ SIMWOLA ms ∈ Ms, 0 6 s 6 n (QWLQ@]EGOSQ NA^ALOM PODFOR- MULY S s ARGUMENTAMI) NA SIMWOL m^′_s ∈ Ms TAKOJ, ^TO m^′_s < ms. sKAVEM, ^TO FORMULA H PRED[ESTWUET FORMULE F , ESLI H MOVET BYTX POLU^ENA IZ F ZA KONE^NOE (WOZMOVNO, NULEWOE) ^ISLO PRIMENENIJ “LEMENTARNYH OPERACIJ GORIZONTALXNOGO I WERTIKALXNOGO SVATIQ. oBOZNA^IM ^EREZ F(Σ) ^ASTI^NO- UPORQDO^ENNOE MNOVESTWO FORMUL W SIGNATURE Σ S OTNO[ENIEM PRED[ESTWOWA- NIQ FORMUL.

uTWERVDENIE 4. dLQ L@BOJ SIGNATURY Σ MNOVESTWO F(Σ) KOROTKO I NE

BOLEE ^EM S^ËTNO.

dOKAZATELXSTWO. nE BOLEE ^EM S^¡TNOSTX MNOVESTWA F(Σ) SLEDUET IZ TOGO,

^TO FORMULY QWLQ@TSQ SLOWAMI W NE BOLEE ^EM S^¡TNOM ALFAWITE {^′(^′,^′)^′,^′,^′ }∪

M_0 ∪ . . . ∪ M_n, A MNOVESTWO WSEH TAKIH SLOW NE BOLEE ^EM S^¡TNO. dOKAVEM KO-

ROTKOSTX MNOVESTWA F(Σ). dEJSTWITELXNO, W PROTIWNOM SLU^AE SU]ESTWUET BESKONE^NAQ CEPX FORMUL F1 > F2 > . . . TAKAQ, ^TO Fi+1 POLU^ENA IZ Fi “LE- MENTARNOJ OPERACIEJ GORIZONTALXNOGO ILI WERTIKALXNOGO SVATIQ. k L@BOJ FORMULE OPERACI@ GORIZONTALXNOGO SVATIQ MOVNO PRIMENITX LI[X KONE^NOE ^ISLO RAZ, TAK KAK DLINA FORMULY KAVDYJ RAZ UMENX[AETSQ. pO“TOMU NA- ^INAQ S NEKOTOROGO N W POSLEDOWATELXNOSTI FN , FN+1, . . . PRIMENQETSQ TOLXKO OPERACIQ WERTIKALXNOGO SVATIQ. nAJD¡TSQ TAKOE j I TAKOE WHOVDENIE W FORMU- LU FN SIMWOLA IZ MNOVESTWA Mj, K KOTOROMU OPERACIQ WERTIKALXNOGO SVATIQ PRIMENQETSQ W POSLEDOWATELXNOSTI FN , FN+1, . . . BESKONE^NOE ^ISLO RAZ. sLE- DOWATELXNO, W MNOVESTWE Mj SU]ESTWUET BESKONE^NO UBYWA@]AQ CEPX “LEMEN- TOW, ^TO PROTIWORE^IT EGO KOROTKOSTI, TREBUEMOJ W OPREDELENII SIGNATURY. uTWERVDENIE 4 DOKAZANO.

rAS[IRENNOJ SIGNATUROJ NAZOW¡M PARU Σ^′ = (Σ, R), GDE Σ — SIGNATURA, R ⊆ F(Σ) I |R| 6 1, T. E. R LIBO PUSTO, LIBO SODERVIT ODNU FORMULU NAD Σ. pOLO-

VIM F(Σ^′): = Z(F(Σ); R). pUSTX Σ1 I Σ2 — SIGNATURY, Σi = (M^i_0, . . . , M^i_n), i =

1, 2. sKAVEM, ^TO Σ1 STROGO PRED[ESTWUET SIGNATURE Σ2 (Σ1 ≺ Σ2), ESLI DLQ

NEKOTOROGO i, 0 6 i 6 n, WYPOLNENY RAWENSTWA M^1_n = M^2_n, . . . , M^1_{i+1} = M^2_{i+1}, NO M^1_i ⊂ M^2_i , PRI^¡M M^1_i QWLQETSQ INWARIANTNYM KLASSOM W M^2_i . pUSTX TE- PERX Σ^′_1 I Σ^′_2 — RAS[IRENNYE SIGNATURY, Σ^′_i = (Σi, Ri), i = 1, 2. sKAVEM, ^TO Σ^′_1 STROGO PRED[ESTWUET SIGNATURE Σ^′_2 (Σ^′_1 ≺ Σ^′_2), ESLI LIBO Σ1 ≺ Σ2; LIBO Σ1 = Σ2 I REALIZUETSQ ODIN IZ DWUH SLU^AEW: 1) R2 = ?, R1 ≠ ?, 2)

R_2 = {F_2}, R_1 = {F_1} I F_1 QWLQETSQ SOBSTWENNOJ PODFORMULOJ FORMULY F_2 (SOBSTWENNAQ PODFORMULA — PODFORMULA, OTLI^NAQ OT SAMOJ FORMULY). rAS-

[IRENNU@ SIGNATURU NAZOW¡M UZKOJ, ESLI WHODQ]AQ W NE¡ SIGNATURA UZKA.

lEMMA 3. nE SU]ESTWUET BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI UZKIH RAS[I-

RENNYH SIGNATUR Σ^′_1, Σ^′_2, . . . , W KOTOROJ KAVDAQ SLEDU@]AQ SIGNATURA STROGO PRED[ESTWUET PREDYDU]EJ (DRUGIMI SLOWAMI, KLASS^1 UZKIH RAS[IRENNYH SIG- NATUR KOROTOK).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX, NAPROTIW, SU]ESTWUET TAKAQ POSLEDOWATELXNOSTX: . . . ≺ Σ^′_2 ≺ Σ^′_1, Σ^′_i = (Σ_i, R_i), Σ_i = (M^i_0, . . . , M^i_n), i = 1, 2, . . . wOZMOVNY DWA

SLU^AQ: 1) W POSLEDOWATELXNOSTI Σ1, Σ2, . . . IMEETSQ BESKONE^NOE ^ISLO RAZLI^- NYH SIGNATUR; 2) SREDI Σ1, Σ2, . . . ^ISLO RAZLI^NYH SIGNATUR KONE^NO.

w PERWOM SLU^AE OBOZNA^IM ^EREZ i NAIMENX[EE IZ ^ISEL 0, . . . , n, UDOW- LETWORQ@]EE USLOWI@: DLQ L@BOGO j > i NAJD¡TSQ TAKOE Nj, ^TO M^{Nj}_j = M^{Nj +1} j = . . . eSLI TAKOGO ^ISLA i NET, TO NA^INAQ S NEKOTOROGO N^′ IMEEM

1w SMYSLE AKSIOMATIKI TEORII MNOVESTW g¡DELQ-bERNAJSA

Σ_N0 = Σ_N0+1 = . . . , ^TO PROTIWORE^IT USLOWI@ SLU^AQ 1). oBOZNA^IM ^EREZ N

MAKSIMALXNOE IZ ^ISEL Ni+1, . . . , Nn, 1. tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX MNOVESTW

M^N_i , M^{N+1}_i , . . . , S ODNOJ STORONY, MONOTONNO (NESTROGO) UBYWAET PO WKL@^E-

NI@, A S DRUGOJ STORONY, W SILU WYBORA i, ^ISLO RAZLI^NYH “LEMENTOW W NEJ BESKONE^NO. pO“TOMU W NEJ SU]ESTWUET STROGO UBYWA@]AQ PODPOSLEDOWATELX- NOSTX M^N_i = Q1 ⊃ Q2 ⊃ . . . kAVDOE MNOVESTWO Qi QWLQETSQ INWARIANTNYM KLASSOM W Qi−1, T. E. Q1, Q2, . . . — BESKONE^NO UBYWA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX INWARIANTNYH KLASSOW W UZKOM (PO USLOWI@ LEMMY) I KOROTKOM (PO OPREDELE- NI@ SIGNATURY) MNOVESTWE M^N_i , ^EGO NE MOVET BYTX SOGLASNO UTWERVDENI@ 3.

wO WTOROM SLU^AE NAJD¡TSQ NOMER N , TAKOJ, ^TO ΣN = ΣN+1 = . . . rAS- SMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX RN+1, RN+2, . . . (WOZMOVNO, RN = ?). kAVDOE MNOVESTWO Ri SODERVIT FORMULU Fi NAD ΣN , PRI^¡M Fi+1 QWLQETSQ SOBSTWEN- NOJ PODFORMULOJ FORMULY Fi, i = N + 1, N + 2, . . . pRI PEREHODE OT FORMULY K E¡ PODFORMULE DLINA FORMULY UMENX[AETSQ. pO“TOMU OPISANNAQ BESKONE^NAQ POSLEDOWATELXNOSTX FORMUL NEWOZMOVNA. pOLU^ENNOE PROTIWORE^IE DOKAZYWA- ET LEMMU 3.

pOLOVIM Σ?: = (?, . . . , ?), Σ^′?: = (Σ?, ?); SIGNATURA Σ^′? NAZYWAETSQ PU-

STOJ.

uTWERVDENIE 5 (OB INDUKCII PO KOROTKOMU KLASSU). pUSTX P — PREDI-

KAT, ZADANNYJ NA RAS[IRENNYH SIGNATURAH, DLQ KOTOROGO WYPOLNENY USLOWIQ:

a) P (Σ^′?) ISTINNO;

b) ESLI Σ^′ — NEPUSTAQ UZKAQ RAS[IRENNAQ SIGNATURA I DLQ L@BOJ UZKOJ RAS[IRENNOJ SIGNATURY Σ^′_1, STROGO PRED[ESTWU@]EJ SIGNATURE Σ^′, WYRAVE- NIE P (Σ^′_1) ISTINNO, TO P (Σ^′) ISTINNO.

tOGDA DLQ L@BOJ UZKOJ RAS[IRENNOJ SIGNATURY Σ^′ WYRAVENIE P (Σ^′) IS- TINNO.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. DLQ NEKOTOROJ UZKOJ RAS[I-

RENNOJ SIGNATURY Σ^′_1 WYRAVENIE P (Σ^′_1) LOVNO. o^EWIDNO, ^TO Σ^′_1 ≠ Σ^′?. pO- “TOMU SOGLASNO OTRICANI@ SWOJSTWA b) SU]ESTWUET TAKAQ UZKAQ RAS[IRENNAQ SIGNATURA Σ^′_2, STROGO PRED[ESTWU@]AQ SIGNATURE Σ^′_1, ^TO WYRAVENIE P (Σ^′_2) LOVNO. dEJSTWUQ TAK DALEE, POLU^IM BESKONE^NO UBYWA@]U@ POSLEDOWATELX- NOSTX UZKIH RAS[IRENNYH SIGNATUR . . . ≺ Σ^′_2 ≺ Σ^′_1, ^TO PROTIWORE^IT LEMME 3. uTWERVDENIE 5 DOKAZANO.

lEMMA 4 (OSNOWNAQ). dLQ L@BOJ UZKOJ RAS[IRENNOJ SIGNATURY Σ^′ MNOVES-

TWO F(Σ^′) UZKO.

dOKAZATELXSTWO. pROWED¡M INDUKCI@, OPIRAQSX NA UTWERVDENIE 5. w KA-

^ESTWE PREDIKATA P WOZXM¡M UTWERVDENIE OB UZOSTI MNOVESTWA F(Σ^′). tAK KAK

MNOVESTWO F(Σ^′?) PUSTO, TO ONO UZKO. sLEDOWATELXNO, USLOWIE a) UTWERVDENIQ 5 WYPOLNENO. pROWERIM USLOWIE b). pUSTX Σ^′ = (Σ, R) — PROIZWOLXNAQ NEPUSTAQ UZKAQ RAS[IRENNAQ SIGNATURA, Σ = (M0, . . . , Mn). rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1)

R = ?; 2) R ≠ ?.

sLU^AJ 1. dOKAVEM, ^TO MNOVESTWO I(F(Σ)) NE BOLEE ^EM S^¡TNO. pUSTX

K ⊂ F(Σ) — PROIZWOLXNYJ INWARIANTNYJ KLASS, OTLI^NYJ OT MNOVESTWA F(Σ). tOGDA SU]ESTWUET FORMULA F ∈ F(Σ), NE PRINADLEVA]AQ K. iMEEM K ⊆ Z(F(Σ); {F }) = F(Σ^′_F ), GDE Σ^′_F = (Σ, {F }). o^EWIDNO, ^TO K QWLQETSQ

INWARIANTNYM KLASSOM W MNOVESTWE F(Σ^′_F ). sLEDOWATELXNO,

I(F(Σ)) = {F(Σ)} ∪ [ F ∈F(Σ) I(F(Σ^′_F )). (2)

pO OPREDELENI@, KAVDAQ SIGNATURA Σ^′_F STROGO PRED[ESTWUET SIGNATURE Σ^′, KROME TOGO, Σ^′_F UZKA (W SILU UZOSTI SIGNATURY Σ). pO PREDPOLOVENI@ INDUK- CII MNOVESTWO F(Σ^′_F ) UZKO. sLEDOWATELXNO, PO LEMME 1 ^ISLO INWARIANTNYH KLASSOW W F(Σ^′_F ) NE BOLEE ^EM S^¡TNO (KOROTKOSTX I NE BOLEE ^EM S^¡TNOSTX MNO- VESTWA F(Σ), A ZNA^IT I EGO PODMNOVESTWA F(Σ^′_F ), SLEDUET IZ UTWERVDENIQ 4). w SILU RAWENSTWA (2) MNOVESTWO I(F(Σ)) NE BOLEE ^EM S^¡TNO KAK OB˙EDINE- NIE NE BOLEE ^EM S^¡TNOGO ^ISLA NE BOLEE ^EM S^¡TNYH MNOVESTW. oPQTX VE PO LEMME 1 MNOVESTWO F(Σ) UZKO. sLU^AJ 1, W SILU RAWENSTWA F(Σ^′) = F(Σ), RASSMOTREN.

sLU^AJ 2. pUSTX R = {F }. eSLI FORMULA F IMEET WID m0, m0 ∈ M0,

TO INWARIANTNYJ KLASS F(Σ^′), RAWNYJ Z(F(Σ); {F }), SOSTOIT IZ TEH I TOLXKO TEH FORMUL NAD Σ, W KOTORYH NET PODFORMUL WIDA m, GDE m ∈ M0 I m ¿ m0. tAKIM OBRAZOM, SPRAWEDLIWO RAWENSTWO F(Σ^′) = F(Σ^′_0), GDE Σ^′_0 = (Σ0, ?), Σ0 =

(Z(M0; {m0}), M1, . . . , M_n). pO OPREDELENI@ SIGNATURA Σ^′0 STROGO PRED[EST-

WUET SIGNATURE Σ^′ I UZKA W SILU UZOSTI SIGNATURY Σ^′. sLEDOWATELXNO, PO PRED- POLOVENI@ INDUKCII MNOVESTWO F(Σ^′_0) UZKO. tOGDA MNOVESTWO F(Σ^′) UZKO.

nAKONEC, RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FORMULA F IMEET WID ms(F1, . . . , Fs), GDE ms ∈ Ms I F1, . . . , Fs — FORMULY NAD Σ. oBOZNA^IM ^EREZ Σ^′_i, 1 6 i 6 s, RAS[IRENNU@ SIGNATURU (Σ, {Fi}). tAK KAK FORMULA Fi QWLQETSQ PODFORMULOJ FORMULY F , TO SIGNATURA Σ^′_i PRED[ESTWUET SIGNATURE Σ^′. kROME TOGO, Σ^′_i UZKA W SILU UZOSTI SIGNATURY Σ. pRIMENIW K Σ^′_i PREDPOLOVENIE INDUKCII, POLU^IM, ^TO MNOVESTWO F(Σ^′_i) UZKO.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FORMULU G IZ MNOVESTWA Φ(Σ^′) I E¡ PROIZWOLX- NU@ PODFORMULU H WIDA

m^′(H_1, . . . , H_s), GDE m^′ ∈ M_s I H_1, . . . , H_s — FORMULY. (3)

mNOVESTWO F(Σ^′) SOSTOIT TOLXKO IZ TAKIH FORMUL G NAD Σ, ^TO DLQ KAVDOJ PODFORMULY H WIDA (3) FORMULY G LIBO m^′ ¿̸ ms, LIBO DLQ NEKOTOROGO i FORMULA Hi NE PRED[ESTWUET FORMULE Fi, T. E. Hi ∈ F(Σ^′_i). pUSTX K0 = {(0, m) | m ∈ Ms−1}, Ki = {(i, m, H^′_i) | m ∈ Ms, H^′_i ∈ F(Σ^′_i)}, 1 6 i 6 s I M^′_s = K_0 ∪ K_1 ∪ . . . ∪ K_s. nA MNOVESTWE K_0 WWED¡M

^ASTI^NYJ PORQDOK: (0, m) 6 (0, m^{′′}) ⇐⇒ m 6 m^{′′}. pRI “TOM K0 IZO- MORFNO MNOVESTWU Ms−1. nA Ki PRI i > 0 TAKVE WWED¡M ^ASTI^NYJ PORQDOK:

(i, m, H^′_i) 6 (i, m^{′′}, H^{′′}_i ) ⇐⇒ m 6 m^{′′} I H^′_i PRED[ESTWUET FORMULE H^{′′}_i . ~um K_i IZOMORFNO PROIZWEDENI@ M_s × F(Σ^′_i). mNOVESTWO M^′_s UZKO, KOROTKO (W SILU

LEMMY 2, KAK KONE^NOE OB˙EDINENIE PROIZWEDENIJ UZKIH, KOROTKIH ~um; UZOSTX MNOVESTW F(Σ^′_i) MY UVE POKAZALI, IH KOROTKOSTX SLEDUET IZ UTWERVDENIQ 4) I NE BOLEE ^EM S^¡TNO. wWED¡M SIGNATURU Σ• = (M0, . . . , Ms−2, M^′_{s−1}, Z(Ms; {ms}), Ms+1, . . . , Mn) I RAS[IRENNU@ SIGNATURU Σ^′_• = (Σ•, ?). pOSTROIM OTOBRAVENIE φ: F(Σ^′) →

F(Σ_•). pUSTX G ∈ F(Σ^′). pOSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX TAKIH FORMUL G = G_0, G_1, . . . , G_r, ^TO KAVDAQ SLEDU@]AQ FORMULA POLU^ENA IZ PREDYDU]EJ OPI-

SANNYM NIVE PREOBRAZOWANIEM, A K Gr “TO PREOBRAZOWANIEM NE PRIMENIMO. oBOZNA^IM ^EREZ H SAMU@ LEWU@ MAKSIMALXNU@ PO WKL@^ENI@ PODFORMULU FORMULY Gt (t = 0, . . . , r−1) SREDI TEH PODFORMUL WIDA (3), W KOTORYH m^′ ¿ ms. eSLI TAKIH PODFORMUL NET, TO PREOBRAZOWANIE NEPRIMENIMO. pUSTX i — TAKOJ MINIMALXNYJ INDEKS, ^TO Hi ∈ F(Σ^′_i). pODFORMULU H W Gt ZAMENIM FORMULOJ

(i, m^′, H_i)(H1, . . . , H_{i−}1, H_i+1, . . . , H_s) (DRUGIMI SLOWAMI, WKL@^IM PODFORMU-

LU Hi W IMQ FUNKCII) I POLU^ENNU@ FORMULU PRIMEM ZA Gt+1. tAK KAK KAVDYJ RAZ H WYBIRAETSQ MAKSIMALXNOJ, TO K FORMULE H I E¡ PODFORMULAM RANEE NE BYLI PRIMENENY NIKAKIE PREOBRAZOWANIQ. pO“TOMU H ∈ F(Σ^′), ^TO NEOBHODIMO DLQ NALI^IQ TREBUEMOJ PODFORMULY Hi.

nAKONEC, KAVDU@ PODFORMULU H^′ FORMULY Gr WIDA ms−1(H^′_1, . . . , H^′_{s−1}), GDE

m_{s−1} ∈ M_{s−1} I H^′_1, . . . , H^′_{s−1} — FORMULY, ZAMENIM FORMULOJ (0, m_{s−1})(H^′_1, . . . , H^′_{s−1}). w REZULXTATE POLU^IM FORMULU NAD SIGNATUROJ Σ_•, KOTORU@ I PRIMEM

ZA φ(G). zAMETIM, ^TO FORMULA G WOSSTANAWLIWAETSQ PO SWOEMU OBRAZU φ(G) ODNOZNA^NO, T. E. φ — IN˙EKCIQ. zAMETIM TAKVE, ^TO OBRATNOE OTOBRAVENIE

φ^{−1} (OPREDEL¡NNOE NA OBRAZE OTOBRAVENIQ φ) SOHRANQET OTNO[ENIE ^ASTI^NOGO

PORQDKA, T. E. ESLI φ(G^′) 6 φ(G^{′′}), TO G^′ 6 G^{′′} (OPERACII WERTIKALXNOGO SVATIQ FORMUL NAD Σ•, PROIZWODIMOJ S TRETXEJ KOORDINATOJ NABORA IZ MNOVESTWA

K_1 ∪ . . . ∪ K_s, SOOTWETSTWUET OPERACIQ GORIZONTALXNOGO SVATIQ FORMUL NAD

Σ). sLEDOWATELXNO, ESLI FORMULY G^′ I G^{′′} NESRAWNIMY, TO I FORMULY φ(G^′) I

φ(G^{′′}) NESRAWNIMY.

sIGNATURA Σ^′_• STROGO PRED[ESTWUET SIGNATURE Σ^′ I UZKA (RANEE MY POKAZALI, ^TO MNOVESTWO M^′_{s−1} UZKO). pRIMENIW K Σ^′_• PREDPOLOVENIE INDUKCII, POLU^IM,

^TO MNOVESTWO F(Σ^′_•) UZKO. pO“TOMU MNOVESTWO F(Σ^′) UZKO. dEJSTWITELXNO, ESLI F(Σ^′) NEUZKO, TO W N¡M NAJD¡TSQ BESKONE^NOE MNOVESTWO POPARNO NESRAW- NIMYH “LEMENTOW {G1, G2, . . . }. tOGDA MNOVESTWO FORMUL {φ(G1), φ(G2), . . . } W SIGNATURE F(Σ^′_•) BESKONE^NO I SOSTOIT IZ POPARNO NESRAWNIMYH “LEMENTOW, ^TO NEWOZMOVNO. lEMMA 4 DOKAZANA.

4. dOKAZATELXSTWO OSNOWNYH UTWERVDENIJ

pUSTX K ⊆ E(B) — PROIZWOLXNYJ INWARIANTNYJ KLASS. oBOZNA^IM ^EREZ

K^∗ MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ IZ K, TOVDESTWENNO NE RAWNYH KONSTANTE. kLASSU K ⊆ E(w) POSTAWIM W SOOTWETSTWIE MNOVESTWO FORMUL ψ_B(K) ⊆ F(Σ(B)), A

IMENNO, ψB(K) SOSTOIT IZ WSEWOZMOVNYH FORMUL F^′_B(g) DLQ FUNKCIJ g ∈ K^∗.

lEMMA 5. dLQ L@BOGO INWARIANTNOGO KLASSA K ⊆ E(w) MNOVESTWO ψB(K)

QWLQETSQ INWARIANTNYM KLASSOM W F(Σ(B)), PRI^ËM MNOVESTWO k^∗ ODNO- ZNA^NO WOSSTANAWLIWAETSQ PO ψ_B(K).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX K^′ = ψ_B(K). pOKAVEM, ^TO K^′ — INWARIANTNYJ

KLASS W F(Σ(B)). rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FORMULU F^′_B(g) ∈ K^′ I SWQZAN- NU@ S NEJ FORMULU FB (g). pUSTX FORMULA F^′_1 NAD Σ(B) PRED[ESTWUET FORMULE

F^′_B(g); DLQ PROSTOTY BUDEM S^ITATX, ^TO F^′_1 POLU^ENA IZ F^′_B (g) ZA ODNU OPE-

RACI@ GORIZONTALXNOGO SVATIQ, A IMENNO F^′_1 = (F^′_B(g))_G0_{→G}0_i (WERTIKALXNOE SVATIE NEPRIMENIMO, TAK KAK WSE “LEMENTY MNOVESTW SIGNATURY Σ(B) POPAR- NO NESRAWNIMY).

rASSMOTRIM SOOTWETSTWU@]U@ FORMULE G^′ PODFORMULU G FORMULY FB (g). pUSTX G = f^′(G1, . . . , Gs), GDE f^′ ∈ B^′ I FORMULY G1, . . . , Gs SOOTWETSTWU@T PODFORMULAM G^′_1, . . . , G^′_s FORMULY G^′. w SILU NEUBYWANIQ FUNKCII f^′ NI PO ODNOJ PEREMENNOJ SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cs, ^TO WYPOLNENO TOVDESTWO (1). dALEE, FUNKCIQ, REALIZUEMAQ FORMULOJ Gj , j =

1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n, SU]ESTWENNO ZAWISIT HOTQ BY OT ODNOJ PEREMENNOJ (KAK

BESPOWTORNAQ SUPERPOZICIQ FUNKCIJ, OTLI^NYH OT KONSTANT). pO“TOMU PRI NEKOTOROJ PODSTANOWKE KONSTANT WMESTO E¡ PEREMENNYH POLU^ITSQ FORMULA, TOVDESTWENNO RAWNAQ cj.

tAKIM OBRAZOM, PRI NEKOTOROJ PODSTANOWKE KONSTANT WMESTO PEREMENNYH FORMULA G STANOWITSQ TOVDESTWENNO RAWNOJ FORMULE Gi. oBOZNA^IM ^EREZ

F_1 FORMULU, POLU^ENNU@ IZ F_B(g) ZAMENOJ PODFORMULY G NA G_i. fORMULA F_1

REALIZUET NEKOTORU@ PODFUNKCI@ g^′ FUNKCII g I QWLQETSQ SWOIM NEUBYWA@- ]IM PREDSTAWITELEM. pO“TOMU F1 = FB (g^′), A ZNA^IT F^′_1 = F^′_B (g^′). tAK KAK FUNKCIQ g^′ PRINADLEVIT MNOVESTWU K^∗, TO F^′_1 ∈ K^′.

iTAK, K^′ QWLQETSQ INWARIANTNYM KLASSOM W F(Σ(B)). pOKAVEM, ^TO KLASS

K^′ ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWAETSQ PO MNOVESTWU K^∗. pREDPOLOVIM PROTIWNOE,

T. E. W E(B) SU]ESTWU@T DWA KLASSA K1 I K2, SOOTWETSTWU@]IE ODNOMU I TO- MU VE KLASSU K^′, NO IME@]IE RAZNYE MNOVESTWA K^∗_1 I K^∗_2 . pUSTX, NAPRIMER, SU]ESTWUET FUNKCIQ h1 ∈ K^∗_1 \K^∗_2 . tOGDA F^′_B (h1) ∈ K^′. pO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ h2 ∈ K^∗_2 , ^TO F^′_B (h2) = F^′_B (h1). iZ POSLEDNEGO RAWENSTWA SLEDU- ET, ^TO FUNKCII h1 I h2 RAZLI^A@TSQ, MOVET BYTX, NESU]ESTWENNYMI PEREMEN- NYMI I PORQDKOM SLEDOWANIQ PEREMENNYH. zNA^IT, h1 ∈ K^∗_2 . pROTIWORE^IE. lEMMA 5 DOKAZANA.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 1. iZ LEMMY 4 SLEDUET, ^TO MNOVESTWO F(Σ(B))

UZKO. pO“TOMU W SILU LEMMY 1 MNOVESTWO I(F(Σ(B))) NE BOLEE ^EM S^¡TNO. pUSTX K — PROIZWOLXNYJ INWARIANTNYJ KLASS IZ E(w). zAMETIM, ^TO ESLI MNOVESTWO K^∗ NEPUSTO, TO KLASS K SODERVIT OBE KONSTANTY. sLEDOWATELXNO, RAZLI^NYM NEPUSTYM MNOVESTWAM K^∗ SOOTWETSTWU@T RAZLI^NYE KLASSY K. tOGDA W SILU LEMMY 5 OGRANI^ENIE OTOBRAVENIQ ψ NA MNOVESTWO KLASSOW K, DLQ KOTORYH K^∗ ≠ ?, QWLQETSQ IN˙EKCIEJ. oBRAZ “TOGO OTOBRAVENIQ NE BOLEE ^EM S^¡TEN, A ZNA^IT, I ^ISLO KLASSOW K S NEPUSTYM MNOVESTWOM K^∗ NE BOLEE ^EM S^¡TNO. kLASSOW, SOSTOQ]IH TOLXKO IZ KONSTANT, ROWNO ^ETYRE, PO“TOMU ^ISLO WSEH INWARIANTNYH KLASSOW W E(w) NE BOLEE ^EM S^¡TNO. —TO ^ISLO NE MENEE ^EM S^¡TNO, TAK KAK FUNKCII x1 & . . . & xm, m = 1, 2, . . . , BESPOWTORNO WYRAZIMY W L@BOM POLNOM BAZISE, SLEDOWATELXNO, INWARIANTNYE KLASSY Km =

{0, 1, x_{i1} & . . . & x_{ij} , j 6 m} SOSTAWLQ@T S^¡TNOE EGO PODMNOVESTWO. tEOREMA 1

DOKAZANA.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 2. dLQ PROIZWOLXNYH k > 2 I m ¿ 1 OPREDELIM

FUNKCI@

f^m_k (x_1, . . . , x_m) =

æ_{x1, ESLI x1 = x2 = . . . = xm;}

0, ESLI SREDI x1, . . . , xm ESTX RAZLI^NYE.

pOLOVIM Bk = {f^2_k , 0, 1, . . . , k − 1}. iZ TOVDESTWA

f^m_k (x_1, . . . , x_{m−1}, f^2_k (x_m, x_{m+1})) = f^{m+1}_k (x_1, . . . , x_{m+1})

SLEDUET, ^TO FUNKCIQ f^m_k BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE Bk. pRI PODSTANOWKE W FUNKCI@ f^m_k HOTQ BY ODNOJ KONSTANTY WMESTO PEREMENNOJ POLU^ITSQ FUNKCIQ, NE PRINIMA@]AQ WSEH k ZNA^ENIJ. tAK, PRI PODSTANOWKE KONSTANTY c WMESTO L@BOJ PEREMENNOJ, POLU^ENNAQ FUNKCIQ BUDET PRINIMATX TOLXKO ZNA^ENIQ 0 I c. sLEDOWATELXNO, NI ODNA SOBSTWENNAQ PODFUNKCIQ FUNKCII f^m_k NE QWLQ- ETSQ FUNKCIEJ WIDA f^{m0}_k , m^′ ≠ m. tOGDA MINIMALXNYJ INWARIANTNYJ KLASS

K_M , SODERVA]IJ MNOVESTWO {f^m_k | m ∈ M} (M — PODMNOVESTWO MNOVEST-

WA NATURALXNYH ^ISEL), NE SODERVIT FUNKCIJ WIDA f^{m0}_k , m^′ /∈ M . pO“TOMU

ESLI M1 ≠ M2, TO KM_1 ≠ KM_2 . sLEDOWATELXNO, MO]NOSTX MNOVESTWA INWARI- ANTNYH KLASSOW NE MENX[E MO]NOSTI MNOVESTWA WSEH PODMNOVESTW MNOVESTWA NATURALXNYH ^ISEL, KOTOROE RAWNO KONTINUUMU. iSKOMAQ MO]NOSTX TAKVE NE BOLX[E KONTINUUMA, TAK KAK MO]NOSTX MNOVESTWA WSEWOZMOVNYH PODMNOVESTW MNOVESTWA Pk RAWNA KONTINUUMU. tEOREMA 2 DOKAZANA.

tEPERX RASSMOTRIM SPOSOBY ZADANIQ INWARIANTNYH KLASSOW IZ MNOVESTWA

E(w) DLQ BULEWA BAZISA B. sLEDU@]AQ TEOREMA 3 POZWOLQET PROIZWOLXNYJ

TAKOJ KLASS PORODITX W E(w) KONE^NYM MNOVESTWOM ZAPRE]¡NNYH PODFUNKCIJ.

tEOREMA 3. pUSTX B — BULEW BAZIS I K ⊆ E(w) — INWARIANTNYJ KLASS.

tOGDA SU]ESTWUET KONE^NOE MNOVESTWO FUNKCIJ Q ⊆ E(w) TAKIH, ^TO PRO- IZWOLXNAQ FUNKCIQ g ∈ E(w) PRINADLEVIT KLASSU K TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA g NE SODERVIT W KA^ESTWE PODFUNKCIJ NI ODNOJ FUNKCII IZ Q.

dOKAZATELXSTWO. nA MNOVESTWE P_2 RASSMOTRIM SLEDU@]EE OTNO[ENIE “K-

WIWALENTNOSTI ∼: DWE FUNKCII “KWIWALENTNY, ESLI ODNU IZ NIH MOVNO POLU- ^ITX IZ DRUGOJ PUT¡M PERESTANOWKI PEREMENNYH, A TAKVE DOBAWLENIQ I IZ˙QTIQ NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH. nA FAKTOR-MNOVESTWE P2/∼ WWED¡M OTNO[ENIE ^ASTI^NOGO PORQDKA: KLASS FUNKCII g1 PRED[ESTWUET KLASSU FUNKCII g2, ESLI

g_1 “KWIWALENTNA NEKOTOROJ PODFUNKCII FUNKCII g_2. pRI “TOM IMEETSQ WZA-

IMNO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE INWARIANTNYH KLASSOW W P2 I INWARIANTNYH KLASSOW W P2/∼, RASSMATRIWAEMOM W SMYSLE ^ASTI^NO UPORQDO^ENNOGO MNOVES- TWA. tOGDA W SILU TEOREMY 1 ^ISLO INWARIANTNYH KLASSOW W E(w)/∼ S^¡TNO, A ZNA^IT, PO LEMME 1 KAVDYJ TAKOJ KLASS POROVD¡N KONE^NYM MNOVESTWOM ZA- PRETOW Q^′. w KAVDOM KLASSE “KWIWALENTNOSTI IZ Q^′ WYBEREM PO ODNOJ FUNKCII I OBRAZUEM MNOVESTWO Q, SOSTOQ]EE IZ WSEH WYBRANNYH FUNKCIJ I WSEH FUNK- CIJ, POLU^ENNYH IZ WYBRANNYH PUT¡M PERESTANOWKI PEREMENNYH. o^EWIDNO, Q UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMY. tEOREMA 3 DOKAZANA.

tAK KAK W SILU REZULXTATA w. a. sTECENKO [3] KLASS E({&, ∨, ¬}) NELXZQ PO- RODITX W P2 KONE^NYM MNOVESTWOM ZAPRE]¡NNYH PODFUNKCIJ, TO W TEOREME 3 USLOWIE g ∈ E(w) NELXZQ ZAMENITX USLOWIEM g ∈ P2. pOKAVEM, ^TO KAVDYJ INWARIANTNYJ KLASS IZ E(w) MOVNO ZADATX DRUGIM KONE^NYM SPOSOBOM — MNO- VESTWOM FORMUL, POROVDAEMYH NEKOTOROJ KONTEKSTNO-SWOBODNOJ GRAMMATIKOJ.

5. kONTEKSTNO-SWOBODNYE GRAMMATIKI

sIGNATURU Σ = (M0, . . . , Mn) NAZOW¡M PROSTOJ, ESLI MNOVESTWA M0, . . . , Mn KONE^NY I WSE IH “LEMENTY POPARNO NESRAWNIMY. pUSTX Σ — PROSTAQ SIGNATURA I A = {α0, α1, . . . } — S^¡TNYJ ALFAWIT, BUKWY KOTOROGO BUDEM NAZYWATX ME-

TASIMWOLAMI. kONTEKSTNO-SWOBODNOJ (ks ) GRAMMATIKOJ FORMULXNOGO TIPA

NAD Σ NAZOW¡M KONE^NU@ SISTEMU G PRAWIL WIDA

α_i → m_0, GDE m_0 ∈ M_0, (4)

ILI_α i → m_s(α_{i1} , . . . , α_{is} ), GDE m_s ∈ M_s, s > 0, i_1 ¿ i, . . . , i_s ¿ i. (5) pOLOVIM M = M0 ∪. . .∪Mn ∪{^′(^′,^′)^′,^′,^′ } I M^′ = M ∪A. pUSTX v I w — SLO- WA W ALFAWITE M^′. sKAVEM, ^TO SLOWO w POLU^ENO IZ v PRIMENENIEM PRAWILA GRAMMATIKI G WIDA (4) ILI (5), ESLI w POLU^ENO ZAMENOJ NEKOTOROGO METASIM- WOLA αi W SLOWE v NA SOOTWETSTWU@]U@ PRAWU@ ^ASTX PRAWILA. sKAVEM, ^TO SLOWO w W ALFAWITE M WYWODIMO W GRAMMATIKE G, ESLI SU]ESTWUET POSLEDO- WATELXNOSTX SLOW w0 = α0, w1, . . . , wt = w W ALFAWITE M^′, W KOTOROJ KAVDOE SLEDU@]EE SLOWO POLU^ENO IZ PREDYDU]EGO PRIMENENIEM PRAWILA GRAMMATIKI G. mNOVESTWO SLOW, WYWODIMYH W G, OBOZNA^IM ^EREZ G^∗. nETRUDNO WIDETX, ^TO W G MOVNO WYWESTI TOLXKO FORMULY NAD Σ.

oBOZNA^IM ^EREZ G(αj) GRAMMATIKU, POLU^ENNU@ IZ G UDALENIEM WSEH PRA- WIL WIDA (4) ILI (5), W KOTORYH i < j, I ZAMENOJ KAVDOGO METASIMWOLA αi0 W OSTAW[IHSQ PRAWILAH NA SIMWOL αi0−j (“TA OPERACIQ KORREKTNA W SILU USLOWIJ

i_1 ¿ i, . . . , i_s ¿ i W (5)). sLOWA, WYWODIMYE W GRAMMATIKE G(α_j) BUDEM TAKVE NA-

ZYWATX SLOWAMI, WYWODIMYMI W G IZ SIMWOLA αj . zAMETIM, ^TO GRAMMATIKE G MOVNO POSTAWITX W SOOTWETSTWIE ORIENTIROWANNYJ GRAF G^′, WER[INAMI KOTO- ROGO QWLQ@TSQ METASIMWOLY, A DUGA, ORIENTIROWANNAQ OT αi W αj , PRISUTSTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ NEKOTOROGO PRAWILA WIDA (5) METASIMWOL aj WHODIT W EGO PRAWU@ ^ASTX. sOGLASNO OPREDELENI@ G^′ NE SODERVIT ORIENTIRO- WANNYH CIKLOW ZA ISKL@^ENIEM PETELX. mOVNO BYLO BY POTREBOWATX, ^TOBY “TOT GRAF QWLQLSQ DEREWOM S PETLQMI, ^TO RAWNOSILXNO DANNOMU WY[E OPRE- DELENI@ (W SMYSLE SOWPADENIQ KLASSA REALIZUEMYH QZYKOW): L@BOJ GRAF BEZ ORIENTIROWANNYH CIKLOW, OTLI^NYH OT PETELX, MOVNO PRIWESTI K DEREWU S PET- LQMI DUBLIROWANIEM OTDELXNYH FRAGMENTOW.

lEMMA 6. pUSTX G — ks-GRAMMATIKA FORMULXNOGO TIPA NAD Σ I F —

FORMULA NAD Σ. tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ ks-GRAMMATIKA FORMULXNOGO TIPA G_F , ^TO G^∗_F = Z(G^∗; {F }).

dOKAZATELXSTWO. pROWED¡M INDUKCI@ PO DLINE FORMULY F .

bAZIS INDUKCII: F = m0, GDE m0 ∈ M0. dLQ POLU^ENIQ GRAMMATIKI GF

NEOBHODIMO I DOSTATO^NO UDALITX IZ G WSE PRAWILA WIDA (4) S SIMWOLOM m0 W PRAWOJ ^ASTI.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: F = ms(F1, . . . , Fs), GDE ms ∈ Ms I F1, . . . , Fs —

FORMULY NAD Σ. pUSTX Π1, . . . , Πr — WSE PRAWILA WIDA (5) GRAMMATIKI G S

NA^ALXNYM SIMWOLOM ms W PRAWOJ ^ASTI. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE IZ NIH —

Π_l. pO PREDPOLOVENI@ INDUKCII, PRIMEN¡NNOMU K GRAMMATIKE G(α_{ij} ), 1 6

j 6 s, I FORMULE Fj , SU]ESTWUET GRAMMATIKA Gj = G(αi_j )F_j , W KOTOROJ MNO-

VESTWO WYWODIMYH FORMUL SOWPADAET S MNOVESTWOM Z(G(αi_j )^∗; {Fj}). pUSTX

N, N_1, . . . , N_s — NAIBOLX[IE NOMERA METASIMWOLOW, WSTRE^A@]IHSQ W GRAM-

MATIKAH G, G1, . . . , Gs SOOTWETSTWENNO. uWELI^IM NOMERA WSEH METASIMWOLOW GRAMMATIKI Gj, 1 6 j 6 s, NA N + N1 + . . . + Nj−1 + j (TAK, ^TOBY METASIMWO- LY RAZNYH GRAMMATIK NE PERESEKALISX), POLU^ENNYE GRAMMATIKI DOBAWIM K G, UDALIM IZ NE¡ PRAWILO Πl I WWED¡M PRAWILA αi → ms(αN+1, αi_2 , . . . , αi_s ), αi → m_s(α_{i1} , α_{N+N1+2}, α_{i3} , . . . , α_{is} ), . . . , α_i → m_s(α_{i1} , . . . , α_{is}�_1 , α_{N+N1+...+Ns}�_{1+s}), KOTORYE OBOZNA^IM ^EREZ Π^1_l , . . . , Π^s_l .

oPISANNU@ PROCEDURU PRODELAEM POSLEDOWATELXNO DLQ WSEH PRAWIL Π1, . . . ,

Π_l (GRAMMATIKA G PRI “TOM BUDET MENQTXSQ, ODNAKO SPISOK Π1, . . . , Π_l OSTA¡TSQ

PERWONA^ALXNYM). pOLU^ENNU@ W REZULXTATE GRAMMATIKU OBOZNA^IM ^EREZ G^′_F . dALEE, UDALIM IZ G^′_F WSE PRAWILA, KOTORYE NE MOGUT BYTX PRIMENENY NI W OD- NOM WYWODE I OSTAW[U@SQ GRAMMATIKU PRIMEM ZA GF . pUSTX G — PROIZWOLXNAQ FORMULA, KOTOROJ PRED[ESTWUET F . zAMETIM, ^TO ESLI DLQ L@BOGO PRAWILA WI- DA (5) GRAMMATIKI GF (S TEM VE NA^ALXNYM SIMWOLOM ms) TAKOGO, ^TO HOTQ BY IZ ODNOGO SIMWOLA αi_j NE MOVET BYTX WYWEDENA NIKAKAQ FORMULA, KOTOROJ PRED- [ESTWUET Fj , TO G NE MOVET BYTX WYWEDENA W GF . pUSTX Π — TAKOE PRAWILO. tOGDA LIBO Π = Π^j_l DLQ NEKOTORYH l, j, LIBO Π — PRAWILO NEKOTOROJ GRAMMA- TIKI Gj0 (S PEREIMENOWANNYMI METASIMWOLAMI). w PERWOM SLU^AE IZ SIMWOLA

α_{ij} NE MOVET BYTX WYWEDENA FORMULA F_j . wO WTOROM SLU^AE W GRAMMATIKE G_j0

NE MOVET BYTX WYWEDENA FORMULA Fj0 . sLEDOWATELXNO, FORMULA Fj0 NE MOVET BYTX WYWEDENA NI IZ ODNOGO METASIMWOLA, IME@]EGOSQ W PRAWOJ ^ASTI PRAWILA Π. tAKIM OBRAZOM MY POKAZALI, ^TO G NE MOVET BYTX WYWEDENA W GRAMMATIKE

G_F .

s DRUGOJ STORONY, W GF MOVET BYTX WYWEDENA L@BAQ FORMULA IZ G^∗, KOTO- ROJ NE PRED[ESTWUET F . dEJSTWITELXNO, PUSTX F NE PRED[ESTWUET FORMULE G^′. bUDEM WYWODITX FORMULU G^′ W GRAMMATIKE GF TAK VE, KAK ONA WYWODILASX W G DO TEH POR, POKA NE WSTRETITSQ PRIMENENIE PRAWILA Πl WIDA (5) S DANNYM NA^ALXNYM SIMWOLOM ms. dALEE WYWOD W G FORMULY G^′ [¡L TAKIM OBRAZOM, ^TO HOTQ BY IZ ODNOGO SIMWOLA αi_j BYLA WYWEDENA NEKOTORAQ FORMULA G^′_j, KO- TOROJ NE PRED[ESTWUET Fj. w PROTIWNOM SLU^AE FORMULE G^′ PRED[ESTWOWALA BY F . tOGDA WMESTO PRAWILA Πl PRIMENIM PRAWILO Π^j_l . pO PREDPOLOVENI@ IN- DUKCII IZ SIMWOLA αN+N_1+...+N_{j�1}+j MOVNO WYWESTI TREBUEMU@ FORMULU G^′_j. k OSTALXNYM SIMWOLAM αi_{j0} , j^′ ≠ j, PRIMENIMY PREVNIE RASSUVDENIQ. lEMMA 6 DOKAZANA.

lEMMA 7. pUSTX Σ — PROSTAQ SIGNATURA I K — INWARIANTNYJ KLASS W

F(Σ). tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ ks-GRAMMATIKA FORMULXNOGO TIPA G NAD SIGNATUROJ Σ, ^TO G^∗ = K.

dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO LEMME 4 MNOVESTWO F(Σ) UZKO. pO“TOMU W SILU

LEMMY 1 KLASS K MOVET BYTX ZADAN W F(Σ) KONE^NYM MNOVESTWOM ZAPRETOW:

K = Z(F(Σ); {F_1, . . . , F_p}). pROWED¡M INDUKCI@ PO ^ISLU p.

bAZIS INDUKCII: p = 0. w “TOM SLU^AE K = F(Σ). o^EWIDNO, ^TO MNOVES-

TWO WSEH FORMUL NAD Σ ZADA¡TSQ SLEDU@]EJ GRAMMATIKOJ:

{α_0 → m_0 | m_0 ∈ M_0} ∪ {α_0 → m_s(α_0, . . . , α_0) | m_s ∈ M_s, 1 6 s 6 n}.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: p ¿ 1. pO PREDPOLOVENI@ INDUKCII KLASS K1 =

Z(F(Σ); {F_1, . . . , F_{p−1}}) ZADA¡TSQ NEKOTOROJ GRAMMATIKOJ G_1. o^EWIDNO, ^TO K = Z(K_1; {F_p}). pO“TOMU W SILU LEMMY 6 KLASS K TAKVE ZADA¡TSQ NEKOTOROJ

GRAMMATIKOJ G. lEMMA 7 DOKAZANA.

tEOREMA 4. pUSTX K — INWARIANTNYJ KLASS BULEWYH FUNKCIJ I K ⊆

E(w). tOGDA SU]ESTWUET ks-GRAMMATIKA FORMULXNOGO TIPA G NAD SIGNA- TUROJ Σ(B) TAKAQ, ^TO MNOVESTWO K^∗ SODERVIT TOLXKO TAKIE FUNKCII, KOTORYE MOVNO ZADATX FORMULAMI, POLU^A@]IMISQ IZ FORMUL MNOVESTWA G^∗ POSREDSTWOM ZAMENY SIMWOLOW y^1 (y^0) NA POPARNO RAZLI^NYE PEREMENNYE (IH OTRICANIQ).

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM KLASS K^′ = ψ_B (K) ⊆ F(Σ(B)). sOGLASNO

LEMME 5 ON INWARIANTEN. pO“TOMU W SILU LEMMY 7 EGO MOVNO ZADATX NEKOTOROJ ks-GRAMMATIKOJ G FORMULXNOGO TIPA (T. E. K^′ = G^∗). pUSTX g ∈ K^∗. fORMU- LU FB(g) MOVNO POLU^ITX IZ SOOTWETSTWU@]EJ FORMULY F^′_B(g) PUT¡M ZAMENY SIMWOLOW y^1 (y^0) NA POPARNO RAZLI^NYE PEREMENNYE (S OTRICANIQMI). l@BAQ DRUGAQ FORMULA, POLU^ENNAQ IZ F^′_B(g) TEM VE SPOSOBOM, REALIZUET NEKOTORU@ FUNKCI@ g^′, KOTORAQ MOVET BYTX POLU^ENA IZ g PERESTANOWKOJ PEREMENNYH, DO- BAWLENIEM I OTBRASYWANIEM NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH. pO“TOMU g^′ ∈ K^∗. tEOREMA 4 DOKAZANA.

lITERATURA

1. qBLONSKIJ s. w. oB ALGORITMI^ESKIH TRUDNOSTQH SINTEZA MINIMALXNYH KONTAKTNYH SHEM // pROBLEMY KIBERNETIKI. wYP. 2. m.: fIZMATGIZ, 1959. s. 75–121.

2. kUZNECOW a. w. o BESPOWTORNYH KONTAKTNYH SHEMAH I BESPOWTORNYH SUPERPOZICIQH FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI // sBORNIK STATEJ PO MATEMATI^ESKOJ LOGIKE I E¡ PRILOVENIQM K NEKOTORYM WOPROSAM KIBERNETIKI. m.: iZD-WO an sssr, 1958. s. 186-225. (tRUDY MATEMATI^ESKOGO IN-TA IM. w. a. sTEKLOWA; T. 51)._{3.}

sTECENKO w. a. o PREDPLOHIH BAZISAH W P2 // mATEMATI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI. wYP. 4. m.: nAUKA, 1992. s. 139–177.

mgu, MEH.-MAT. FAKULXTET, wOROBXEWY GORY, 119992 mOSKWA, rOSSIQ