udk 519.714

o slovnosti informacionnyh setej glubiny 2

d. ‘. ~ERUHIN

dOKAZANA NIVNQQ OCENKA Ω(n log_2 n) DLQ SLOVNOSTI PROIZWOLXNOJ IN- FORMACIONNOJ SETI GLUBINY 2 S n WHODAMI I n WYHODAMI, U KOTOROJ WHO- DY NEZAWISIMY, WYHODY NEZAWISIMY I OB]AQ INFORMACIQ L@BOGO WHODA I L@BOGO WYHODA W n RAZ MENX[E “NTROPII L@BOGO WHODA ILI WYHODA. w KA^ESTWE SLEDSTWIQ POLU^ENA ANALOGI^NAQ OCENKA DLQ BULEWYH SHEM GLUBINY 2, REALIZU@]IH SISTEMU ORTOGONALXNYH PERESTANOWO^NYH OPE- RATOROW, NAPRIMER, OPERATOR CIKLI^ESKOGO SDWIGA.

fORMALIZUEM SWOJSTWA INFORMACII, KOTORYE MY BUDEM ISPOLXZOWATX PRI DOKAZATELXSTWE NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI. iNFORMACIONNYM PRO- STRANSTWOM (ip ) NAZOW¡M NABOR S = (M, ∘, | · |), GDE M — MNOVESTWO OB˙EKTOW, NAZYWAEMYH SOOB]ENIQMI, ∘: M^2 → M — OPERACIQ OB˙EDI- NENIQ SOOB]ENIJ, | · |: M → R — FUNKCIONAL NORMY SOOB]ENIQ (NORMU MY PONIMAEM KAK KOLI^ESTWO INFORMACII), ESLI DLQ L@BYH x, y, z ∈ M WYPOLNENY SLEDU@]IE AKSIOMY:

I. x ∘ x = x; II. x ∘ y = y ∘ x; III. (x ∘ y) ∘ z = x ∘ (y ∘ z); IV. ∃Λ ∈ M (|Λ| = 0 & ∀t ∈ M Λ ∘ t = t);

V. |x ∘ y| + |x ∘ z| > |x ∘ y ∘ z| + |x| (SILXNAQ SUBADDITIWNOSTX).

w DALXNEJ[EM, NEKOTORYE FAKTY, OTNOSQ]IESQ K TEORII ip, BUDUT IZLAGATXSQ ILI DOKAZYWATXSQ NEDOSTATO^NO PODROBNO. bOLEE PODROBNOE IZLOVENIE SODERVITSQ W DRUGOJ RABOTE AWTORA, SDANNOJ W PE^ATX. pUSTX S = (M, ∘, | · |) — ip, x, y, z, u ∈ M. oBOZNA^IM |x|_u = |x ∘ u| − |u|. tOGDA NABOR Su = (M, ∘, | · |u) TAKVE QWLQETSQ ip (DOSTATO^NO PROWERITX AKSIOMU V: |x ∘ y|u + |x ∘ z|u = |x ∘ y ∘ u| + |x ∘ z ∘ u| − 2|u| > |x ∘ y ∘ z ∘ u| + |x ∘ u| − 2|u| = |x ∘ y ∘ z|_u + |x|_u). wWED¡M OBOZNA^ENIQ: I(x, y) = |x| + |y| − |x ∘ y|; x ⊆ y ⇐⇒ |x ∘ y| = |y|. eSLI W TERMINAH ip OPREDELENA NEKOTORAQ FUNKCIQ (ILI OTNO[ENIE) φ, TO ^EREZ φu BUDEM OBOZNA^ATX “TU FUNKCI@, WZQTU@ OTNOSITELXNO NORMY | · |_u. nAPRIMER, x ⊆_u y ⇐⇒ |x ∘ y|_u = |y|_u.

uTWERVDENIE 1. dLQ L@BYH SOOB]ENIJ x, y, z: A) (|x|y)z = |x|y∘z; B) |x| = I(x, y)+|x|_y; W) I(x, y∘z) = I_z(x, y)+I(x, z); G) |x| > 0; D) |x∘y| > |x|; E) I(x, y) > 0; V) I(x, y ∘ z) > Iz(x, y); Z) I(x, y ∘ z) > I(x, y). eSLI x ⊆ y, TO: I) I(x, y) = |x|; K) x ⊆ y ∘ z; L) x ⊆z y. eSLI I(x, y) = 0, TO: M) I(x ∘ y, z) > I(x, z) + I(y, z).

dOKAZATELXSTWO. pUNKTY A), B), W), I) DOKAZYWA@TSQ RASKRYTIEM

OPREDELENIJ; G), D) I e) SLEDU@T IZ AKSIOMY V: W PERWOM SLU^AE NUVNO POLOVITX y = z, x = Λ, WO WTOROM — y = z, W TRETXEM — x = Λ; PP. V), Z) SLEDU@T IZ W) I E). dOKAVEM K) I L): |x ∘ y| + |y ∘ z| > |y| + |x ∘ y ∘ z| =⇒ 0 = |x ∘ y| − |y| > |x ∘ y ∘ z| − |y ∘ z| =⇒ |y ∘ z| > |x ∘ y ∘ z|; S DRUGOJ STORONY, W SILU D), |y ∘ z| 6 |x ∘ y ∘ z|. iMEEM |y ∘ z| = |x ∘ y ∘ z| =⇒ x ⊆ y ∘ z. w TO VE WREMQ, |y ∘ z| = |x ∘ y ∘ z| =⇒ |y|_z = |x ∘ y|_z =⇒ x ⊆_z y. nAKONEC, ISPOLXZUQ W) I Z), DOKAVEM M): I(x∘y, z) = I(x, z)+Ix(y, z) = I(x, z) + I(y, x ∘ z) − I(y, x) = I(x, z) + I(y, x ∘ z) > I(x, z) + I(y, z). � bUDEM NAZYWATX (n, m)-SETX@ (ILI PROSTO SETX@) KONE^NYJ ORIEN- TIROWANNYJ GRAF BEZ ORIENTIROWANNYH CIKLOW, W KOTOROM WYDELENY n WHODOW I m WYHODOW, PRI^¡M NI W ODIN IZ WHODOW NE WHODQT R¡BRA. wHODY SETI OBOZNA^IM ^EREZ x1, . . . , xn, WYHODY — ^EREZ y1, . . . , ym. wWED¡M OBO- ZNA^ENIQ: X = {x1, . . . , xn}, Y = {y1, . . . , ym}. sLOVNOSTX@ SETI NAZOW¡M ^ISLO R¡BER W NEJ, GLUBINOJ — NAIBOLX[U@ DLINU ORIENTIROWANNOGO PUTI W DANNOJ SETI. sETX NAZOW¡M DWUHQRUSNOJ, ESLI DLINA L@BOGO E¡ ORIENTIROWANNOGO PUTI, SOEDINQ@]EGO WHOD S WYHODOM, RAWNA 2. l@BAQ SETX GLUBINY 2 O^EWIDNYMI PREOBRAZOWANIQMI, UWELI^IWA@]IMI SLOV- NOSTX NE BOLEE, ^EM W KONSTANTU RAZ, SWODITSQ K DWUHQRUSNOJ, PO“TOMU OGRANI^IMSQ RASSMOTRENIEM DWUHQRUSNYH SETEJ.

sKAVEM, ^TO (n, n)-SETX QWLQETSQ RAWNOMERNOJ INFORMACIONNOJ (SO- KRA]¡NNO, n-ris ), ESLI KAVDOJ E¡ WER[INE v PRIPISANO SOOB]ENIE v̂ IZ NEKOTOROGO FIKSIROWANNOGO ip, PRI^¡M WYPOLNENY SWOJSTWA:

i) ESLI v1, . . . , vs — WSE WER[INY, IZ KOTORYH WYHODQT R¡BRA, WHODQ]IE W v, TO v̂ ⊆ v̂1 ∘ . . . ∘ v̂s; ii) ∀v |v̂| 6 1; iii) |ŷ_1 ∘ . . . ∘ ŷ_n| = n, ∀i, j I(x_i, y_j) =^1_n .

pUSTX S — SETX S MNOVESTWOM WER[IN W , V ⊆ W , U ⊆ W . ~EREZ S\V OBOZNA^IM SETX, POLU^ENNU@ IZ S UDALENIEM WSEH WER[IN IZ V (V MOVET SODERVATX WHODY I WYHODY). sKAVEM, ^TO MNOVESTWO V OPIRAETSQ NA MNOVESTWO U, ESLI W L@BOM ORIENTIROWANNOM PUTI, IDU]EM IZ NEKOTO- ROGO WHODA W NEKOTORU@ WER[INU IZ MNOVESTWA V , SODERVITSQ HOTQ BY

ODNA WER[INA IZ U. eSLI SETX QWLQETSQ n-ris I V = {v1, . . . , vs}, TO OBOZNA^IM^^V = v̂1 ∘ . . . ∘ v̂s. nESLOVNO POKAZATX, ^TO ESLI V OPIRAETSQ NA U, TO^^V ⊆^^U.

uTWERVDENIE 2. pUSTX S — n-ris, X1 ⊆ X, Y1 ⊆ Y . tOGDA: A)

|X̂_1| = |X_1|; B) |Ŷ_1| = |Y_1|; W) I(X̂_1, Ŷ_1) =^1_n · |X_1| · |Y_1|.

dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM X2 = X\X1, Y2 = Y \Y1. zAMETIM, ^TO

MNOVESTWO Y OPIRAETSQ NA X, A ZNA^IT,^^Y ⊆^^X.

B) iMEEM

n = |Ŷ | = |Ŷ_1 ∘ Ŷ_2| 6 |Ŷ_1| + |Ŷ_2| 6 |Y_1| + |Ŷ_2| 6 |Y_1| + |Y_2| = n. (1)

tAK KAK PRAWAQ I LEWAQ ^ASTI (1) RAWNY, TO WSE NERAWENSTWA MOVNO ZA- MENITX RAWENSTWAMI, A ZNA^IT, |^^Y1| = |Y1|.

A) w SILU^^Y ⊆^^X IMEEM n = |^^Y | 6 |^^X| 6 n, A ZNA^IT, |^^X| = n. tOGDA A) DOKAZYWAETSQ ANALOGI^NO B).

W) iZ^^Y ⊆^^X SLEDUET I(^^X,^^Y ) = |^^X| + |^^Y | − |^^X ∘^^Y | = |^^Y | = n. w SILU P. A), DLQ L@BYH NEPERESEKA@]IHSQ X^′, X^{′′} ⊆ X WYPOLNENO I(^^X^′,^^X^{′′}) = 0; W SILU P. B), ANALOGI^NOE WERNO DLQ MNOVESTWA Y . tOGDA, ISPOLXZUQ UTW. 1 M), POLU^IM

n = I(X̂, Ŷ ) > I(X̂_1, Ŷ_1) + I(X̂_2, Ŷ_1) + I(X̂, Ŷ_2) > ∑ i,j I(x̂_i, ŷ_j) = n. (2)

zAMENIW W (2) WSE NERAWENSTWA RAWENSTWAMI, POLU^IM TREBUEMOE. � eSLI S — (n, m)-SETX, TO ^EREZ M^S = (m^S_{ij}) OBOZNA^IM BULEWU MATRICU RAZMERA n × m, W KOTOROJ m^S_{ij} = 1 ⇐⇒ SU]ESTWUET ORIENTIROWANNYJ PUTX IZ xi W yj. pUSTX M = (mij) — BULEWA MATRICA RAZMERA n × m. pARU (i, j) ⊆ {1, . . . , n} × {1, . . . , m} NAZOW¡M NIVNIM NULËM MATRICY M, ESLI ∀i^′ ∈ {1, . . . , i} ∀j^′ ∈ {1, . . . , j} mi0j0 = 0. wWED¡M OBOZNA^ENIQ:

N(M) — ^ISLO NIVNIH NULEJ MATRICY M, N^∗(M) = max_M0 N(M^′), GDE

MAKSIMUM BER¡TSQ PO WSEM MATRICAM M^′, POLU^ENNYM IZ M NEKOTOROJ PERESTANOWKOJ STROK I STOLBCOW.

lEMMA 1. pUSTX S — n-ris I Z — PODMNOVESTWO MNOVESTWA EË

WER[IN. tOGDA N^∗(M^{S\Z} ) 6 n|Z|.

dOKAZATELXSTWO. w SILU SIMMETRII MOVNO S^ITATX, ^TO WHODY I

WYHODY ZANUMEROWANY TAK, ^TO N^∗(M^{S\Z} ) = N(M^{S\Z} ). pUSTX i ∈ {1, . . . , n}. oBOZNA^IM: X^′_i = {xj | m^{S\Z}_{ji} = 1}, θi =^^X^′_i ∘ ŷi, Xi = X^′_1 ∪ . . . ∪ X^′_i,

Y_i = {y_1, . . . , y_i}. mNOVESTWO {y_i} OPIRAETSQ (W SETI S) NA MNOVESTWO

X^′_i ∪Z, SLEDOWATELXNO, ŷ_i ⊆ X̂^′_i ∘Ẑ, tOGDA, W SILU UTW. 1 K, L), ŷ_i ⊆^_{Yi}�_1 X̂_i∘Ẑ,

A ZNA^IT (ISPOLXZUEM UTW. 1 I),

I^_{Yi}�_1 (X̂_i ∘ Ẑ, ŷ_i) = |ŷ_i|^_{Yi}�_1 . (3)

iMEEM:

|Z| > |^^Z|^{UTW. 1 B)}= I(^^Z, θ_1) + |^^Z|_{θ1} = I(^^Z, θ_1) + I_{θ1} (^^Z, θ_2) + |^^Z|_{θ1∘θ2} = . . . = = n∑ i=1 I^_{Xi}�_{1∘}^_{Yi}�_1 (Ẑ, θ_i) + |Ẑ|^_{Xn∘}^_{Yn}

UTW. 1 G)

                    >^{n∑}_{i=1} I^_{Xi�1∘}^_{Yi�1} (^^Z, θ_i)^{UTW. 1 V)}>

>^{n∑}_{i=1} I^_{Xi∘}^_{Yi�1} (^^Z, ŷ_i)^{UTW. 1 W)}=^∑_i^(I^_{Yi�1} (^^X_i ∘^^Z, ŷ_i) − I^_{Yi�1} (^^X_i, ŷ_i)^{) (3)}=

= ∑ i ( |ŷ_i|^_{Yi}�_1 − I^_{Yi}�_1 (X̂_i, ŷ_i)

) UTW. 1 W) = = ∑ i ( |Ŷ_i| − |Ŷ_{i−1}| − (I(X̂_i, Ŷ_i) − I(X̂_i, Ŷ_{i−1})) ) UTW. 2 = = ∑ i ( i − (i − 1) − 1 n |X_i| · (i − (i − 1)) ) = = 1 n ∑ i (n − |X_i|) = 1 n ∑ i |(X\X^′_1) ∩ . . . ∩ (X\X^′_i)|. (4) oSTALOSX ZAMETITX, ^TO W MNOVESTWE (X\X^′_1) ∩ . . .∩ (X\X^′_i) SODERVAT- SQ WSE xj TAKIE, ^TO PARA (j, i) QWLQETSQ NIVNIM NUL¡M MATRICY M^{S\Z} . pO“TOMU, PRODOLVAQ (4), POLU^IM |Z| >^1_n N(M^{S\Z} ) =^1_n N^∗(M^{S\Z} ). �

lEMMA 2. pUSTX S — DWUHQRUSNAQ (n, n)-SETX, KAVDYJ EË WHOD I

KAVDYJ WYHOD INCIDENTEN NE BOLEE, ^EM r RËBRAM, I k — ^ISLO NULEJ W MATRICE M^S . tOGDA

N^∗(M^S ) > k C^r_{2r} . dOKAZATELXSTWO. pUSTX V = {v1, . . . , vt} — MNOVESTWO WER[IN SRED-

NEGO SLOQ SETI S (T. E. WER[IN, OTLI^NYH OT WHODOW I WYHODOW). oBOZNA- ^IM ^EREZ Vi (i = 1, . . . , n) MNOVESTWO WER[IN IZ V , SMEVNYH S xi, ^EREZ

W_j (j = 1, . . . , n) — MNOVESTWO WER[IN IZ V , SMEVNYH S y_j. tOGDA |V_i| 6 r, |W_j| 6 r. zAMETIM, ^TO m^S_{ij} = 0 ⇐⇒ V_i ∩ W_j = ?.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ PERESTANOWKU τ ∈ St. oBOZNA^IM X^τ_i =

max{τ(l) | v_l ∈ V_i}, Y^τ_j = min{τ(l) | v_l ∈ W_j}. sU]ESTWU@T TAKIE PERE-

STANOWKI σ, π ∈ Sn, ^TO

X^τ_{σ(1)} 6 . . . 6 X^τ_{σ(n)} I Y^τ_{π(1)} > . . . > Y^τ_{π(n)}. (5)

rASSMOTRIM MATRICU M^′ = (m^′_{ij}), GDE m^′_{ij} = m^S_{σ(i)π(j)}, POLU^ENNU@ IZ

M^S PERESTANOWKOJ STROK I STOLBCOW. eSLI DLQ NEKOTORYH i, j WYPOLNENO X^τ_{σ(i)} < Y^τ_{π(j)}, TO W SILU (5) DLQ L@BYH i^′ 6 i, j^′ 6 j WYPOLNENO X^τ_{σ(i}0_) < Y^τ_{π(j}0_). tOGDA V_{σ(i}0_)∩W_{π(j}0_) = ?, SLEDOWATELXNO, m^′_i0_j0 = 0. iTAK, ESLI X^τ_{σ(i)} < Y^τ_{π(j)}, TO (i, j) — NIVNIJ NULX MATRICY M^′, A ZNA^IT, N^∗(M^S ) > N(M^′) > |{(i, j) | X^τ_{σ(i)} < Y^τ_{π(j)}}| = |{(i, j) | X^τ_i < Y^τ_j }|. (6) rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ PARU (i, j) TAKU@, ^TO m^S_{ij} = 0 I OCENIM DOL@ TEH PERESTANOWOK τ, DLQ KOTORYH X^τ_i < Y^τ_j . pUSTX |Vi| = p, |Wj| = q. eSLI ZAFIKSIROWATX MNOVESTWO MEST, NA KOTORYE RASSTAWLENY WER[INY IZ Vi ∪ Wj, TO USLOWI@ X^τ_i < Y^τ_j UDOWLETWORQ@T TE PERESTANOWKI τ, DLQ KOTORYH NA PERWYH p IZ “TIH MEST STOQT WER[INY IZ Vi, A NA POSLEDNIH q — WER[INY IZ Wj. sLEDOWATELXNO, ISKOMAQ DOLQ RAWNA^1_Cp_{p+q} >^1_Cr_{2r} .

sUMMIRUQ (6) PO WSEM τ, OKON^ATELXNO POLU^IM

N^∗(M^S) > 1 t! |{(i, j, τ) | X^τ_i < Y^τ_j }| > >^1_{t!}^∑_{i,j: mij =0} |{τ | X^τ_i < Y^τ_j }| >^1_{t!} · k ·^{t!}_{Cr2r} =^k_{Cr2r} . �

tEOREMA 1. sLOVNOSTX DWUHQRUSNOJ n-ris PO PORQDKU NE MENX[E,

^EM n log_2 n.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX S — DWUHQRUSNAQ n-ris MINIMALXNOJ SLOV-

NOSTI, RAWNOJ L. oBOZNA^IM r = [^{2L}_n ]. ~EREZ X1 OBOZNA^IM MNOVESTWO WHO- DOW, SMEVNYH BOLEE, ^EM S r WER[INAMI, ^EREZ Y1 — MNOVESTWO WYHODOW, SMEVNYH BOLEE, ^EM S r WER[INAMI, ^EREZ Z — MNOVESTWO WER[IN SRED- NEGO SLOQ, SMEVNYH BOLEE, ^EM S^n_{4r} WYHODAMI. pUSTX S^′ = S\(X1 ∪Y1 ∪Z),

X_2 = X\X_1, Y_2 = Y \Y_1. r¡BRA DWUHQRUSNOJ SETI, INCIDENTNYE RAZ-

NYM WHODAM I WYHODAM, RAZLI^NY, PO“TOMU L > (r + 1)(|X1| + |Y1|) > 2L n (|X_1| + |Y_1|); ANALOGI^NO, L >^n_{4r} |Z|. sLEDOWATELXNO,

|X_1| 6 n 2 , |Y_1| 6 n 2 , |Z| 6 L · 4r n 6 2r(r + 1). (7) pUSTX k — ^ISLO NULEJ W MATRICE M^{S0}. kAVDYJ WHOD SETI S^′ SMEVEN NE BOLEE, ^EM r WER[INAMI SREDNEGO SLOQ (SETI S^′), KAVDAQ IZ KOTORYH, W SWO@ O^EREDX, SMEVNA S NE BOLEE, ^EM^n_{4r} WYHODAMI. sLEDOWATELXNO, IZ KAVDOGO WHODA SETI S^′ MOVNO POPASTX PO ORIENTIROWANNYM PUTQM NE BOLEE, ^EM W r ·^n_{4r} =^n_4 WYHODOW. zNA^IT, ^ISLO EDINIC W MATRICE M^{S0} NE BOLX[E, ^EM |X2| ·^n_4 . tOGDA, S U^¡TOM (7),

k > |X_2| · |Y_2| − |X_2| ·^n_4 = |X_2| ·^(|Y_2| −^n_4^) >^n_2 ·^{( n}_2 −^n_4^) =^{n2}_8 . (8)

sOBIRAQ WMESTE LEMMY 1, 2, WYKLADKI (7), (8) I U^ITYWAQ, ^TO MAT- RICA M^{S0} QWLQETSQ PODMATRICEJ MATRICY M^{S\Z} , POLU^IM

n^2

8C^r_{2r} 6 k C^r_{2r} 6

N^∗(M^S 0 ) 6 N^∗(M^{S\Z} ) 6 n|Z| 6 2nr(r + 1),

OTKUDA n 6 16C^r_{2r}r(r + 1) 6 4^{r(1+o(1))}. rASKRYWAQ OPREDELENIE r, POLU^IM TREBUEMOE. �

w ZAKL@^ENIE POKAVEM, KAK PRIMENITX TEOREMU 1 K POLU^ENI@ ANALO- GI^NOJ NIVNEJ OCENKI DLQ SLOVNOSTI SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMEN- TOW (sf—, [1]) GLUBINY 2 W BAZISE, SOSTOQ]EM IZ WSEH BULEWYH FUNKCIJ.

pUSTX P2(n) = {f | f: {0, 1}^n → {0, 1}}. rASSMOTRIM ip Sn = (Mn, ∘, |· |), GDE Mn — MNOVESTWO PODMNOVESTW MNOVESTWA P2(n), ∘ — OPERACIQ OB˙EDINENIQ MNOVESTW, NORMU | · | OPREDELIM SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX

F ∈ M, K_1, . . . , K_s — WSE MAKSIMALXNYE PODMNOVESTWA W {0, 1}^n, NA KAV-

DOM IZ KOTORYH L@BAQ FUNKCIQ f ∈ F POSTOQNNA. tOGDA POLOVIM |F| = s∑ i=1 p_i log_2 1 p_i , GDE pi =^{|Ki|}_{2n} . (9)

nESLOVNO UBEDITXSQ, ^TO AKSIOMY I–IV WYPOLNENY. pOQSNIM, PO^E- MU WYPOLNENA AKSIOMA V. fAKTI^ESKI, FUNKCII IZ P2(n) MY RASSMAT- RIWAEM KAK SLU^AJNYE WELI^INY S MNOVESTWOM “LEMENTARNYH SOBYTIJ

{0, 1}^n. pRI “TOM MNOVESTWA FUNKCIJ SOOTWETSTWU@T SOWMESTNOMU RAS-

PREDELENI@ SLU^AJNYH WELI^IN, A NORMA (9) ESTX “NTROPIQ –ENNONA [2] SOWMESTNOGO RASPREDELENIQ (ZAMETIM, ^TO “NTROPIQ SOWMESTNOGO RASPRE- DELENIQ NE ZAWISIT OT PORQDKA SLU^AJNYH WELI^IN W NABORE, PO“TOMU WMESTO NABORA MOVNO RASSMOTRETX IH MNOVESTWO). tOGDA AKSIOMA V SLE- DUET IZ SWOJSTWA SILXNOJ SUBADDITIWNOSTI “NTROPII –ENNONA, KOTOROE HORO[O IZWESTNO.

rASSMOTRIM TAKVE ip S^′_n = (M^′_n, ∘^′, |·|^′), GDE M^′_n = M^n_n , (F1, . . . , Fn)∘^′

(G_1, . . . , G_n) = (F_1 ∘ G_1, . . . , F_n ∘ G_n) I |(F_1, . . . , F_n)|^′ =^1_n (|F_1| + . . . + |F_n|).

mOVNO SKAZATX, ^TO S^′_n ESTX PRQMAQ SUMMA n “KZEMPLQROW ip Sn, W KO- TOROJ NORMA UMENX[ENA W n RAZ. aKSIOMY I–V DLQ S^′_n NEPOSREDSTWENNO SLEDU@T IZ SOOTWETSTWU@]IH AKSIOM DLQ Sn.

kAVDOJ PERESTANOWKE σ ∈ Sn SOOTWETSTWUET BULEW PERESTANOWO^NYJ OPERATOR Fσ: {0, 1}^n → {0, 1}^n, Fσ(x1, . . . , xn) = (x_{σ(1)}, . . . , x_{σ(n)}). nABOR PERESTANOWOK Σ = (σ1, . . . , σn) NAZOW¡M ORTOGONALXNYM, ESLI DLQ L@BOGO i NABOR (σ1(i), . . . , σn(i)) QWLQETSQ PERESTANOWKOJ.

pUSTX Σ — ORTOGONALXNYJ NABOR PERESTANOWOK I FΣ: {0, 1}^{n+k} →

{0, 1}^n — BULEW OPERATOR, ZAWISQ]IJ OT PEREMENNYH x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_k (k = O(n)), TAKOJ, ^TO DLQ L@BOJ PERESTANOWKI σ_i IZ NABORA Σ OPERATOR F_{σi} MOVNO POLU^ITX IZ F_Σ PODSTANOWKOJ NEKOTORYH KONSTANT WMESTO PE-

REMENNYH y1, . . . , yk. dALEE, PUSTX S — sf—, WY^ISLQ@]AQ OPERATOR F . pODSTAWIW W S WMESTO WHODOW y1, . . . , yk SOOTWETSTWU@]IE KONSTANTY, MY POLU^IM sf— Si, WY^ISLQ@]U@ OPERATOR Fσ_i .

~EREZ S^′ OBOZNA^IM (n, n)-SETX, POLU^ENNU@ IZ S UDALENIEM WSEH WER- [IN, OPIRA@]IHSQ NA MNOVESTWO {y1, . . . , yk}. kAVDOJ WER[INE v SETI

S^′ POSTAWIM W SOOTWETSTWIE SOOB]ENIE v̂ IZ ip S^′_n SLEDU@]IM OBRAZOM.

pUSTX f^v_i — FUNKCIQ OT PEREMENNYH x1, . . . , xn, WY^ISLQEMAQ W WER[INE v SHEMY Si. pOLOVIM v̂ = ({f^v_1 }, . . . , {f^v_n}). mOVNO UBEDITXSQ, ^TO SETX S^′ WMESTE S SOOB]ENIQMI v̂ QWLQETSQ n-ris.

sLEDSTWIE 1. sLOVNOSTX L@BOGO OPERATORA FΣ W KLASSE sf— GLU-

BINY 2 PO PORQDKU NE MENX[E, ^EM n log_2 n.

oTMETIM, ^TO W RASSMATRIWAEMOM KLASSE SHEM GLUBINY 2 IZWESTNY NIVNIE OCENKI WIDA Ω(n^{3/2}) [3]. kROME TOGO, OCENKA WIDA Ω(n log_2 n) IZ- WESTNA DLQ ODNOGO IZ OPERATOROW WIDA FΣ, A IMENNO, DLQ OPERATORA CIKLI- ^ESKOGO SDWIGA [4]. oTMETIM, ^TO W RABOTE [4] SU]ESTWENNO ISPOLXZUETSQ SOGLASOWANNOSTX PERESTANOWOK, WHODQ]IH W NABOR Σ.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROGRAMMA POD- DERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL, PROEKT n–-5400.2006.1).

spisok literatury

1. lUPANOW o. b. nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI UPRAWLQ@]IH SISTEM. m.: iZD- WO mgu, 1984.

2. –ENNON k. rABOTY PO TEORII INFORMACII I KIBERNETIKE. m.: il,

1963.

3. ~ERUHIN d. ‘. nIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI W KLASSE SHEM GLUBINY 2 BEZ OGRANI^ENIJ NA BAZIS // wESTNIK MOSK. UN-TA. sER. 1. mATEM. mEH.

2005 4. 54–56.

4. Pudlak P., Savicky P. On shifting networks // Theoretical Computer Science. 1993 116. 415–419.