udk 519.714

o slovnosti informacionnyh setej

d. ‘. ~ERUHIN

w RABOTE RASSMOTRENA AKSIOMATI^ESKAQ TEORIQ, OPISYWA@]AQ KOLI^ESTWEN- NYE SOOTNO[ENIQ, WOZNIKA@]IE PRI PEREDA^E I PREOBRAZOWANII INFORMACII. pOLU^ENA NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI SETI, OSU]ESTWLQ@]EJ RAWNOMERNOE SME- [IWANIE INFORMACII IZ NESKOLXKIH NEZAWISIMYH ISTO^NIKOW. pOKAZANO PRIME- NENIE DANNOGO REZULXTATA K TEORII SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ.

iNFORMACIONNYM PROSTRANSTWOM (ip ) NAZOW¡M NABOR S = (M, ∘, | · |), GDE

M — MNOVESTWO OB˙EKTOW, NAZYWAEMYH SOOB]ENIQMI, ∘: M^2 → M — OPERACIQ

OB˙EDINENIQ SOOB]ENIJ, | · |: M → R — FUNKCIONAL NORMY SOOB]ENIQ, ESLI

DLQ L@BYH x, y, z ∈ M WYPOLNENY SLEDU@]IE AKSIOMY:

I. x ∘ x = x (IDEMPOTENTNOSTX) II. x ∘ y = y ∘ x (KOMMUTATIWNOSTX) III. (x ∘ y) ∘ z = x ∘ (y ∘ z) (ASSOCIATIWNOSTX) IV. ∃Λ (|Λ| = 0 & ∀t Λ ∘ t = t) (PUSTOE SOOB]ENIE) V. |x ∘ y| + |x ∘ z| > |x ∘ y ∘ z| + |x| (SILXNAQ SUBADDITIWNOSTX)

nEFORMALXNO, POD SOOB]ENIEM MY PONIMAEM NE^TO OB]EE, PRISU]EE NEKOTO- RYM TEKSTAM, SODERVA]IM ODNU I TU VE INFORMACI@; NORMA SOOB]ENIQ ESTX KOLI^ESTWO INFORMACII W N¡M. wOZMOVNO IZMENITX AKSIOMY TAK, ^TOBY SOOB- ]ENIE INTERPRETIROWALOSX KAK KONKRETNYJ TEKST ILI VE, NAPROTIW, KAK NE^TO OB]EE, PRISU]EE WSEM TEKSTAM, SODERVA]IM ODNU I TU VE INFORMACI@, ODNAKO MY WYBRALI SREDNIJ PUTX IZ SOOBRAVENIJ UDOBSTWA RABOTY W DANNOJ FORMALX- NOJ SISTEME.

oTMETIM BLIZOSTX TEORII ip S TAKIMI IZWESTNYMI STRUKTURAMI, KAK SUB- MODULQRNYE RE[¡TKI I MATROIDY. tAKVE OTMETIM E¡ SWQZX S KLASSI^ESKOJ TEORIEJ INFORMACII –ENNONA [1] (SM. TV. [2, 3]). a IMENNO, SOOB]ENIQM SO- OTWETSTWU@T SLU^AJNYE WELI^INY, OB˙EDINENIE SOOB]ENIJ SOOTWETSTWUET SOW- MESTNOMU RASPREDELENI@ SLU^AJNYH WELI^IN, A NORMA — “NTROPII.

pRIWED¡M TRI PRIMERA ip.

Typeset by AMS-TEX 1

1. pUSTX (Ω, A, μ) — IZMERIMOE PROSTRANSTWO. tOGDA (A, ∪, μ) — ip, GDE ∪ — OPERACIQ OB˙EDINENIQ MNOVESTW.

2. pUSTX L — LINEJNOE PROSTRANSTWO NAD NEKOTORYM POLEM, M — MNOVEST- WO EGO KONE^NOMERNYH PODPROSTRANSTW, + — OPERACIQ SUMMY PODPROSTRANSTW,

dim — FUNKCIONAL RAZMERNOSTI. tOGDA (M, +, dim) — ip.

3. pUSTX P2(n) = {f | f: {0, 1}^n → {0, 1}} — MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ n PEREMENNYH, M = {S | S ⊆ P2(n)}. dLQ L@BOGO S ∈ M WWED¡M OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI ρS NA MNOVESTWE {0, 1}^n: x̃ ρ_S ỹ ⇐⇒ ∀f ∈ S f(x̃) = f(ỹ). pUSTX K1, . . . , Ks — WSE KLASSY “KWIWALENTNOSTI OTNO[ENIQ ρS. pOLOVIM |S| = s∑ i=1 p_i log_2 1 p_i , GDE pi =^{|Ki|}_{2n} , i = 1, . . . , s. (1) tOGDA (M, ∪, | · |) — ip.

dOKAZATELXSTWA AKSIOM ip WO WSEH TR¡H PRIMERAH DOSTATO^NO O^EWIDNY, ZA ISKL@^ENIEM AKSIOMY V W PRIMERE 3 (T. E. SILXNOJ SUBADDITIWNOSTI “NTRO- PII –ENNONA). dOKAZATELXSTWO POSLEDNEJ PRIWEDENO W ZAKL@^ITELXNOJ ^ASTI DANNOJ STATXI.

sEJ^AS MY WWED¡M W ip NESKOLXKO PONQTIJ I WYWEDEM SLEDSTWIQ IZ AKSIOM. w SREDNEJ ^ASTI STATXI MY RASSMOTRIM INFORMACIONNYE SETI I DOKAVEM DLQ NIH NIVN@@ OCENKU SLOVNOSTI. w KONCE STATXI, POSLE DOKAZATELXSTWA AKSIOMY V DLQ PRIMERA 3, MY RASSMOTRIM PRILOVENIE TEORII ip K SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ, OSNOWANNOE NA PRIMERE 3. w ^ASTNOSTI, DOKAZANNU@ NIVN@@ OCEN- KU SLOVNOSTI SETEJ MY PERENES¡M NA KLASS BULEWYH SHEM IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW (sf—, [4]).

dALEE BUDEM S^ITATX, ^TO IMEETSQ NEKOTOROE ip (M, ∘, | · |). uKAVEM NA DWA SWOJSTWA ip, SLEDU@]IE NEPOSREDSTWENNO IZ AKSIOM.

uTWERVDENIE 1. ∀x, y ∈ M:

A) |x| > 0 (NEOTRICATELXNOSTX); B) |x ∘ y| > |x| (MONOTONNOSTX); W) |x| + |y| > |x ∘ y| (SUBADDITIWNOSTX).

dLQ DOKAZATELXSTWA P. B) NUVNO W AKSIOME V POLOVITX z = y, A DLQ DO- KAZATELXSTWA P. W) — POLOVITX x = Λ. p. A) SLEDUET IZ B), ESLI POLOVITX

x = Λ.

pUSTX u ∈ M. wWED¡M FAKTOR-NORMU | · |u: M → R, SOOTWETSTWU@]U@ USLOWNOJ “NTROPII W KLASSI^ESKOJ TEORII INFORMACII: |x|_u = |x ∘ u| − |u| I RASSMOTRIM E¡ SWOJSTWA.

uTWERVDENIE 2. ∀x, y, z, u ∈ M: A) |x| = |x|_Λ; B) (|x|_y )_z = |x|_{y∘z} ; W) |x|_y > |x|_{y∘z}; G) |x ∘ y|_u + |x ∘ z|_u > |x ∘ y ∘ z|_u + |z|_u. dOKAZATELXSTWO. A) |x|_Λ = |x ∘ Λ| − |Λ| = |x|; B) (|x|y )z = |x∘z|y −|z|y = |x∘z∘y|−|y|−(|z∘y|−|y|) = |x∘y∘z|−|y∘z| = |x|y∘z; W) |x∘y|+|y∘z| > |x∘y∘z|+|y| =⇒ |x|y = |x∘y|−|y| > |x∘y∘z|−|y∘z| = |x|y∘z; G) |x ∘ y|u + |x ∘ z|u = |x ∘ y ∘ u| + |x ∘ z ∘ u| − 2|u| > |x ∘ y ∘ z ∘ u| + |x ∘ u| − 2|u| = |x ∘ y ∘ z|_u + |x|_u. � w SILU UTW. 2 G) FAKTOR-NORMA UDOWLETWORQET AKSIOME V, A ZNA^IT, NABOR

(M, ∘, |·|_u) QWLQETSQ ip, KOTOROE MY NAZOW¡M FAKTOR-ip . w DALXNEJ[EM, ESLI

W ip WWEDENA NEKOTORAQ FUNKCIQ (ILI OTNO[ENIE), WYRAVAEMAQ ^EREZ NORMU, TO NIVNIJ INDEKS u (GDE u ∈ M) U ZNAKA “TOJ FUNKCII OZNA^AET, ^TO ONA BER¡TSQ OTNOSITELXNO FAKTOR-NORMY | · |u. nAPRIMER, ESLI φ(x, u) = |x| − |x|u, TO φz(x, u) = |x|z − |x|u∘z. wWED¡M W ip OTNO[ENIE WLOVENIQ: x ⊆ y ⇐⇒ |x ∘ y| = |y|. wLOVENIE x ⊆ y OZNA^AET, ^TO x NE DOBAWLQET K y NIKAKOJ SU]ESTWENNO NOWOJ INFORMACII. tAKVE MOVNO SKAZATX, ^TO SOOB]ENIE x POLU^ENO W REZULXTATE PREOBRAZOWANIQ SOOB]ENIQ y (WOZMOVNO, S POTEREJ INFORMACII).

uTWERVDENIE 3. ∀x, y, z ∈ M:

A) x ⊆ x ∘ y; B) Λ ⊆ x; W) x ⊆ x; G) x ⊆ y & y ⊆ z =⇒ x ⊆ z; D) x ⊆ z & y ⊆ z =⇒ x ∘ y ⊆ z; E) x ⊆ y =⇒ x ∘ z ⊆ y ∘ z; V) x ⊆ y =⇒ x ⊆_z y. dOKAZATELXSTWO. p. A) SLEDUET IZ |x ∘ x ∘ y| = |x ∘ y|; PP. B), W) SLEDU@T IZ

A) I RAWENSTWA x ∘ Λ = x. G) iMEEM |x ∘ y| = |y| I |y ∘ z| = |z|. pOKAVEM, ^TO |x ∘ y ∘ z| 6 |y ∘ z|. dEJSTWITELXNO, W SILU AKSIOMY V, |y ∘ z| − |x ∘ y ∘ z| > |y| − |x ∘ y| = 0. tOGDA_{|z|} 6 |x ∘ z| 6 |x ∘ y ∘ z| 6 |y ∘ z| = |z|, (2) SLEDOWATELXNO, W (2) WSE NERAWENSTWA MOVNO ZAMENITX NA RAWENSTWA, A ZNA^IT, |x ∘ z| = |z|, T. E. x ⊆ z.

D) |x ∘ z| = |z| & |y ∘ z| = |z| =⇒ 2|z| = |x ∘ z| + |y ∘ z| > |x ∘ y ∘ z| + |z| =⇒ |x ∘ y ∘ z| = |z| =⇒ x ∘ y ⊆ z; E) x ⊆ y ⊆ y ∘ z & z ⊆ y ∘ z =⇒ x ∘ z ⊆ y ∘ z; V) x ⊆ y =⇒ x ∘ z ⊆ y ∘ z =⇒ |x ∘ y ∘ z| = |y ∘ z| =⇒ |x ∘ y|z = |x ∘ y ∘ z| − |z| = |y ∘ z| − |z| = |y|_z =⇒ x ⊆_z y. � w SILU UTW. 3, OTNO[ENIE WLOVENIQ QWLQETSQ PREDPORQDKOM (PP. W, G) S NAIMENX[IM “LEMENTOM (P. B) I W “TOM PREDPORQDKE OPERACIQ ∘ WY^ISLQET TO^NU@ WERHN@@ GRANX DWUH “LEMENTOW (PP. A, D).

sKAVEM, ^TO SOOB]ENIQ x1, . . . , xn NEZAWISIMY (W SOWOKUPNOSTI), ESLI |x_1 ∘ . . . ∘ x_n| = |x_1| + . . . + |x_n|. nEZAWISIMOSTX SOOB]ENIJ x I y BUDEM OBOZNA^ATX W WIDE x ⊥ y.

uTWERVDENIE 4. pUSTX SOOB]ENIQ x1, . . . , xn NEZAWISIMY, {x1, . . . , xn} =

X_1 ⊔ . . . ⊔ X_k I X̂_i — OB˙EDINENIE WSEH SOOB]ENIJ IZ MNOVESTWA X_i. tOGDA SOOB]ENIQ X̂_1, . . . , X̂_{k−1} NEZAWISIMY.

dOKAZATELXSTWO. iSPOLXZUQ SUBADDITIWNOSTX, POLU^IM |X̂_1 ∘ . . . ∘ X̂_{k−1}| + |X̂_k| > |X̂_1 ∘ . . . ∘ X̂_k| = |x_1 ∘ . . . ∘ x_n| = = |x_1| + . . . + |x_n| > |X̂_1| + . . . + |X̂_k| > |X̂_1 ∘ . . . ∘ X̂_{k−1}| + |X̂_k|. (3)

w (3) WSE NERAWENSTWA MOVNO ZAMENITX RAWENSTWAMI, PO“TOMU |^^X1 ∘ . . . ∘^^Xk−1| =

|X̂_1| + . . . + |X̂_{k−1}|. �

wWED¡M MERU ZAWISIMOSTI SOOB]ENIJ — ANALOG KLASSI^ESKOJ OB]EJ INFOR- MACII:_{I(x, y) = |x| + |y| − |x ∘ y|,} I E¡ OBOB]ENIE NA SLU^AJ TR¡H SOOB]ENIJ: I(x, y, z) = |x| + |y| + |z| − |x ∘ y| − |x ∘ z| − |y ∘ z| + |x ∘ y ∘ z|. zAMETIM, ^TO_I z(x, y) = |x ∘ z| + |y ∘ z| − |x ∘ y ∘ z| − |z|, A ZNA^IT,_{I(x, y, z) = I(x, y) − I} z(x, y).

o slovnosti informacionnyh setej 5

uTWERVDENIE 5. ∀x, y, z ∈ M: A) 0 6 I(x, y) 6 |x|; B) I(x, y) = 0 ⇐⇒ x ⊥ y; W) I(x, y) = |x| ⇐⇒ x ⊆ y; G) I(x ∘ y, z) = I(x, z) + I_x(y, z); D) I(x ∘ y, z) > I(x, z); E) I(x ∘ y, z) > I_x(y, z); V) x ⊆ y =⇒ I(x, z) 6 I(y, z); Z) x ⊥ y =⇒ I(x, y, z) 6 0; I) x ⊥ y =⇒ I(x ∘ y, z) > I(x, z) + I(y, z); K) x ⊥ y ∘ z =⇒ x ⊥_z y. dOKAZATELXSTWO. p. A) SLEDUET IZ SUBADDITIWNOSTI I MONOTONNOSTI, PP. B),

W) — NEPOSREDSTWENNO IZ OPREDELENIQ; G) I(x, z) + Ix(y, z) = |x| + |z| − |x ∘ z| + |x ∘ y| + |x ∘ z| − |x ∘ y ∘ z| − |x| = |z| + |x ∘ y| − |x ∘ y ∘ z| = I(x ∘ y, z); PP. D), E) SLEDU@T IZ G) I NEOTRICATELXNOSTI

FUNKCII I (P. A); V) x ⊆ y ⊆ y ∘ z =⇒ |x ∘ y| = |y| & |x ∘ y ∘ z| = |y ∘ z| =⇒ I(y, z) = I(x ∘ y, z) > I(x, z); Z) x ⊥ y =⇒ I(x, y, z) = I(x, y) − Iz(x, y) = −Iz(x, y) 6 0; I) x ⊥ y =⇒ I(x ∘ y, z) = I(x, z) + Ix(y, z) = I(x, z) + I(y, z) − (I(y, z) − I_x(y, z)) = I(x, z) + I(y, z) − I(x, y, z) > I(x, z) + I(y, z); K) x ⊥ y ∘ z =⇒ 0 = I(x, y ∘ z) > Iz(x, y) =⇒ Iz(x, y) = 0 =⇒ x ⊥z y. � sLEDU@]EE UTWERVDENIE QWLQETSQ KL@^EWYM PRI DOKAZATELXSTWE NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI.

uTWERVDENIE 6. eSLI x0, x1, x2, u1, u2 ∈ M, u1 ⊆ x0 ∘ x1 I u2 ⊆ x1 ∘ x2, TO

I(x_0, u_1) + I_{u1} (x_0 ∘ x_2, u_2) > |u_1 ∘ u_2| − |x_1|.

dOKAZATELXSTWO. iSPOLXZUQ UTW. 5 (A, W, G, E) I UTW. 3 (A, V), POLU^IM

|x_1| > I(x_1, x_0 ∘ x_2 ∘ u_1 ∘ u_2) = I(x_1, x_0 ∘ u_1) + I_{x0∘u1} (x_1, x_2 ∘ u_2) >

> Ix_0 (x1, u1) + Ix_0∘x_2∘u_1 (x1, u2) =

= I(x_0 ∘ x_1, u_1) − I(x_0, u_1) + I_{u1} (x_0 ∘ x_1 ∘ x_2, u_2) − I_{u1} (x_0 ∘ x_2, u_2) =

= |u_1|−I(x_0, u_1)+|u_2|_{u1} −I_{u1} (x_0 ∘x_2, u_2) = |u_1 ∘u_2|−I(x_0, u_1)−I_{u1} (x_0 ∘x_2, u_2),

OTKUDA I SLEDUET TREBUEMOE. �

tEPERX PEREJD¡M K RASSMOTRENI@ SETEJ. nAZOW¡M (n, m)-SETX@ NABOR N =

(G, V_−, V_+), W KOTOROM G — KONE^NYJ ORIENTIROWANNYJ GRAF BEZ ORIENTIRO-

WANNYH CIKLOW S MNOVESTWOM WER[IN V I MNOVESTWOM R¡BER E, V− ∈ V^n —

NABOR WHODOW SETI, V+ ∈ V^m — NABOR E¡ WYHODOW, PRI^¡M WSE WHODY RAZLI^NY, WHODNAQ STEPENX KAVDOGO WHODA RAWNA 0, A WHODNAQ STEPENX L@BOJ WER[INY, OTLI^NOJ OT WHODOW, RAWNA 2 (WHODNAQ STEPENX WER[INY — ^ISLO R¡BER, WHODQ- ]IH W “TU WER[INU). oTMETIM, ^TO WYHODY MOGUT SOWPADATX DRUG S DRUGOM I SOWPADATX SO WHODAMI.

pREDPOSYLKOJ DLQ IMENNO TAKOGO OPREDELENIQ SETI QWILOSX OSNOWNOE (W DAN- NOJ STATXE) PRILOVENIE TEORII INFORMACIONNYH SETEJ, SWQZANNOE SO SLOVNOS- TX@ sf—; W DANNOM SLU^AE IME@TSQ W WIDE sf— W BAZISE IZ WSEH DWUMEST- NYH BULEWYH FUNKCIJ. wER[INY, OTLI^NYE OT WHODOW, NAZOW¡M “LEMENTAMI.

sLOVNOSTX@ SETI NAZOW¡M ^ISLO “LEMENTOW W NEJ. bUDEM S^ITATX, ^TO NAM DA-

NA NEKOTORAQ (n, m)-SETX. mNOVESTWO E¡ WHODOW OBOZNA^IM ^EREZ X, MNOVESTWO WYHODOW — ^EREZ Y , SLOVNOSTX — ^EREZ L.

sKAVEM, ^TO WER[INA v PRED[ESTWUET WER[INE v^′, ESLI SU]ESTWUET ORI- ENTIROWANNYJ PUTX IZ v W v^′. sKAVEM, ^TO WER[INA v NEPOSREDSTWENNO PRED- [ESTWUET WER[INE v^′, ESLI IZ v W v^′ WED¡T REBRO. w SILU OTSUTSTWIQ ORIENTIRO- WANNYH CIKLOW “LEMENTY MOVNO ZANUMEROWATX ^ISLAMI 1, . . . , L TAK, ^TO NOMER “LEMENTA BOLX[E NOMEROW WSEH PRED[ESTWU@]IH EMU “LEMENTOW; KAVDOMU WHODU PRIPI[EM NOMER 0. tAKU@ NUMERACI@ NAZOW¡M MONOTONNOJ.

uTWERVDENIE 7. eSLI W MONOTONNOJ NUMERACII NOMER “LEMENTA v RAWEN

i, TO “LEMENTU v PRED[ESTWU@T NE BOLEE, ^EM (i + 1) WHODOW.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX G^′ — PODGRAF GRAFA G, POROVD¡NNYJ MNOVESTWOM

WER[IN, PRED[ESTWU@]IH “LEMENTU v, V^′ I E^′ — MNOVESTWA WER[IN I R¡BER GRAFA G^′, X^′ — MNOVESTWO WHODOW, PRED[ESTWU@]IH WER[INE v.

pODS^ITAEM ^ISLO |E^′| DWUMQ SPOSOBAMI. s ODNOJ STORONY, W KAVDU@ WER- [INU IZ MNOVESTWA V^′\X^′ WHODQT ROWNO DWA REBRA GRAFA G^′, PO“TOMU |E^′| =

2|V^′\X^′|. s DRUGOJ STORONY, IZ KAVDOJ WER[INY GRAFA G^′, KROME v, WYHODIT

HOTQ BY ODNO REBRO GRAFA G^′ (REBRO, PO KOTOROMU PROHODIT PUTX, WEDU]IJ W WER[INU v), PO“TOMU |E^′| > |V^′| − 1. nAKONEC, NOMER WER[INY v NE MENX[E ^ISLA “LEMENTOW W G^′, T. E. |V^′\X^′|. pO“TOMU |X^′| − 1 = |V^′| − 1 − |V^′\X^′| 6 |E^′| − |V^′\X^′| = |V^′\X^′| 6 i, OTKUDA I SLEDUET TREBUEMOE. �

nAZOW¡M (n, m)-INFORMACIONNOJ SETX@ ((n, m)-is ) NABOR^^N = (N , S,^·), W KOTOROM N QWLQETSQ (n, m)-SETX@, S = (M, ∘, | · |) — ip I ^·: V → M — FUNK- CIQ, SOPOSTAWLQ@]AQ KAVDOJ WER[INE v SETI N SOOB]ENIE v̂ IZ ip S, ESLI WYPOLNENY USLOWIQ: i) ∀v ∈ V |v̂| 6 1;

ii) ESLI v NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET WER[INAM v1 I v2, TO v̂ ⊆ v̂1 ∘ v̂2. is MOVNO INTERPRETIROWATX SLEDU@]IM OBRAZOM: PO R¡BRAM PEREDA¡TSQ INFORMACIQ. w KAVDOM “LEMENTE OB˙EDINQETSQ PRI[ED[AQ W NEGO INFORMACIQ I W REZULXTATE E¡ PREOBRAZOWANIQ POLU^AETSQ NOWAQ INFORMACIQ (W KOLI^ESTWE, NE PREWOSHODQ]EM 1), KOTORAQ RASSYLAETSQ PO WSEM ISHODQ]IM R¡BRAM.

oTMETIM, ^TO is MOVNO OPREDELITX NESKOLXKO INA^E, OGRANI^IW NE KOLI- ^ESTWO INFORMACII, ISHODQ]EJ IZ WER[INY, A KOLI^ESTWO INFORMACII, PE- REDAWAEMOJ PO REBRU, I RAZRE[IW ORIENTIROWANNYE CIKLY. w TAKOM SLU^AE POLU^ITSQ OB˙EKT, ANALOGI^NYJ TRANSPORTNOJ SETI (TO^NEE, POTOKU W SETI) [5]. bOLEE TOGO, W POSLEDNEM SLU^AE TRANSPORTNAQ SETX QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM

is, A IMENNO, TAKOJ is, W KOTOROJ ISPOLXZUETSQ ip (R^d_+ , +,^{d∑}_{i=1} xi), GDE d —

^ISLO PEREDAWAEMYH PRODUKTOW, I WYPOLNENO PRAWILO kIRHGOFA (KOTOROE NA QZYKE ip OZNA^AET OBRATIMOSTX PREOBRAZOWANIQ INFORMACII). dANNOE NAMI OPREDELENIE PRODIKTOWANO PRILOVENIEM K SLOVNOSTI sf—.

dLQ L@BOGO MNOVESTWA WER[IN B = {v1, . . . , vk} ⊆ V OBOZNA^IM B̂ = v̂_1 ∘ . . . ∘ v̂_k. pUSTX A, B, C ⊆ V . sKAVEM, ^TO MNOVESTWO WER[IN B RAZDELQET MNOVESTWA A I C, ESLI L@BOJ ORIENTIROWANNYJ PUTX, PERESEKA@]IJSQ S MNOVESTWOM A I MNOVESTWOM C, PERESEKAETSQ TAKVE S B. sKAVEM, ^TO MNOVESTWO A [WER[INA

v] OPIRAETSQ NA MNOVESTWO B, ESLI B RAZDELQET MNOVESTWA X I A [{v}].

uTWERVDENIE 8. eSLI WER[INA v OPIRAETSQ NA MNOVESTWO B, TO v̂ ⊆^^B.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM MONOTONNU@ NUMERACI@ WER[IN I PROWED¡M

INDUKCI@ PO NOMERU WER[INY v. bAZIS INDUKCII: v ∈ B (S@DA WKL@^AETSQ SLU^AJ, KOGDA v — WHOD). tOGDA W SILU UTW. 3 A) v̂ ⊆^^B.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: v /∈ B. pUSTX v NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET WER[INAM v1 I v2. pOSLEDNIE OPIRA@TSQ NA MNOVESTWO B I PO PREDPOLOVE- NI@ INDUKCII, v̂1 ⊆^^B I v̂2 ⊆^^B. tOGDA W SILU USLOWIQ ii) I UTW. 3 (G, D) v̂ ⊆ v̂_1 ∘ v̂_2 ⊆ B̂ =⇒ v̂ ⊆ B̂. � sLEDSTWIE 1. A) ESLI MNOVESTWO A OPIRAETSQ NA MNOVESTWO B, TO^^A ⊆ B̂; B) Ŷ ⊆ X̂. rASSMOTRIM ^ASTNYJ SLU^AJ is, DLQ KOTOROGO MY POLU^IM NIVN@@ OCENKU SLOVNOSTI. nAZOW¡M (n, n)-is RAWNOMERNOJ (n-ris ), ESLI WYPOLNENY TAKVE SLEDU@]IE USLOWIQ:

8 d. ‘. ~eruhin

iii) |X̂| = |Ŷ | = n; iv) ∀x ∈ X ∀y ∈ Y I(x̂, ŷ) =^1_n . dALEE BUDEM S^ITATX, ^TO NAM DANA NEKOTORAQ n-ris.

uTWERVDENIE 9. pUSTX X^′ ⊆ X, Y^′ ⊆ Y , |X^′| = k, |Y^′| = l. tOGDA

A) |X̂^′| = k, |Ŷ^′| = l; B) I(X̂^′, Ŷ^′) =^{kl}_n ;

W) ESLI Z ⊆ Y , Z ∩ Y^′ = ?, TO I_Ẑ (X̂^′, Ŷ^′) =^{kl}_n . dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM X^{′′} = X\X^′, Y^{′′} = Y \Y^′.

A) w SILU USLOWIQ i) I SUBADDITIWNOSTI |^^X^′| 6 k I |^^X^{′′}| 6 n − k, PO“TOMU n = |X̂| = |X̂^′ ∘ X̂^{′′}| 6 |X̂^′| + |X̂^{′′}| 6 k + (n − k) = n, A ZNA^IT, NERAWENSTWA MOVNO ZAMENITX RAWENSTWAMI I |^^X^′| = k. aNALOGI^NO, |Ŷ^′| = l. B) pUSTX X = {x1, . . . , xk}, Y^′ = {y1, . . . , yl}. iZ P. A) SLEDUET, ^TO SOOB]E- NIQ, SOOTWETSTWU@]IE WHODAM [WYHODAM] NEZAWISIMY. tOGDA, W SILU UTW. 5 I)

I(X̂^′, Ŷ^′) = I(x̂_1 ∘ . . . ∘ x̂_k, ŷ_1 ∘ . . . ∘ ŷ_l) > ∑ i,j I(x̂_i, ŷ_j) = kl n . aNALOGI^NO,

I(X̂^{′′}, Ŷ^′) > (n − k)l n , I(X̂, Ŷ^{′′}) > n(n − l) n . dALEE, TAK KAK^^Y ⊆^^X, TO I(^^X,^^Y ) = |^^Y | = n. pO“TOMU, W SILU UTW. 5 I)

n = I(X̂, Ŷ ) = I(X̂^′ ∘ X̂^{′′}, Ŷ^′ ∘ Ŷ^{′′}) >

> I(^^X^′,^^Y^′) + I(^^X^{′′},^^Y^′) + I(^^X,^^Y^{′′}) >^{kl}_n +^{(n − k)l}_n + (n − l) = n,

OTKUDA, ZAMENIW NERAWENSTWA RAWENSTWAMI, POLU^IM TREBUEMOE.

W) pUSTX |Z| = m. iZ UTW. 5 G) I P. B) SLEDUET

I_Ẑ (X̂^′, Ŷ^′) = I(X̂^′, Ŷ^′ ∘ Ẑ) − I(X̂^′, Ẑ) = k(l + m) n − km n = kl n . � lEMMA 1. eSLI X^′ ⊆ X, Y^′ ⊆ Y , |X^′| = k, |Y^′| = l I MNOVESTWO B ⊆ V

RAZDELQET MNOVESTWA X^′ I Y^′, TO |B| >^{kl}_n . dOKAZATELXSTWO. pUSTX X^{′′} = X\X^′. pOKAVEM, ^TO MNOVESTWO Y^′ OPIRAET-

SQ NA MNOVESTWO B ∪ X^{′′}. dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM PROIZWOLXNYJ ORIENTI- ROWANNYJ PUTX, WEDU]IJ IZ WHODA x ∈ X W WYHOD y ∈ Y^′. eSLI x ∈ X^′, TO “TOT PUTX PERESEKAETSQ S MNOVESTWOM B, W ESLI x ∈ X^{′′} — TO S MNOVESTWOM X^{′′}; W L@BOM SLU^AE ON PERESEKAETSQ S MNOVESTWOM B ∪ X^{′′}. tOGDA^^Y^′ ⊆^^B ∘^^X^{′′}. iZ UTW. 2 W), UTW. 5 (A, W, G) I UTW. 9 SLEDUET

|B| > |^^B| > |^^B|^_X 00 > I^_X 00 (^^B,^^Y^′) = I(^^B ∘^^X^{′′},^^Y^′) − I(^^X^{′′},^^Y^′) = = |Ŷ^′| − I(X̂^{′′}, Ŷ^′) = l − (n − k)l n = kl n . � sLEDSTWIE 2. A) kAVDYJ WHOD PRED[ESTWUET KAVDOMU WYHODU;

B) L > 2n − 2.

dEJSTWITELXNO, ESLI DANNYJ WHOD NE PRED[ESTWUET DANNOMU WYHODU, TO ONI RAZDELQ@TSQ PUSTYM MNOVESTWOM, ^TO PROTIWORE^IT LEMME 1 (WOOB]E, WSLED- STWIE LEMMY 1 I TEOREMY dILUORSA, NAJDUTSQ ⌈^{kl}_n ⌉ NEPERESEKA@]IHSQ PUTEJ, NA^INA@]IHSQ W MNOVESTWE X^′ I OKAN^IWA@]IHSQ W Y^′). w SILU UTW. 7, NOMER KAVDOGO WYHODA NE MENX[E, ^EM n − 1 (INA^E WYHOD OPIRALSQ BY NA MNOVESTWO WHODOW, NE SODERVA]EE NEKOTOROGO WHODA). pOSKOLXKU WSE WYHODY RAZLI^NY (“TO SLEDUET IZ USLOWIJ i I iii), TO MAKSIMALXNYJ IZ NOMEROW WYHODOW NE MENX[E, ^EM (n−1)+n−1, A ZNA^IT, L > 2n−2. dALEE MY POKAVEM, ^TO L > 2,5n−O(1).

bUDEM S^ITATX, ^TO n > 2, TOGDA NIKAKOJ WYHOD NE SOWPADAET SO WHODOM. wWED¡M WSPOMOGATELXNYJ NEORIENTIROWANNYJ GRAF Γ. wER[INAMI GRAFA Γ QW- LQ@TSQ TE WER[INY GRAFA G, KOTORYE NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWU@T HOTQ BY ODNOMU WYHODU SETI. r¡BRA GRAFA Γ SOOTWETSTWU@T WYHODAM SETI; REBRO, SOOTWETSTWU@]EE WYHODU y ∈ Y , SOEDINQET WER[INY, NEPOSREDSTWENNO PRED- [ESTWU@]EE WYHODU y (ESLI TAKAQ WER[INA ODNA, TO REBRO QWLQETSQ PETL¡J). pUSTX VΓ I EΓ — MNOVESTWA WER[IN I R¡BER GRAFA Γ.

uTWERVDENIE 10. w L@BOM PODGRAFE GRAFA Γ ^ISLO RËBER NE BOLX[E ^ISLA

WER[IN.

dEJSTWITELXNO, ESLI Γ^′ — PODGRAF GRAFA Γ S MNOVESTWOM WER[IN V^′ I MNO- VESTWOM R¡BER E^′, Y^′ — MNOVESTWO WYHODOW SETI, SOOTWETSTWU@]IH R¡BRAM IZ

10 d. ‘. ~eruhin

E^′, TO MNOVESTWO Y^′ OPIRAETSQ NA MNOVESTWO V^′, A ZNA^IT, |E^′| = |Y^′| = |Ŷ^′| 6 |V̂^′| 6 |V^′|. zAMETIM, ^TO ESLI Γ^′ — KOMPONENTA SWQZNOSTI GRAFA Γ, TO |E^′| 6 |V^′| 6 |E^′| + 1 (PRAWOE NERAWENSTWO SLEDUET IZ SWQZNOSTI KOMPONENTY), A ZNA^IT, LIBO |V^′| =

|E^′|, LIBO |V^′| = |E^′| + 1. wO WTOROM SLU^AE KOMPONENTA QWLQETSQ DEREWOM, A

W PERWOM — DEREWOM S ODNIM DOPOLNITELXNYM REBROM. w “TOM SLU^AE GRAF

Γ^′ PREDSTAWLQET IZ SEBQ MNOVESTWO KORNEWYH DEREWXEW, KORNI KOTORYH OB˙EDI-

NENY W CIKL (DRUGIMI SLOWAMI, CIKL, IZ KOTOROGO ”RASTUT” DEREWXQ). tAKU@ KOMPONENTU I WSE E¡ WER[INY NAZOW¡M KRITI^ESKIMI.

dLQ KAVDOJ WER[INY v OBOZNA^IM ^EREZ Yv MNOVESTWO WYHODOW SETI, PRED- [ESTWU@]IH WER[INE v (NE ISKL@^ENO, ^TO WYHOD SETI ISPOLXZUETSQ DLQ WY- ^ISLENIQ DRUGOGO WYHODA). ~EREZ Xv OBOZNA^IM MNOVESTWO TEH WHODOW x, DLQ KOTORYH MNOVESTWA {x} I {v} NE RAZDELQ@TSQ MNOVESTWOM Yv. tOGDA v OPIRA- ETSQ NA MNOVESTWO Xv ∪ Yv, SLEDOWATELXNO, v̂ ⊆^^Xv ∘^^Yv.

lEMMA 2. pUSTX v, w — WER[INY GRAFA Γ. tOGDA

A) ESLI v I w SOEDINENY REBROM W Γ, TO |X_v ∪ X_w| = n; B) ESLI v I w SOEDINENY W GRAFE Γ CEPX@, SODERVA]EJ HOTQ BY ODNO REBRO, I w NE PRED[ESTWUET NI ODNOMU WYHODU IZ Y_v, TO |X_v| + |X_v ∪ X_w| > n; W) ESLI v WHODIT W CIKL GRAFA Γ, TO |X_v| > n 2 ; G) ESLI v — KRITI^ESKAQ WER[INA, NE WHODQ]AQ W CIKL GRAFA Γ, TO |X_v| = n. dOKAZATELXSTWO. A) pUSTX v I w SOEDINENY REBROM, SOOTWETSTWU@]IM WY-

HODU y. tOGDA ŷ ⊆ v̂ ∘ ŵ ⊆^^Xv ∘^^Yv ∘^^Xw ∘^^Yw. zAMETIM, ^TO y /∈ Yv ∪ Yw, TAK KAK W

o slovnosti informacionnyh setej 11

PROTIWNOM SLU^AE W SETI BYL BY ORIENTIROWANNYJ CIKL. pO“TOMU ŷ ⊥^^Yv ∘^^Yw. iSPOLXZUQ UTW. 5 (B, W, G) I UTW. 9 (A, W), POLU^IM

1 = |ŷ| = I(ŷ, X̂_v ∘ Ŷ_v ∘ X̂_w ∘ Ŷ_w) =

= I(ŷ, Ŷ_v ∘ Ŷ_w) + I_{Ŷv ∘Ŷw} (ŷ, X̂_v ∘ X̂_w) = 0 + 1 · |X_v ∪ X_w| n . B) rASSMOTRIM CEPX, SOEDINQ@]U@ WER[INY v I w. pUSTX ONA POSLEDOWA- TELXNO PROHODIT ^EREZ WER[INY v = v0, . . . , vk = w I R¡BRA, SOOTWETSTWU@]IE WYHODAM y1, . . . , yk. eSLI k = 1, TO P. B) SLEDUET IZ P. A). pUSTX k > 2.

oBOZNA^IM x0 = v̂0, x1 = v̂1 ∘ . . . ∘ v̂k−1, x2 = v̂k, u1 = ŷ1, u2 = ŷk, Y^′ =

{y_2, . . . , y_{k−1}}. rASSMOTRIM FAKTOR-ip S NORMOJ | · |_Ŷ 0 . iMEEM u_1 = ŷ_1 ⊆ v̂_0 ∘ v̂_1 ⊆ x_0 ∘ x_1, SLEDOWATELXNO (W SILU UTW. 3 V) u_1 ⊆_Ŷ 0 x_0 ∘ x_1. aNALOGI^NO, u_2 ⊆_Ŷ 0 x_1 ∘ x_2. pRIMENIW UTW. 6, POLU^IM

I_Ŷ 0 (x_0, u_1) + I_Ŷ 0_{∘u1} (x_0 ∘ x_2, u_2) > |u_1 ∘ u_2|_Ŷ 0 − |x_1|_Ŷ 0 . (4)

zAMETIM, ^TO

|u_1 ∘ u_2|_{Ŷ 0} = |ŷ_1 ∘ . . . ∘ ŷ_k| − |ŷ_2 ∘ . . . ∘ ŷ_{k−1}| = 2. (5)

dALEE, TAK KAK MNOVESTWO Y^′ OPIRAETSQ NA MNOVESTWO {v1, . . . , vk−1}, TO^^Y^′ ⊆

v̂_1 ∘ . . . ∘ v̂_{k−1} = x_1, SLEDOWATELXNO

|x_1|_Ŷ 0 = |x_1 ∘ Ŷ^′| − |Ŷ^′| = |x_1| − |Ŷ^′| 6 (k − 1) − (k − 2) = 1. (6)

iZ (5) I (6) SLEDUET, ^TO PRAWAQ ^ASTX W (4) NE MENX[E EDINICY.

pREOBRAZUQ (4), ISPOLXZUQ WLOVENIQ x0 = v̂ ⊆^^Xv ∘^^Yv, x2 = ŵ ⊆^^Xw ∘^^Yw I UTWERVDENIQ 5, 9, POLU^IM CEPO^KU SOOTNO[ENIJ: 1 6 I^_Y 0 (^^Xv ∘^^Yv, ŷ1) + I^_Y 0_{∘ŷ1} (^^Xv ∘^^Yv ∘^^Xw ∘^^Yw, ŷk) =

= I_Ŷ 0 (Ŷ_v, ŷ_1) + I_Ŷ 0_{∘Ŷv} (X̂_v, ŷ_1) + I_Ŷ 0_{∘ŷ1} (Ŷ_v ∘ Ŷ_w, ŷ_k) +

+ I_Ŷ 0_{∘ŷ1∘Ŷv ∘Ŷw} (X̂_v ∘ X̂_w, ŷ_k) = 0 + |X_v| · 1 n + 0 + |X_v ∪ X_w| · 1 n . (7)

k OBOSNOWANI@ WYKLADKI (7) ZAMETIM, ^TO W SILU OTSUTSTWIQ ORIENTIRO- WANNYH CIKLOW, y1 /∈ Yv I yk /∈ Yw. kROME TOGO, yk /∈ Yv, INA^E MY BY PO- LU^ILI PROTIWORE^IE S USLOWIEM P. B) (A IMENNO, WER[INA w PRED[ESTWOWALA BY WYHODU yk ∈ Yv). zAMETIM TAKVE, ^TO y1 /∈ Y^′ I yk /∈ Y^′ ∪ {y1}, TAK KAK

Y^′ = {y_2, . . . , y_{k−1}} I WSE WYHODY y_1, . . . , y_k RAZLI^NY. iTAK, ŷ_1 ⊥ Ŷ^′ ∘ Ŷ_v

I ŷk ⊥^^Y^′ ∘ ŷ1 ∘^^Yv ∘^^Yw, BLAGODARQ ^EMU NA POSLEDNEM [AGE W (5) MY MOVEM PERWOE I TRETXE SLAGAEMOE ZAMENITX NULQMI (W SILU UTW. 5 I), A KO WTOROMU I ^ETW¡RTOMU PRIMENITX UTW. 9 W). iZ (7) SLEDUET TREBUEMOE.

p. W) SLEDUET IZ P. B), ESLI POLOVITX v = w I W KA^ESTWE CEPI WZQTX CIKL, SODERVA]IJ WER[INU v; WER[INA v NE PRED[ESTWUET NI ODNOMU WYHODU IZ Yv W SILU OTSUTSTWIQ ORIENTIROWANNYH CIKLOW.

G) pUSTX Γ^′ — PODGRAF GRAFA Γ, SOSTOQ]IJ IZ CIKLA, WHODQ]EGO W TU VE KOMPONENTU SWQZNOSTI, ^TO I v, I CEPI, SOEDINQ@]EJ “TOT CIKL S WER[INOJ v (TAKAQ CEPX EDINSTWENNA). oBOZNA^IM ^EREZ y WYHOD, SOOTWETSTWU@]IJ REBRU GRAFA Γ^′, INCIDENTNOMU WER[INE v, ^EREZ Y^′ — MNOVESTWO WYHODOW, SOOTWET- STWU@]IH OSTALXNYM R¡BRAM GRAFA Γ^′; ^EREZ V^′ OBOZNA^IM MNOVESTWO WER[IN GRAFA Γ^′, ZA ISKL@^ENIEM WER[INY v.

~ISLO WER[IN W GRAFE Γ^′ RAWNO ^ISLU R¡BER, PO“TOMU |Y^′| = |V^′|. kROME TOGO, MNOVESTWO Y^′ OPIRAETSQ NA MNOVESTWO V^′, PO“TOMU^^Y^′ ⊆^^V^′. tOGDA |V^′| =

|Y^′| = |Ŷ^′| 6 |V̂^′| 6 |V^′|. zAMENIW NERAWENSTWA RAWENSTWAMI, POLU^IM |Ŷ^′| =

|V̂^′| = |Ŷ^′ ∘ V̂^′| (POSLEDNEE RAWENSTWO SPRAWEDLIWO W SILU WLOVENIQ Ŷ^′ ⊆ V̂^′). a

ZNA^IT,^^V^′ ⊆^^Y^′. zAMETIW, ^TO ŷ ⊆ v̂ ∘^^V^′ ⊆^^Xv ∘^^Yv ∘^^Y^′ I ŷ ⊥^^Yv ∘^^Y^′, POLU^IM

1 = |ŷ| = I(ŷ, X̂_v ∘ Ŷ_v ∘ Ŷ^′) = I(ŷ, Ŷ_v ∘ Ŷ^′) + I_{Ŷv ∘Ŷ} 0 (ŷ, X̂_v) = 0 + 1 n |X_v|. � dALEE BUDEM S^ITATX, ^TO n > 4. oBOZNA^IM ^EREZ W MNOVESTWO WER[IN SETI, SOSTOQ]EE IZ WSEH WHODOW, WYHODOW, A TAKVE “LEMENTOW, IME@]IH NOMERA, MENX[IE n/2 − 1 W NEKOTOROJ FIKSIROWANNOJ MONOTONNOJ NUMERACII. zAMETIM, ^TO ESLI v — WHOD, TO |Xv| = 1 < n/2, ESLI v — WYHOD, TO |Xv| = 0 (TAK KAK

Y_v = {v}), ESLI v — “LEMENT S NOMEROM, MENX[IM n/2 − 1, TO W SILU UTW. 8 |X_v| < n/2. iTAK, DLQ L@BOJ WER[INY v ∈ W |X_v| < n/2.

lEMMA 3. pUSTX Γ^′ — KOMPONENTA SWQZNOSTI GRAFA Γ. tOGDA

A) ESLI Γ^′ — KRITI^ESKAQ KOMPONENTA, TO ONA NE SODERVIT WER[IN IZ MNOVESTWA W ;

B) ESLI Γ^′ — NE KRITI^ESKAQ KOMPONENTA, TO ONA SODERVIT NE BOLEE ODNOJ WER[INY IZ MNOVESTWA W .

dOKAZATELXSTWO. A) pUSTX v — PROIZWOLXNAQ WER[INA KOMPONENTY Γ^′. eSLI

v WHODIT W CIKL, TO W SILU LEMMY 2 W) |Xv| > n/2, A ESLI v NE WHODIT W CIKL, TO W SILU LEMMY 2 G) |Xv| = n. w L@BOM SLU^AE POLU^AEM PROTIWORE^IE S USLOWIEM |Xv| < n/2, NEOBHODIMYM DLQ PRINADLEVNOSTI MNOVESTWU W .

B) pREDPOLOVIM PROTIWNOE: W KOMPONENTE Γ^′ ESTX DWE WER[INY, WHODQ]IE W MNOVESTWO W . oBOZNA^IM IH ^EREZ v I w, PRI^¡M ^EREZ w OBOZNA^IM TU IZ

NIH, NOMER KOTOROJ BOLX[E (ESLI OBE ONI — WHODY, TO L@BU@ IZ NIH). tOGDA WER[INA w NE PRED[ESTWUET WER[INE v, SLEDOWATELXNO, w NE PRED[ESTWUET WYHODAM IZ MNOVESTWA Yv, A ZNA^IT, USLOWIE LEMMY 2 B) WYPOLNENO. w SILU LEMMY 2 B)_{|X} v| + |X_v ∪ X_w| > n. (8) eSLI HOTQ BY ODNA IZ WER[IN v, w QWLQETSQ WYHODOM, TO LIBO |Xv| = 0, LIBO

|X_w| = 0, PO“TOMU IZ (8) SLEDUET, ^TO ILI |X_w| > n, ILI |X_v| > n/2. w L@BOM

SLU^AE POLU^AEM PROTIWORE^IE S NEOBHODIMYM USLOWIEM |Xv| < n/2 & |Xw| <

n/2. eSLI v, w — NE WYHODY, NO HOTQ BY ODNA IZ NIH QWLQETSQ WHODOM, TO

WER[INA v QWLQETSQ WHODOM (POSKOLXKU NOMER WER[INY w NE MENX[E NOMERA v). tOGDA |Xv| = 1 I IZ (8) SLEDUET |Xw| > n − 2, ^TO PRI n > 4 PROTIWORE^IT USLOWI@ |Xw| < n/2. oSTALOSX RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA v I w — NE WHODY I NE WYHODY. pUSTX NOMER WER[INY w RAWEN k. tOGDA NOMER WER[INY v NE BOLX[E k − 1. wWED¡M NOWU@ WER[INU u I NOWYE R¡BRA, WEDU]IE IZ WER[IN v I w W WER[INU u. pERENU- MERUEM “LEMENTY, OSTAWIW “LEMENTAM S NOMERAMI 1, . . . , k IH PREVNIE NOMERA, PRISWOIW WER[INE u NOMER k + 1 I UWELI^IW NA 1 NOMERA OSTALXNYH “LEMEN- TOW. nOWAQ NUMERACIQ MONOTONNA I Xu = Xv ∪ Xw, PO“TOMU W SILU UTW. 8,

|X_v ∪ X_w| = |X_u| 6 (k + 1) + 1 = k + 2. kROME TOGO, |X_v| 6 (k − 1) + 1 = k. tOGDA

IZ (8) SLEDUET 2k + 2 > n, T. E. k > n/2 − 1, ^TO PROTIWORE^IT WHOVDENI@ WER[INY w W MNOVESTWO W . �

tEOREMA 1. eSLI n > 4, TO L > 2n +^{[ n−3}_2^].

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO W KRITI^ESKOJ KOMPONENTE SWQZNOSTI GRA-

FA Γ ^ISLO WER[IN RAWNO ^ISLU R¡BER, A W NEKRITI^ESKOJ ^ISLO WER[IN NA 1 BOLX[E ^ISLA R¡BER. pO“TOMU IZ LEMMY 3 SLEDUET, ^TO W L@BOJ KOMPONENTE NAJD¡TSQ NE MENEE k WER[IN, NE PRINADLEVA]IH MNOVESTWU W , GDE k — ^ISLO R¡BER W DANNOJ KOMPONENTE. oB]EE ^ISLO R¡BER W GRAFE Γ RAWNO n, SLEDOWA- TELXNO, NAJDUTSQ n WER[IN GRAFA Γ, NE PRINADLEVA]IE MNOVESTWU W . tOGDA ^ISLO WER[IN W SETI NE MENX[E |W | + n, SLEDOWATELXNO, L > |W | (WHODY NE U^ITYWA@TSQ W SLOVNOSTI). mNOVESTWO W SOSTOIT IZ n WHODOW, n WYHODOW I “LEMENTOW S NOMERAMI 1, . . . ,^{[ n−1}_2^] − 1. rANEE MY OTME^ALI, ^TO WYHODY RAZ- LI^NY, OTLI^NY OT WHODOW I NOMER L@BOGO WYHODA NE MENX[E n − 1, A ZNA^IT, L > |W | > 2n +^{[ n−3}_2^]. �

pEREJD¡M K PRILOVENI@ TEORII ip K SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ. wNA^A- LE DOKAVEM, ^TO STRUKTURA W PRIMERE 3 QWLQETSQ ip. dLQ “TOGO DOSTATO^NO PROWERITX AKSIOMU V. pOSKOLXKU NORMA SISTEMY BULEWYH FUNKCIJ S OPREDELQ- ETSQ ^EREZ WSPOMOGATELXNOE OTNO[ENIE ρS, DOKAVEM SILXNU@ SUBADDITIWNOSTX NORMY OTNO[ENIQ “KWIWALENTNOSTI.

14 d. ‘. ~eruhin

a IMENNO, RASSMOTRIM OTNO[ENIQ “KWIWALENTNOSTI NA PROIZWOLXNOM KONE^- NOM MNOVESTWE D (OTNO[ENIE MY PONIMAEM, KAK PODMNOVESTWO W D^2). nOR- MU OTNO[ENIQ ρ (|ρ|) OPREDELIM TAK VE, KAK W (1) (ONA OPREDELQETSQ ^EREZ KLASSY “KWIWALENTNOSTI K1, . . . , Ks). kROME TOGO, WWED¡M OPERACII PERESE- ^ENIQ I OB˙EDINENIQ OTNO[ENIJ: τ ∘ ρ I τ ∗ ρ, POLOVIW τ ∘ ρ = τ ∩ ρ I

τ ∗ ρ = <τ ∪ ρ>, GDE <ρ> — TRANZITIWNOE ZAMYKANIE OTNO[ENIQ ρ. zAMETIM,

^TO OB˙EDINENIE SISTEM BULEWYH FUNKCIJ SOOTWETSTWUET PERESE^ENI@ OTNO[E- NIJ, T. E. ρS_1∘S_2 = ρS_1 ∘ ρS_2 , PO“TOMU AKSIOMA V WYTEKAET IZ P. G) SLEDU@]EJ LEMMY.

lEMMA 4. dLQ L@BYH OTNO[ENIJ “KWIWALENTNOSTI τ, ρ, π NA MNOVESTWE D: A) π ⊆ ρ =⇒ |π| > |ρ|; B) |τ| + |ρ| > |τ ∘ ρ|; W) |τ| + |ρ| > |τ ∘ ρ| + |τ ∗ ρ|; G) |τ ∘ π| + |ρ ∘ π| > |τ ∘ ρ ∘ π| + |π|. dOKAZATELXSTWO. dLQ SOKRA]ENIQ ZAPISI KLASSY “KWIWALENTNOSTI OTNO[E-

NIQ BUDEM NAZYWATX KLASSAMI OTNO[ENIQ; SIMWOLOM log BUDEM OBOZNA^ATX LO- GARIFM PO OSNOWANI@ 2; BUDEM S^ITATX, ^TO 0 log^1_0 = 0 (^TO WERNO W PREDELE). wWED¡M FUNKCI@ ψ(x) = x log^1_x , x > 0.

A) kAVDYJ KLASS OTNO[ENIQ π CELIKOM SODERVITSQ W ODNOM IZ KLASSOW OTNO- [ENIQ ρ. dOSTATO^NO RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA ODIN IZ KLASSOW OTNO[ENIQ ρ RASPADAETSQ NA DWA, A OSTALXNYE OSTA@TSQ PREVNIMI. sLAGAEMYE W “NTROPII, OTNOSQ]IESQ K OSTALXNYM KLASSAM, SOWPADA@T, PO“TOMU IH MOVNO NE RASSMAT- RIWATX. iTAK, PUSTX K — KLASS OTNO[ENIQ ρ, K^′ I K^{′′} — KLASSY OTNO[ENIQ π, K = K^′ ∪ K^{′′}. oBOZNA^IM p = |K|/|D|, p^′ = |K^′|/|D|, p^{′′} = |K^{′′}|/|D|. nAM NUVNO POKAZATX, ^TO_{ψ(p′) + ψ(p′′)} > ψ(p). dEJSTWITELXNO, W SILU WOZRASTANIQ LOGARIFMA I RAWENSTWA p = p^′ + p^{′′}, IMEEM

p^′ log 1 p^′ + p^{′′} log 1 p^{′′} > p^′ log 1 p + p^{′′} log 1 p = p log 1 p . B) pUSTX K1, . . . , Ks — KLASSY OTNO[ENIQ τ, L1, . . . , Lt — KLASSY OTNO[ENIQ ρ. tOGDA KLASSAMI OTNO[ENIQ τ ∘ ρ BUDUT NEPUSTYE MNOVESTWA WIDA Ki ∩ Lj. oBOZNA^IM pi = |Ki|/|D|, qj = |Lj |/|D|, rij = |Ki ∩ Lj|/|D|. tOGDA |τ| + |ρ| = ∑ i ψ(p_i) + ∑ j ψ(q_j ) = ∑ i (∑ j r_{ij} ) log 1 p_i + ∑ j (∑ i r_{ij} ) log 1 q_j = = ∑ i,j r_{ij} ( log 1 p_i + log 1 q_j ) = ∑ i,j r_{ij} log 1 p_iq_j .

o slovnosti informacionnyh setej 15

nAM OSTALOSX POKAZATX, ^TO ∑ i,j r_{ij} log 1 p_iq_j > ∑ i,j r_{ij} log 1 r_{ij} . (9)

iZ PRAWOJ ^ASTI (9) WY^TEM LEWU@ I POKAVEM ^TO RAZNOSTX NEPOLOVITELXNA. dLQ “TOGO WOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM iENSENA, U^TQ WOGNUTOSTX LOGARIFMA. ∑ i,j r_{ij} log p_iq_j r_{ij} 6 log (∑ i,j r_{ij} p_iq_j r_{ij} ) = log (∑ i p_i · ∑ j q_j ) = 0.

W) pUSTX K1, . . . , Ks — KLASSY OTNO[ENIQ τ ∗ ρ. tOGDA KAVDYJ KLASS OTNO- [ENIJ τ, ρ I τ ∘ ρ CELIKOM WLOVEN W ODIN IZ KLASSOW K1, . . . , Ks. pUSTX τi I

ρ_i — OGRANI^ENIQ OTNO[ENIJ τ I ρ NA KLASS K_i (i = 1, . . . , s). tOGDA τ_i ∘ ρ_i —

OGRANI^ENIE OTNO[ENIQ τ ∘ ρ NA “TOT KLASS. oBOZNA^IM ^EREZ K^1_i , . . . , K^{t(i)}_i KLASSY OTNO[ENIQ τi, POLOVIM pi = |Ki|/|D|, p^j_i = |K^j_i |/|D|, q^j_i = |K^j_i |/|Ki| (j = 1, . . . , t(i)). ~EREZ |τ_i|^′ OBOZNA^IM WKLAD, WNOSIMYJ W NORMU OTNO[ENIQ τ

KLASSAMI K^1_i , . . . , K^{t(i)}_i . w SILU RAWENSTWA p^j_i = piq^j_i IMEEM |τ_i|^′ = ∑ j ψ(p^j_i ) = ∑ j ψ(p_iq^j_i ) = p_i ∑ j q^j_i ( log 1 p_i + log 1 q^j_i ) = = p_i log 1 p_i (∑ j q^j_i ) + p_i ∑ j q^j_i log 1 q^j_i = ψ(p_i) + p_i|τ_i|. (10)

aNALOGI^NO OPREDELIW |ρi|^′ I |τi ∘ ρi|^′, MY POLU^IM

|ρ_i|^′ = ψ(p_i) + p_i|ρ_i|, (11)

|τ_i ∘ ρ_i|^′ = ψ(p_i) + p_i|τ_i ∘ ρ_i|. (12)

w SILU P. B),_{|τ} i| + |ρ_i| > |τ_i ∘ ρ_i|, i = 1, . . . , s. oTS@DA I IZ (10)–(12) SLEDUET |τ| + |ρ| − |τ ∘ ρ| = ∑ i (|τ_i|^′ + |ρ_i|^′ − |τ_i ∘ ρ_i|^′) =

= (1 + 1 − 1) ∑ i ψ(p_i) + p_i ∑ i (|τ_i| + |ρ_i| − |τ_i ∘ ρ_i|) > ∑ i ψ(p_i) = |τ ∗ ρ|.

G) zAMETIM, ^TO (τ ∘ π) ∗ (ρ ∘ π) = <(τ ∩ π) ∪ (ρ ∩ π)> ⊆ <π> = π, PO“TOMU, W SILU P. A),_{|(τ ∘ π) ∗ (ρ ∘ π)|} > |π|. oTS@DA I IZ P. W) SLEDUET |τ ∘ π| + |ρ ∘ π| > |(τ ∘ π) ∘ (ρ ∘ π)| + |(τ ∘ π) ∗ (ρ ∘ π)| > |τ ∘ ρ ∘ π| + |π|. � nAKONEC, RASSMOTRIM PRILOVENIE TEORII ip K SLOVNOSTI BULEWYH sf—.

sf— C MOVNO OPREDELITX, KAK (n, m)-SETX N , W KOTOROJ KAVDOMU “LEMENTU v POSTAWLENA W SOOTWETSTWIE DWUMESTNAQ BULEWA FUNKCIQ hv, I R¡BRA, WHODQ]IE W “LEMENT, UPORQDO^ENY. pRI “TOM BUDEM GOWORITX, ^TO sf— C WPISANA W SETX N . pOSTAWIM W SOOTWETSTWIE WHODAM SETI PEREMENNYE x1, . . . , xn. tOGDA W KAV- DOJ WER[INE v SHEMY C WY^ISLQETSQ NEKOTORAQ BULEWA FUNKCIQ fv(x1, . . . , xn). bUDEM ISPOLXZOWATX ip Sn IZ PRIMERA 3 I POLOVIM v̂ = {fv}. tEM SAMYM MY POSTROILI is (N , Sn,^·), SOOTWETSTWU@]U@ DANNOJ sf— C. pROWERIM, ^TO USLOWIQ i) I ii) IZ OPREDELENIQ is WYPOLNENY.

dEJSTWITELXNO, BULEWA FUNKCIQ fv RAZBIWAET SWO@ OBLASTX OPREDELENIQ NE BOLX[E, ^EM NA DWE ^ASTI (OBLASTI POSTOQNSTWA). —NTROPIQ (1) TAKOGO RAZBIE- NIQ NE BOLX[E, ^EM log_2 2 = 1. zNA^IT, |v̂| 6 1. dALEE, ESLI “LEMENT v NEPOSRED- STWENNO PRED[ESTWUET WER[INAM v1 I v2, TO fv(x̃) = hv(fv_1 (x̃), fv_2 (x̃)). kAV- DAQ OBLASTX POSTOQNSTWA FUNKCII fv ESTX REZULXTAT OB˙EDINENIQ NEKOTORYH OBLASTEJ POSTOQNSTWA OPERATORA (fv_1 , fv_2 ). zNA^IT, MNOVESTWAM {fv, fv_1 , fv_2 } I {fv_1 , fv_2 } SOOTWETSTWUET ODNO I TO VE OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI. tOGDA

|v̂ ∘ v̂_1 ∘ v̂_2| = |v̂_1 ∘ v̂_2|, SLEDOWATELXNO, v̂ ⊆ v̂_1 ∘ v̂_2.

pRQMOJ SUMMOJ ip (M_1, ∘_1, | · |_1) I (M_2, ∘_2, | · |_2) NAZOW¡M ip (M_1 × M_2, ∘, | · |),

GDE ∘ WYPOLNQETSQ POKOORDINATNO, T. E. (x, y) ∘ (z, t) = (x ∘1 z, y ∘2 t) I

|(x, y)| = |x|_1 + |y|_2. nESLOVNO PROWERITX, ^TO AKSIOMY ip WYPOLNENY. aKSI-

OMY OSTANUTSQ WYPOLNENNYMI TAKVE W SLU^AE, ESLI NORMU L@BOGO SOOB]ENIQ UMNOVITX NA ODNO I TO VE NEOTRICATELXNOE ^ISLO.

kAVDOJ PERESTANOWKE σ NA MNOVESTWE {1, . . . , n} SOOTWETSTWUET PERESTANO- WO^NYJ OPERATOR Fσ: {0, 1}^n → {0, 1}^n:

F_σ(x_1, . . . , x_n) = (x_{σ(1)}, . . . , x_{σ(n)}).

nABOR PERESTANOWOK (σ1, . . . , σn) NAZOW¡M ORTOGONALXNYM, ESLI DLQ L@BOGO i NABOR (σ1(i), . . . , σn(i)) ESTX PERESTANOWKA.

pUSTX (σ1, . . . , σn) — ORTOGONALXNYJ NABOR PERESTANOWOK, N — (n, n)-SETX,

C_i — sf—, WY^ISLQ@]AQ OPERATOR F_{σi} (i = 1, . . . , n), PRI^¡M C_i WPISANA W SETX

N . sHEME Ci SOOTWETSTWUET is, KOTORU@ OBOZNA^IM ^EREZ^^Ni. sOOB]ENIE, SOOT- WETSTWU@]EE WER[INE v W is Ni, OBOZNA^IM ^EREZ v̂^i. wOZXM¡M PRQMU@ SUMMU n “KZEMPLQROW ip IZ PRIMERA 3 I W POLU^ENNOM PROSTRANSTWE NORMU RAZDELIM NA n. pOSTROENNOE W ITOGE ip OBOZNA^IM ^EREZ S. kAVDOJ WER[INE v SETI N POSTAWIM W SOOTWETSTWIE SOOB]ENIE v̂ = (v̂^1, . . . , v̂^n) IZ ip S. tEM SAMYM MY POSTROILI is^^N = (N , S,^·). pROWERIM, ^TO ONA QWLQETSQ RAWNOMERNOJ, T. E. UDOWLETWORQET USLOWIQM iii) I iv).

zAMETIM, ^TO W ip IZ PRIMERA 3 NORMA SOOB]ENIQ {xi_1 , . . . , xi_k }, SOSTOQ]EGO IZ k RAZLI^NYH PEREMENNYH, RAWNA k. w is^^Ni (i = 1, . . . , n) KAK WHODAM, TAK I WYHODAM SOOTWETSTWU@T RAZLI^NYE PEREMENNYE, PO“TOMU NORMA OB˙EDINENIQ SOOB]ENIJ, SOOTWETSTWU@]IH WHODAM [WYHODAM] SETI^^Ni, RAWNA n. pROSUMMI- ROWAW PO WSEM i I RAZDELIW NA n MY POLU^IM n. ~TOBY PODS^ITATX I(x̂, ŷ), GDE x — WHOD, y — WYHOD, ZAMETIM, ^TO ROWNO DLQ ODNOGO i PEREMENNYE, SOOTWET- STWU@]IE (W is^^Ni) WHODU x I WYHODU y, SOWPADA@T. dLQ DANNOGO i POLU^IM

I(x̂^i, x̂^i) = |x̂^i| = 1. dLQ WSEH OSTALXNYH i — I(x̂^i, ŷ^i) = 0. pROSUMMIROWAW PO

WSE i I RAZDELIW NA n, POLU^IM I(x̂, ŷ) = 1/n.

dLQ L@BYH i, j ∈ {1, . . . , n} OBOZNA^IM ^EREZ σi(j) ^ISLO IZ MNOVESTWA {1, . . . , n}, SRAWNIMOE S i + j PO MODUL@ n. tOGDA (σ1, . . . , σn) — ORTOGONALXNYJ NABOR PERESTANOWOK. rASSMOTRIM OPERATOR F^n CIKLI^ESKOGO SDWIGA WPRAWO:

F^n(x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_r) = F_{σy} (x_1, . . . , x_n), GDE y = r∑ i=1 y_i2^{r−i}, r = ⌈log_2 n⌉. pUSTX sf— C WPISANA W SETX N I WY^ISLQET OPERATOR F^n. dLQ KAVDOGO i OPE- RATOR Fσ_i MOVET BYTX POLU^EN IZ F^n PODSTANOWKOJ SOOTWETSTWU@]IH KONSTANT WMESTO PEREMENNYH y1, . . . , yr. pO“TOMU, UDALIW IZ N WSE WER[INY, OPIRA@]I- ESQ NA MNOVESTWO WHODOW {y1, . . . , yr} (I PRODUBLIROWAW R¡BRA PRI NEOBHODIMOS- TI), MY POLU^IM (n, n)-SETX N^′, W KOTORU@ DLQ KAVDOGO i MOVNO WPISATX sf—, WY^ISLQ@]U@ OPERATOR Fσ_i .

mY WIDIM, ^TO IZ L@BOJ sf— C, WY^ISLQ@]EJ OPERATOR F^n, MOVNO POLU- ^ITX, BEZ UWELI^ENIQ SLOVNOSTI, RAWNOMERNU@ (n, n)-is. zNA^IT, IZ NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI n-ris SLEDUET NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI OPERATORA F^n W KLASSE sf—. oBOZNA^IM ^EREZ L(F ) SLOVNOSTX OPERATORA F W KLASSE sf—. pRIWED¡M SLEDSTWIE IZ TEOREMY 1.

sLEDSTWIE 3. L(F^n) > 2,5n − O(1).

w ZAKL@^ENIE OTMETIM, ^TO SLOVNOSTX OPERATORA F^n W KLASSE sf— NELI- NEJNA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA NELINEJNA MINIMALXNAQ SLOVNOSTX SETI, W

KOTORU@ MOVNO WPISATX sf— DLQ KAVDOGO IZ OPERATOROW Fσ_i [6].

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi (PROEKT 05–01–00994), PROGRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rf (PROEKT n––1807.2003.01) I PROGRAMMY ”uNIWERSITETY rOSSII” (PROEKT ur.04.02.528).

sPISOK LITERATURY

1. –ENNON k. rABOTY PO TEORII INFORMACII I KIBERNETIKE. — m.: il,

1963.

2. kOLMOGOROW a. n. iZBRANNYE TRUDY. t. 3. tEORIQ INFORMACII I TEORIQ ALGORITMOW. — m.: nAUKA, 2005.

3. hOLEWO a. s. wWEDENIE W KWANTOWU@ TEORI@ INFORMACII. — m.: mcnmo,

2002.

4. lUPANOW o. b. nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI UPRAWLQ@]IH SISTEM. — m.: iZD-WO mgu, 1984.

5. hU t. cELO^ISLENNOE PROGRAMMIROWANIE I POTOKI W SETQH. — m.: mIR,

1974.

6. ~ERUHIN d. ‘. oB INFORMACIONNOJ SOSTAWLQ@]EJ W SLOVNOSTI OPERATORA SDWIGA // dISKRET. ANALIZ I ISSLED. OPERACIJ. — 2005. — t. 12, No 2. — S.

73–77.

MEH.-MAT. FAKULXTET mgu, wOROBXËWY GORY, mOSKWA, 119992, rOSSIQ

E-mail address: cherukhin@rambler.ru