nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI DLQ BULEWYH SHEM GLUBINY 2 I 3 S PROIZWOLXNYMI “LEMENTAMI

d. ‘. ~ERUHIN

mEHANIKO-MATEMATI^ESKIJ F-T mgu lENINSKIE GORY, mOSKWA, 119992

aNNOTACIQ w RABOTE RASSMOTRENY SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LE- MENTOW KONE^NOJ GLUBINY W BAZISE, SOSTOQ]EM IZ WSEH BULEWYH FUNK- CIJ. dLQ SHEM GLUBINY 3 DOKAZANA NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI WIDA Ω(n log n). rANEE AWTOROM BYLA POLU^ENA NIVNQQ OCENKA WIDA Ω(n^{3=2}) DLQ SHEM GLUBINY 2; W NASTOQ]EJ RABOTE PRIWODITSQ USOWER[ENSTWO- WANNOE DOKAZATELXSTWO “TOJ OCENKI. oBE UPOMQNUTYE OCENKI QWLQ@T- SQ NAIBOLX[IMI IZ IZWESTNYH DLQ SHEM SWOEJ GLUBINY I PRIMENIMY, NAPRIMER, K OPERATORU CIKLI^ESKOJ SW¡RTKI.

Key words: bULEWA FUNKCIQ, SHEMA IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW, SLOVNOSTX, GLUBINA, NIVNQQ OCENKA, CIKLI^ESKAQ SW¡RTKA

1 wWEDENIE

pROBLEMA DOKAZATELXSTWA WYSOKIH NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI DLQ INDIWI- DUALXNYH, QWNO ZADANNYH BULEWYH FUNKCIJ I OPERATOROW QWLQETSQ ODNOJ IZ NAIBOLEE OSTRYH ZADA^ SOWREMENNOSTI, STOQ]IH NA STYKE MATEMATIKI I IN- FORMATIKI. zNA^ITELXNYJ PROGRESS W DANNOJ OBLASTI BYL DOSTIGNUT TOLX- KO W SLABYH MODELQH WY^ISLENIJ (IME@]IH SU]ESTWENNYE WY^ISLITELXNYE OGRANI^ENIQ), TAKIH, KAK MONOTONNYE SHEMY I SHEMY OGRANI^ENNOJ GLUBINY W SPECIALXNYH BAZISAH. w “TIH KLASSAH SHEM BYLI POLU^ENY “KSPONENCIALX- NYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI.

w TO VE WREMQ W TRADICIONNYH MODELQH WY^ISLENIJ, IME@]IH STRUK- TURNYE (NO NE WY^ISLITELXNYE) OGRANI^ENIQ, TAKIH, KAK FORMULY W POL- NYH BAZISAH, KONTAKTNYE I KONTAKTNO-WENTILXNYE SHEMY, BYLI DOKAZANY NE BOLEE, ^EM POLINOMIALXNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI. kLASSY SHEM TAKOGO TIPA MOVNO OTNESTI K SREDNIM PO SILE. nAKONEC, W MODELI, PRIBLIVENNOJ K REALXNYM WY^ISLENIQM, A IMENNO, SHEMAH IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW W POLNOM KONE^NOM BAZISE, IZWESTNY TOLXKO LINEJNYE NIVNIE OCENKI. pO- SLEDN@@ MODELX MOVNO KLASSIFICIROWATX KAK SILXNU@.

mODELX, RASSMATRIWAEMAQ W DANNOJ RABOTE, A IMENNO, SHEMY OGRANI^EN- NOJ GLUBINY W PROIZWOLXNOM BAZISE, MOVET BYTX PO WY[EOPISANNYM KRITE- RIQM OTNESENA K SREDNIM PO SILE. dALEE MY BUDEM GOWORITX ISKL@^ITELXNO

OB “TOJ MODELI. nAPOMNIM, ^TO POD SLOVNOSTX@ W DANNOJ MODELI PONIMAETSQ ^ISLO R¡BER.

w KLASSE SHEM PROIZWOLXNOJ KONE^NOJ GLUBINY IZWESTNY NELINEJNYE NIV- NIE OCENKI SLOVNOSTI. dLQ SHEM GLUBINY 2 NAIBOLX[AQ IZ IZWESTNYH NIV- NIH OCENOK IMEET PORQDOK n^{3/2}. oNA BYLA POLU^ENA AWTOROM W RABOTE [7]. dLQ SHEM BOLX[EJ GLUBINY WSE IZWESTNYE NIVNIE OCENKI QWLQ@TSQ PO^TI LINEJNYMI. fUNKCI@ MY NAZYWAEM PO^TI LINEJNOJ, ESLI ONA OTLI^AETSQ OT LINEJNOJ MEDLENNO RASTU]IM MNOVITELEM. dLQ SHEM GLUBINY 3 “TOT MNOVI- TELX IMEET LOGARIFMI^ESKIJ WID (SM. NIVE), A DLQ SHEM BOLX[EJ GLUBINY — SWERHLOGARIFMI^ESKIJ.

w NASTOQ]EJ RABOTE MY PRIWODIM SLEGKA USOWER[ENSTWOWANNOE DOKAZA- TELXSTWO NIVNEJ OCENKI IZ RABOTY [7], A TAKVE DOKAZYWAEM NOWU@ OCENKU DLQ SHEM GLUBINY 3. nOWAQ OCENKA QWLQETSQ NAIBOLX[EJ IZ IZWESTNYH AW- TORU DLQ SHEM GLUBINY 3. a IMENNO, RANEE BYLA IZWESTNA OCENKA PORQDKA

n log log n, A W NASTOQ]EJ RABOTE DOKAZANA OCENKA PORQDKA n log n. pRI DO-

KAZATELXSTWE NOWOJ OCENKI DLQ SHEM GLUBINY 3 ISPOLXZUETSQ REDUKCIQ K SHEMAM GLUBINY 2, DLQ KOTORYH PRIMENQETSQ METOD DOKAZATELXSTWA NIVNEJ OCENKI, SHODNYJ S METODOM RABOTY [7].

sLEDUET OTMETITX, ^TO W RASSMATRIWAEMOJ MODELI WY^ISLENIJ L@BAQ BU- LEWA FUNKCIQ IMEET LINEJNU@ SLOVNOSTX, RAWNU@ ^ISLU SWOIH ARGUMENTOW, DAVE DLQ SHEM GLUBINY 1 (W SILU TOGO, ^TO L@BAQ BULEWA FUNKCIQ WHODIT W BAZIS). pO“TOMU IMEET SMYSL IZU^ATX SLOVNOSTX SOWMESTNOJ REALIZACII SIS- TEM BULEWYH FUNKCIJ, T. E. OPERATOROW. w TO VE WREMQ, MAKSIMALXNAQ SLOV- NOSTX OPERATORA S n WHODAMI I n WYHODAMI OGRANI^ENA WELI^INOJ n^2 (SLEDO- WATELXNO, “KSPONENCIALXNYH OCENOK SLOVNOSTI W DANNOJ MODELI W PRINCIPE NELXZQ POLU^ITX).

w RABOTE [7] I W NASTOQ]EJ RABOTE RASSMATRIWAETSQ ODNA I TA VE POSLEDO- WATELXNOSTX OPERATOROW, A IMENNO, OPERATORY CIKLI^ESKOJ SW¡RTKI. sTOIT OTMETITX, ^TO ANALOGI^NYE OCENKI MOGUT BYTX LEGKO POLU^ENY I DLQ DRUGIH OPERATOROW MULXTIPLIKATIWNOGO TIPA, A IMENNO, DLQ OPERATOROW UMNOVENIQ MATRIC I MNOGO^LENOW NAD POLEM ZZ2. bOLEE TOGO, W SLU^AE SHEM GLUBINY 2, NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI UMNOVENIQ MATRIC RAZMERA n × n PO PORQDKU SOW- PADAET S WERHNEJ I PO PORQDKU RAWNA n^3.

2 pREDYDU]IE REZULXTATY. mETODY DOKAZATELXSTWA

w PREDYDU]IH RABOTAH, IZWESTNYH AWTORU, DOKAZATELXSTWO IMEET TEORETI- KO-GRAFOWU@ PRIRODU. a IMENNO, WYDELQETSQ NEKOTOROE TEORETIKO-GRAFOWOE SWOJSTWO, KOTOROMU DOLVNA UDOWLETWORQTX L@BAQ SHEMA, WY^ISLQ@]AQ DAN- NYJ OPERATOR. dALEE DOKAZYWAETSQ, ^TO SLOVNOSTX L@BOJ SETI DANNOJ GLUBI- NY, KOTORAQ UDOWLETWORQET “TOMU SWOJSTWU, NE MENX[E TREBUEMOJ WELI^INY.

nAIBOLEE ^ASTO PRIMENQEMYM TEORETIKO-GRAFOWYM SWOJSTWOM QWLQETSQ NALI^IE SUPERKONCENTRATORA. sUPERKONCENTRATOR — “TO SETX S n WHODAMI I n WYHODAMI, W KOTOROJ L@BOE PODMNOVESTWO WHODOW SWQZANO SEMEJSTWOM NE- PERESEKA@]IHSQ PUTEJ S L@BYM PODMNOVESTWOM WYHODOW TOJ VE MO]NOSTI.

nAPRIMER, L@BAQ SHEMA DLQ OPERATORA SW¡RTKI DOLVNA BYTX SUPERKONCEN- TRATOROM [1]. dLQ SUPERKONCENTRATOROW L@BOJ KONE^NOJ GLUBINY POLU^ENY NELINEJNYE NIVNIE OCENKI ^ISLA R¡BER, IZ KOTORYH SLEDU@T SOOTWETSTWU- @]IE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI SHEM.

pERWAQ NELINEJNAQ NIVNQQ OCENKA DLQ SUPERKONCENTRATORAKONE^NOJ GLU- BINY (A IMENNO, GLUBINY 2) BYLA POLU^ENA W RABOTE [2]. zATEM POSLEDOWA- LA SERIQ RABOT, W KOTORYH “TOT REZULXTAT ILI ULU^[ALSQ, ILI RASSMAT- RIWALISX SETI DRUGOJ GLUBINY. k NASTOQ]EMU WREMENI IZWESTEN PORQDOK MINIMALXNOJ SLOVNOSTI SUPERKONCENTRATORA DLQ L@BOJ KONE^NOJ GLUBINY. sWODKA REZULXTATOW NA “TU TEMU SODERVITSQ W RABOTE [5].

oTMETIM, ^TO DLQ GLUBINY 2 MINIMALXNAQ SLOVNOSTX SUPERKONCENTRA- TORA PO PORQDKU RAWNA n^{log2 n}_{log log n} , A DLQ GLUBINY 3 ONA RAWNA n log log n. dO RE- ZULXTATOW AWTORA “TI ZNA^ENIQ QWLQLISX NAIBOLX[IMI IZWESTNYMI NIVNI- MI OCENKAMI SLOVNOSTI W KLASSAH SHEM GLUBINY 2 I 3 SOOTWETSTWENNO. w RA- BOTAH [3, 6] ISPOLXZOWALISX TEORETIKO-GRAFOWYE SWOJSTWA, BOLEE SLABYE, ^EM NALI^IE SUPERKONCENTRATORA. sOOTWETSTWENNO, POLU^ENNYE NIVNIE OCENKI BYLI E]¡ MENX[E.

mY NE WYDELQEM ISPOLXZUEMOE NAMI TEORETIKO-GRAFOWOE SWOJSTWO; PO NA- [EMU MNENI@, ONO NE IMEET SAMOSTOQTELXNOGO ZNA^ENIQ, TAKOGO, KAK IME@T SUPERKONCENTRATORY. iDEQ DOKAZATELXSTWA DLQ SHEM GLUBINY 2 SOSTOIT W SLEDU@]EM: OPERATOR ZAWISIT OT DWUH NABOROW PEREMENNYH: x̃ I ỹ. wYDELIM GRUPPU WHODOW IZ NABORA x̃ I GRUPPU WYHODOW. nA WHODY ỹ BUDEM PODAWATX RAZNYE ZNA^ENIQ I PRI “TOM, W SILU WYBORA OPERATORA, NA WYDELENNYH WY- HODAH BUDUT REALIZOWYWATXSQ RAZNOOBRAZNYE FUNKCII OT WYDELENNYH WHODOW (OSTALXNYE WHODY MY NE U^ITYWAEM).

—TO RAZNOOBRAZIE OKAVETSQ DOSTATO^NO WELIKO (W INFORMACIONNOM SMYS- LE). pO“TOMU MEVDU WYDELENNYMI WHODAMI I WYHODAMI DOLVNO NAHODITXSQ BOLX[OE KOLI^ESTWO R¡BER (^TOBY W PROCESSE WY^ISLENIQ MY MOGLI U^ESTX SOOTWETSTWU@]IJ OB˙¡M UPRAWLQ@]EJ INFORMACII, KOTORAQ POSTUPAET SO WHODOW ỹ). pOSKOLXKU GLUBINA SHEMY RAWNA 2, TO “TI R¡BRA INCIDENTNY LIBO WYDELENNYM WHODAM, LIBO WYDELENNYM WYHODAM. sUMMIRUQ PO WSEM GRUPPAM WHODOW I WYHODOW, S U^¡TOM CIKLI^ESKOGO SDWIGA, POLU^IM NIVN@@ OCENKU ^ISLA R¡BER.

sLU^AJ GLUBINY 3 SWODITSQ K SLU^A@ GLUBINY 2 I “TO SWEDENIE MOVNO IZLOVITX ISKL@^ITELXNO W GRAFOWYH TERMINAH. pO-WIDIMOMU, ISPOLXZUQ BOLEE IZO]R¡NNU@ GRAFOWU@ TEHNIKU MOVNO ULU^[ITX IME@]IESQ NIVNIE OCENKI DLQ PROIZWOLXNOJ KONE^NOJ GLUBINY. w TO VE WREMQ PREDSTAWLQET INTERES POISK OB]EGO METODA, ^ASTNYM SLU^AEM KOTOROGO QWLQETSQ METOD AWTORA DLQ GLUBINY 2.

3 oPREDELENIQ I FORMULIROWKI REZULXTATOW

pUSTX n — NATURALXNOE ^ISLO. bULEWOJ FUNKCIEJ n PEREMENNYH NAZYWA- ETSQ FUNKCIQ WIDA f: {0, 1}^n → {0, 1}. wWED¡M SISTEMU BULEWYH FUNKCIJ

H = (h_1, . . . , h_n), W KOTOROJ KAVDAQ FUNKCIQ h_j ZAWISIT OT 2n ARGUMENTOW x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n. pO OPREDELENI@, POLOVIM

h_j (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n) = x_1y_j ⊕ x_2y_{j+1} ⊕ . . . ⊕ x_ny_{j−1} . (1)

oPERATOR H NAZYWAETSQ BULEWOJ CIKLI^ESKOJ SWËRTKOJ.

nAPOMNIM [IROKO IZWESTNOE PONQTIE BULEWOJ SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW. w DANNOM SLU^AE NAS INTERESU@T SHEMY GLUBINY d (GDE d = 2 ILI

d = 3) S PROIZWOLXNYMI “LEMENTAMI, WY^ISLQ@]IE OPERATOR H. oPREDELIM

SHEMU S INTERESU@]EGO NAS WIDA KAK TROJKU OB˙EKTOW (G, g, ≺), UDOWLETWO- RQ@]U@ SLEDU@]IM USLOWIQM.

1) G — KONE^NYJ NEORIENTIROWANNYJ GRAF BEZ ORIENTIROWANNYH CIKLOW

I DLINA MAKSIMALXNOGO ORIENTIROWANNOGO PUTI W N¡M RAWNA d.

2) w GRAFE G IMEETSQ 2n WHODOW I n WYHODOW. wER[INA QWLQETSQ WHODOM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA W NE¡ NE WHODIT NI ODNOGO REBRA. wER[INA QWLQETSQ WYHODOM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA IZ NE¡ NE WYHODIT NI ODNOGO REBRA._{3)}

oTOBRAVENIE g KAVDOJ WER[INE v, OTLI^NOJ OT WHODOW, STAWIT W SOOT- WETSTWIE BULEWU FUNKCI@, KOTORAQ LOKALXNO WY^ISLQETSQ W “TOJ WER[INE; OBOZNA^IM “TU FUNKCI@ ^EREZ g[v]. pRI “TOM ^ISLO ARGUMENTOW FUNKCII g[v] RAWNO ^ISLU R¡BER, WHODQ]IH W WER[INU v.

4) oTNO[ENIE ≺ ESTX POLNYJ PORQDOK NA MNOVESTWE WER[IN GRAFA G. pORQDOK ≺ NUVEN DLQ TOGO, ^TOBY MY MOGLI OPREDELITX, KAKIM OBRAZOM R¡BRA, WHODQ]IE W DANNU@ WER[INU v, SOOTWETSTWU@T ARGUMENTAM FUNKCII

g[v]. a IMENNO, REBRA UPORQDO^IWA@TSQ W SOOTWETSTWII S PORQDKOM WER[IN,

IZ KOTORYH ONI ISHODQT. kROME TOGO, OTNO[ENIE ≺ UPORQDO^IWAET MNOVESTWO WHODOW I MNOVESTWO WYHODOW.

wHODAM SHEMY, W SOOTWETSTWII S PORQDKOM ≺, PRIPI[EM PEREMENNYE

x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n. wYHODY SHEMY, W SOOTWETSTWII S TEM VE PORQDKOM,

BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ z1, . . . , zn.

5) dLQ KAVDOGO j = 1, . . . , n FUNKCIQ hj WY^ISLQETSQ NA WYHODE zj . oPRE- DELIM “TO USLOWIE PODROBNEE.

dLQ KAVDOJ WER[INY v OPREDELIM FUNKCI@, KOTORAQ GLOBALXNO WY^IS-

LQETSQ W WER[INE v; OBOZNA^IM “TU FUNKCI@ ^EREZ f[v]. fUNKCIQ f[v], W

OTLI^IE OT g[v], ZAWISIT OT WHODNYH PEREMENNYH SHEMY, T. E. OT x1, . . . , xn,

y_1, . . . , y_n. oPREDELIM FUNKCI@ f[v] PO INDUKCII. eSLI v — WHOD SHEMY, TO

POLOVIM, ^TO f[v] TOVDESTWENNO RAWNA PEREMENNOJ, SOOTWETSTWU@]EJ “TOMU WHODU.

pUSTX TEPERX v NE QWLQETSQ WHODOM I PUSTX v1, . . . , vk — WSE WER[INY, IZ KOTORYH WYHODQT R¡BRA, WHODQ]IE W v, PRI^¡M v1 ≺ . . . ≺ vk (PORQDOK ≺ OBSUVDALSQ RANEE). tOGDA, PREDPOLAGAQ, ^TO FUNKCII f[v1], . . . , f[vk] UVE OPREDELENY, ZADADIM FUNKCI@ f[v] TOVDESTWOM

f[v](x̃) ≡ g[v](f[v_1](x̃), . . . , f[v_k](x̃)) , (2)

GDE x̃ = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). uSLOWIE 5) SOSTOIT W TOM, ^TO hj = f[zj ].

~ISLO R¡BER W GRAFE G NAZOW¡M SLOVNOSTX@ SHEMY S I OBOZNA^IM E¡ ^EREZ L(S).

w RABOTE DOKAZANY SLEDU@]IE TEOREMY.

Theorem 1. eSLI d = 2, TO L(S) = Ω(n^{3/2}).

Theorem 2. eSLI d = 3, TO L(S) = Ω(n log n).

dALXNEJ[IJ PLAN IZLOVENIQ TAKOW. w RAZDELE 4 SODERVITSQ LEMMA 1, W KOTOROJ SOSREDOTO^ENA TEORETIKO-SLOVNOSTNAQ SOSTAWLQ@]AQ DOKAZATELXST- WA OBEIH TEOREM. zATEM PRIWODQTSQ SLEDSTWIQ IZ OSNOWNOJ LEMMY. oDNIM IZ SLEDSTWIJ QWLQETSQ TEOREMA 1; DRUGOE SLEDSTWIE BUDET ISPOLXZOWANO PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 2. rAZDEL 5 SODERVIT OB]EMATEMATI^ESKU@ LEMMU 2. nAKONEC, RAZDEL 6 SODERVIT DOKAZATELXSTWO TEOREMY 2, OPIRA@]EESQ NA PRED[ESTWU@]IE RAZDELY.

sDELAEM ODNO ZAME^ANIE. wER[INY SHEMY ESTESTWENNYM OBRAZOM RAZBI- WA@TSQ NA QRUSY. a IMENNO, WER[INA OTNOSITSQ K k-MU QRUSU, ESLI DLINA NAIBOLX[EGO ORIENTIROWANNOGO PUTI, WEDU]EGO IZ NEKOTOROGO WHODA W DAN- NU@ WER[INU, RAWNA k. nAPRIMER, WHODY QWLQ@TSQ WER[INAMI 0-GO QRUSA. mY ZNAEM, ^TO ^ISLO QRUSOW RAWNO d. bEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MY MOVEM S^ITATX, ^TO SHEMA QWLQETSQ STROGO d-QRUSNOJ, A IMENNO, ^TO WSE WYHODY LEVAT NA POSLEDNEM QRUSE I KAVDOE REBRO SOEDINQET WER[INY IZ SOSEDNIH QRUSOW.

dEJSTWITELXNO, PROIZWOLXNU@ d-QRUSNU@ SHEMU MOVNO PRIWESTI K STROGO d-QRUSNOJ, ZAMENQQ PRI NEOBHODIMOSTI R¡BRA CEPO^KAMI R¡BER I WWODQ PRO- MEVUTO^NYE WER[INY. pRI “TOM SLOVNOSTX SHEMY UWELI^IWAETSQ NE BOLEE, ^EM W d RAZ, ^TO PRIEMLEMO DLQ NAS, POSKOLXKU d — KONSTANTA, A W TEOREMAH 1 I 2 SLOVNOSTX SHEMY FIGURIRUET S TO^NOSTX@ DO PORQDKA. w DALXNEJ[EM BUDEM S^ITATX, ^TO RASSMATRIWAEMYE SHEMY QWLQ@TSQ STROGO d-QRUSNYMI.

4 sLU^AJ d = 2. lEMMA 1 I E¡ SLEDSTWIQ

pUSTX f, f1, . . . , fk — BULEWY FUNKCII, ZAWISQ]IE OT ODNOGO I TOGO VE NABORA PEREMENNYH ỹ = (y1, . . . , yn). sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f WY^ISLIMA ^EREZ FUNK- CII f1, . . . , fk, ESLI SU]ESTWUET TAKAQ BULEWA FUNKCIQ Φ OT k PEREMENNYH, ^TO_{f(ỹ) ≡ Φ(f} 1(ỹ), . . . , f_k(ỹ)) . pOSKOLXKU FUNKCI@ Φ OT k PEREMENNYH MY MOVEM WYBRATX 2^{2k} SPOSOBA- MI, TO ^ISLO RAZLI^NYH FUNKCIJ, WY^ISLIMYH ^EREZ f1, . . . , fk, NE PREWOS- HODIT 2^{2k} . s DRUGOJ STORONY, ESLI f1, . . . , fk — NEZAWISIMYE PEREMENNYE, NAPRIMER, f1 = y1, . . . , fk = yk, TO ^EREZ f1, . . . , fk MOVNO WY^ISLITX L@- BU@ FUNKCI@ OT PEREMENNYH y1, . . . , yk. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET ROWNO

2^{2k} FUNKCIJ, WY^ISLIMYH ^EREZ f_1, . . . , f_k.

w “TOM RAZDELE MY BUDEM RASSMATRIWATX SLU^AJ d = 2. mY UVE UPO- MINALI O TOM, ^TO WER[INY GRAFA G MOVNO RAZBITX NA QRUSY. eGO R¡BRA TAKVE RAZOBX¡M NA QRUSY. a IMENNO, REBRO OTNOSITSQ K i-MU QRUSU, ESLI ONO WYHODIT IZ WER[INY (i − 1)-GO QRUSA (I WHODIT, SOOTWETSTWENNO, W WER[INU i-GO QRUSA). ~ISLO R¡BER i-GO QRUSA OBOZNA^IM ^EREZ Li. nEKOTORYE WER[INY SREDNEGO (T. E. PERWOGO) QRUSA MY BUDEM S^ITATX OSOBYMI. kAVDAQ OSOBAQ WER[INA DOLVNA BYTX SOEDINENA R¡BRAMI SO WSEMI WHODAMI. oDNAKO, NE KAV- DAQ TAKAQ WER[INA MOVET QWLQTXSQ OSOBOJ. oBOZNA^IM ^EREZ L^∗_2 ^ISLO R¡BER WTOROGO QRUSA, NE INCIDENTNYH OSOBYM WER[INAM.

Lemma 1. pUSTX k I l — NATURALXNYE ^ISLA I kl 6 n. tOGDA

kL_1 + lL^∗_2 > nkl .

Proof. dLQ KAVDOJ WER[INY v GRAFA G WWED¡M WSPOMOGATELXNYE FUNKCII f_0[v], f_1[v], . . . , f_n[v]. oNI QWLQ@TSQ PODFUNKCIQMI FUNKCII f[v], PRI^¡M KAV-

DAQ IZ FUNKCIJ fi[v] ZAWISIT TOLXKO OT PEREMENNYH y1, . . . , yn, A WMESTO PE- REMENNYH x1, . . . , xn PODSTAWLENY TE ILI INYE KONSTANTY. a IMENNO, DLQ POLU^ENIQ FUNKCII f0[v] NUVNO PODSTAWITX W f[v] NULI WMESTO PEREMENNYH

x_1, . . . , x_n. dLQ POLU^ENIQ FUNKCII f_i[v] (i = 1, . . . , n) NUVNO PODSTAWITX EDI-

NICU WMESTO PEREMENNOJ xi I NULI WMESTO OSTALXNYH PEREMENNYH x1, . . . , xn.

pUSTX J — MNOVESTWO, SOSTOQ]EE IZ PERWYH l NATURALXNYH ^ISEL, DA@- ]IH PRI DELENII NA k OSTATOK 1. oBOZNA^IM ^EREZ F MNOVESTWO FUNKCIJ WIDA fi[zj ], GDE 1 6 i 6 k I j ∈ J. pO OPREDELENI@ OPERATORA H, FUNK- CIQ fi[zj ] RAWNA KO“FFICIENTU PRI PEREMENNOJ xi W PREDSTAWLENII (1), T. E.

y_{i+j−1}. eSLI i PROBEGAET ZNA^ENIQ OT 1 DO k, A j PROBEGAET MNOVESTWO J, TO i + j − 1 PRI “TOM PROBEGAET ZNA^ENIQ OT 1 DO kl. sLEDOWATELXNO, MNOVESTWO

F SOSTOIT IZ NEZAWISIMYH PEREMENNYH y1, . . . , ykl.

oBOZNA^IM ^EREZ Xi MNOVESTWO WER[IN SREDNEGO QRUSA, KOTORYE SOEDI- NENY R¡BRAMI SO WHODOM xi; ^EREZ Zj OBOZNA^IM MNOVESTWO WER[IN SREDNEGO QRUSA, SOEDIN¡NNYH R¡BRAMI S WYHODOM zj . zAMETIM, ^TO W SILU TOVDESTWA

(2), FUNKCIQ f[z_j ] WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII WIDA f[v], GDE v ∈ Z_j . tOGDA

FUNKCIQ fi[zj ] WY^ISLIMA ^EREZ FUNKCII WIDA fi[v], v ∈ Zj , TAK KAK PRI PODSTANOWKE KONSTANT WMESTO PEREMENNYH TOVDESTWO SOHRANQETSQ, A ZNA^IT, I OTNO[ENIE WY^ISLIMOSTI SOHRANQETSQ.

oBOZNA^IM MNOVESTWO FUNKCIJ WIDA fi[v], GDE 1 6 i 6 k, v ∈ Zj I j ∈ J, ^EREZ G. mY WIDIM, ^TO WSE FUNKCII IZ MNOVESTWA F WY^ISLIMY ^EREZ FUNKCII IZ G. w TO VE WREMQ, F SOSTOIT IZ kl NEZAWISIMYH PEREMENNYH. pO“TOMU ^ISLO FUNKCIJ, WY^ISLIMYH ^EREZ MNOVESTWO F, RAWNO 2^{2kl} . nO KAVDAQ FUNKCIQ, WY^ISLIMAQ ^EREZ F, WY^ISLIMA TAKVE ^EREZ G (TAK KAK OTNO[ENIE WY^ISLIMOSTI TRANZITIWNO). pO“TOMU ^EREZ G WY^ISLIMY NE ME- NEE, ^EM 2^{2kl} FUNKCIJ, A ZNA^IT, |G| > kl . (3) mY PODO[LI K OSNOWNOJ MOMENTU W DOKAZATELXSTWE. eSLI WER[INA v SRED- NEGO QRUSA NE SOEDINENA SO WHODOM xi, TO FUNKCIQ f[v] NE ZAWISIT OT PERE- MENNOJ xi, SLEDOWATELXNO, fi[v] = f0[v]. wO WSEH SLU^AQH, GDE “TO WOZMOVNO, ZAMENIM W MNOVESTWE G FUNKCI@ fi[v] NA RAWNU@ EJ FUNKCI@ f0[v]. tOGDA

MNOVESTWO G SODERVIT TOLXKO TE FUNKCII WIDA fi[v], DLQ KOTORYH WER[INA v SOEDINENA SO WHODOM xi, T. E. DLQ KOTORYH v ∈ Xi. kROME TOGO, MNOVESTWO G SODERVIT FUNKCII WIDA f0[v] TAKIE, ^TO v ∈ Zj , j ∈ J, I WER[INA v NE SOEDINENA HOTQ BY S ODNIM IZ WHODOW x1, . . . , xk.

wSPOMNIM, ^TO KAVDAQ OSOBAQ WER[INA SOEDINENA SO WSEMI WHODAMI. sLE- DOWATELXNO, MNOVESTWO G SODERVIT TOLXKO FUNKCII WIDA fi[v], GDE v ∈ Xi, 1 6 i 6 k, I FUNKCII WIDA f0[v], GDE v — NEOSOBAQ WER[INA, v ∈ Zj I j ∈ J. oBOZNA^IW ^EREZ Z^∗_j MNOVESTWO NEOSOBYH WER[IN IZ Zj , POLU^IM |G| 6^{k∑}_{i=1} |Xi| +^∑_{j∈J} |Z^∗_j | . oTS@DA I IZ (3) SLEDUET kl 6^{k∑}_{i=1} |Xi| +^∑_{j∈J} |Z^∗_j | . (4) zAMETIM, ^TO PRED[ESTWU@]AQ ^ASTX DOKAZATELXSTWA LEMMY NE IZMENIT- SQ, ESLI INDEKS i BUDET PROBEGATX NE MNOVESTWO 1, 2, . . . , k, A L@BOE DRUGOE MNOVESTWO, POLU^ENNOE IZ DANNOGO CIKLI^ESKIM SDWIGOM PO MODUL@ n. aNA- LOGI^NO, MY MOVEM SDWIGATX OBLASTX IZMENENIQ INDEKSA j, T. E. MNOVESTWO J. dLQ UDOBSTWA SDWIGI INDEKSOW i I j BUDEM PROIZWODITX SINHRONNO, T. E. NA ODNO I TO VE ^ISLO POZICIJ. w REZULXTATE POLU^IM n RAZLI^NYH SDWI- GOW I DLQ KAVDOGO IZ NIH BUDET SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO, ANALOGI^NOE (4). sLOVIW WSE “TI NERAWENSTWA, POLU^IM nkl 6 k^{n∑}_{i=1} |Xi| + l^{n∑}_{j=1} |Z^∗_j | . (5) dLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA OSTALOSX ZAMETITX, ^TO PERWAQ SUMMA W (5) RAWNA L1, A WTORAQ — L^∗_2. �

Corollary 1. L(S) = Ω(n^{3/2}).

Proof. pRIMENIM LEMMU K ^ISLAM k = l = [ √ n]. pOLU^IM [ √ n]L(S) = [ √ n](L_1 + L_2) > [ √ n](L_1 + L^∗_2) > n · [ √ n]^2 . �

iTAK, MY DOKAZALI TEOREMU 1.

Corollary 2. eSLI ^ISLO OSOBYH WER[IN NE BOLX[E, ^EM^n_2 , TO L_1 · L^∗_2 >^{n3}_{16} .

Proof. zAMETIM, ^TO ^ISLO WER[IN SREDNEGO SLOQ NE MENX[E, ^EM n. —TO

O^EWIDNO W SILU NEOBHODIMOSTI PEREDA^I INFORMACII MEVDU WHODAMI I WY- HODAMI. bOLEE PODROBNO: FUNKCII f1[z1], . . . , f1[zn] QWLQ@TSQ POPARNO RAZ- LI^NYMI PEREMENNYMI. w TO VE WREMQ, ONI WY^ISLIMY ^EREZ FUNKCII WIDA

f_1[v], GDE v — WER[INY SREDNEGO SLOQ. zNA^IT, ^ISLO WER[IN SREDNEGO SLOQ

NE MENX[E, ^EM n.

tOGDA, W SILU USLOWIQ SLEDSTWIQ, ^ISLO NEOSOBYH WER[IN SREDNEGO SLOQ NE MENX[E, ^EM^n_2 . iZ KAVDOJ WER[INY SREDNEGO SLOQ WYHODIT HOTQ BY ODNO REBRO (T. K. “TI WER[INY NE QWLQ@TSQ WYHODAMI), SLEDOWATELXNO, L^∗_2 >^n_2 . kROME TOGO, IZ KAVDOGO WHODA SHEMY TAKVE WYHODIT HOTQ BY ODNO REBRO, A ZNA^IT, L1 > n.

rASSMOTRIM 3 SLU^AQ: 1) L1 >^{n2}_2 ; 2) L^∗_2 > n^2; 3) L1 <^{n2}_2 I L^∗_2 < n^2. sLU^AJ 1. iMEEM L1 · L^∗_2 >^{n2}_2 ·^n_2 =^{n3}_4 . sLU^AJ 2. aNALOGI^NO, L1 · L^∗_2 > n · n^2 = n^3. sLU^AJ 3. wYBEREM ^ISLA k I l: k = [( n · L^∗_2 L_1 )_{1/2}] , l = [( n · L_1 L^∗_2 )_{1/2}] . iZ USLOWIQ SLU^AQ 3 SLEDUET, ^TO nL1 > n^2 > L^∗_2 I nL^∗_2 >^{n2}_2 > L1. zNA^IT, ^ISLA k I l QWLQ@TSQ NATURALXNYMI, T. E. OPREDELENY KORREKTNO. kROME TOGO, kl 6 n. pRIMENQQ LEMMU 1, I ISPOLXZUQ NERAWENSTWO [x] >^x_2 , SPRAWEDLIWOE PRI x > 1, POLU^IM

n 6^{L1}_l +^{L∗2}_k =^{L1}[_{(n · L1} L�2 )_{1/2}] +

L^∗_2 [( n ·^{L�2}_{L1}

)_{1/2}] 6

6^{2L1} ( n ·^{L1}_L�_2

)_{1/2} +

2L^∗_2 ( n ·^{L�2}_{L1}

)_{1/2} = 4 ( L_1L^∗_2 n )_{1/2} . oKON^ATELXNO, L1L^∗_2 >^{n3}_{16} . �

5 oB]EMATEMATI^ESKAQ LEMMA 2 sLEDU@]AQ LEMMA QWLQETSQ OBOB]ENIEM LEMMY 4 IZ RABOTY [4]. pERWONA- ^ALXNOE DOKAZATELXSTWO AWTORA BYLO ULU^[ENO RECENZENTOM.

Lemma 2. pUSTX a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n — NEOTRICATELXNYE DEJSTWITELX- NYE ^ISLA, a_1 > . . . > a_n, I

a_1 + a_2 + . . . + a_n > b_1 + b_2 + . . . + b_n , a_2 + . . . + a_n > b_2 + . . . + b_n , . . . (6) a_n > b_n .

dALEE, PUSTX φ: IR_+ → IR_+ — WOZRASTA@]AQ WOGNUTAQ FUNKCIQ. tOGDA

φ(a_1) + . . . + φ(a_n) > φ(b_1) + . . . + φ(b_n) .

oTMETIM, ^TO TREBOWANIE NEOTRICATELXNOSTI ^ISEL ai I bi QWLQETSQ LI[- NIM PRI USLOWII, ^TO “TI ^ISLA WHODQT W OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII φ. mY OSTAWILI “TO USLOWIE, POSKOLXKU LEMMA BUDET W DALXNEJ[EM PRIMENQTX- SQ K FUNKCII^√x, OPREDEL¡NNOJ NA NEOTRICATELXNYH ^ISLAH.

Proof. wNA^ALE POKAVEM, ^TO ESLI a > b > ε > 0, TO

φ(a) + φ(b) > φ(a + ε) + φ(b − ε) . (7)

dRUGIMI SLOWAMI, ESLI BOLX[EE IZ ^ISEL a, b UWELI^ITX NA ε, A MENX[EE UMENX[ITX NA ε, TO SUMMA φ(a) + φ(b) NE UWELI^ITSQ.

dEJSTWITELXNO, OBOZNA^IM δ =^ε_{a−b+2ε} . tOGDA, W SILU NERAWENSTWA iENSE- NA, δφ(b − ε) + (1 − δ)φ(a + ε) 6 φ(δ(b − ε) + (1 − δ)(a + ε)) = φ(a + ε − δ(a − b + 2ε)) = φ(a) . aNALOGI^NO,_{(1 − δ)φ(b − ε) + δφ(a + ε)} 6 φ(b) . sUMMIRUQ DWA POSLEDNIE NERAWENSTWA, PRID¡M K NERAWENSTWU (7).

dALEE DOKAZATELXSTWO LEMMY PROWED¡M INDUKCIEJ PO n. bAZIS INDUKCII:

n = 1. w “TOM SLU^AE UTWERVDENIE LEMMY SLEDUET IZ (6) I WOZRASTANIQ

FUNKCII φ.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: n > 2. uWELI^IM ^ISLO a1 I ODNOWREMENNO UMENX- [IM ^ISLO an NA ODNU I TU VE WELI^INU ε. pRI “TOM ε WYBEREM KAK MAK- SIMALXNO WOZMOVNOE ^ISLO, DLQ KOTOROGO POSLE UKAZANNOGO PREOBRAZOWANIQ BUDUT WYPOLNENY WSE NERAWENSTWA (6). w REZULXTATE PREOBRAZOWANIQ SUMMA

φ(a_1) + . . . + φ(a_n) NE UWELI^ITSQ, TAK KAK PO USLOWI@ LEMMY a_1 > a_n (SM.

TAKVE NERAWENSTWO (7)). sLEDOWATELXNO, ESLI MY DOKAVEM LEMMU DLQ NOWOGO NABORA ^ISEL a1, . . . , an, TO TEM SAMYM MY DOKAVEM E¡ DLQ PREVNEGO NABORA.

dOKAVEM LEMMU DLQ NOWOGO NABORA a1, . . . , an. w SILU MAKSIMALXNOSTI ε, HOTQ BY ODNO IZ NERAWENSTW (6), ZA ISKL@^ENIEM PERWOGO, OBRA]AETSQ W RA- WENSTWO. dEJSTWITELXNO, PRI ODNOWREMENNOM UWELI^ENII a1 I UMENX[ENII

a_n NA ODNO I TO VE ^ISLO SUMMA a_1 + . . . + a_n NE IZMENQETSQ, SLEDOWATELXNO,

PERWOE NERAWENSTWO SISTEMY (6) OSTA¡TSQ SPRAWEDLIWYM. w TO VE WREMQ LEWAQ ^ASTX KAVDOGO POSLEDU@]EGO NERAWENSTWA UMENX[AETSQ. pO“TOMU IZ NEWOZ- MOVNOSTI WYBORA BOLX[EGO ε SLEDUET, ^TO ODNO IZ POSLEDU@]IH NERAWENSTW DOSTIGLO SWOEGO KRITI^ESKOGO SOSTOQNIQ, T. E. OBRATILOSX W RAWENSTWO.

tAKIM OBRAZOM, DLQ NEKOTOROGO k > 2 WYPOLNENO

a_k + . . . + a_n = b_k + . . . + b_n . (8)

sISTEMU NERAWENSTW (6) OBOZNA^IM ^EREZ Φ(a1, . . . , an; b1, . . . , bn). wY^TEM RAWENSTWO (8) IZ PERWYH k − 1 NERAWENSTW “TOJ SISTEMY. pRI “TOM SISTEMA (6) RASPAD¡TSQ NA DWE NEZAWISIMYE SISTEMY TOGO VE WIDA, A IMENNO, Φ(a_1, . . . , a_{k−1}; b_1, . . . , b_{k−1}) , Φ(a_k, . . . , a_n; b_k, . . . , b_n) .

pRIMENIW K “TIM DWUM SISTEMAM PREDPOLOVENIE INDUKCII, POLU^IM

φ(a_1) + . . . + φ(a_{k−1}) > φ(b_1) + . . . + φ(b_{k−1}) ,

φ(a_k) + . . . + φ(a_n) > φ(b_k) + . . . + φ(b_n) .

nAKONEC, SLOVIW DWA POSLEDNIH NERAWENSTWA, MY ZAWER[IM DOKAZATELXSTWO LEMMY. �

6 sLU^AJ d = 3. dOKAZATELXSTWO TEOREMY 2

w DANNOM RAZDELE MY S^ITAEM, ^TO d = 3. rASSMOTRIM WER[INY WTOROGO QRU- SA (T. E. QRUSA, PRED[ESTWU@]EGO WYHODAM) I OBOZNA^IM IH ^EREZ v1, . . . , vt. pUSTX d^+(vi) — ^ISLO R¡BER, WHODQ]IH W WER[INU vi, A d^−(vi) — ^ISLO R¡BER, WYHODQ]IH IZ vi. oPREDELIM ^ISLO ai SLEDU@]IM OBRAZOM:

a_i = d^+(v_i) · d^−(v_i) , i = 1, . . . , t .

bEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MY MOVEM S^ITATX, ^TO a1 > a2 > . . . > at.

pOLOVIM m = [n/2]. dLQ KAVDOGO ^ISLA p = 1, 2, . . . , m PREOBRAZUEM NA[U SHEMU S W SHEMU Sp GLUBINY 2, REALIZU@]U@ TOT VE OPERATOR H. pREOBRA- ZOWANIE OSU]ESTWIM SLEDU@]IM OBRAZOM: WER[INY v1, . . . , vp−1 PEREMESTIM NA PERWYJ QRUS SHEMY, SOEDINIW IH R¡BRAMI SO WSEMI WHODAMI, A WER[INY

v_p, . . . , v_t UDALIM IZ SHEMY.

pRI UDALENII WER[INY vi, MY WWED¡M NOWYE R¡BRA DLQ SOHRANENIQ FUNK- CIONALXNOSTI SHEMY. a IMENNO, ESLI WER[INA w PERWOGO QRUSA PRED[ESTWUET WER[INE vi (T. E. IZ WER[INY w W WER[INU vi WED¡T REBRO) I ESLI WER[INA

v_i PRED[ESTWUET WYHODU z_j , TO MY PROWED¡M NOWOE REBRO NEPOSREDSTWENNO IZ

WER[INY w K WYHODU zj . tAK MY POSTUPIM DLQ KAVDOJ PARY WER[IN (w, zj ). tAKIM OBRAZOM, PRI UDALENII WER[INY vi MY WWED¡M ai NOWYH R¡BER.

wER[INY v1, . . . , vp−1 BUDEM S^ITATX OSOBYMI DLQ SHEMY Sp (OSOBYE WER- [INY MY WWELI W RAZDELE 4). ~ISLO OSOBYH WER[IN NE BOLX[E, ^EM n/2, PO“TOMU MY MOVEM PRIMENITX SLEDSTWIE 2 IZ LEMMY 1. nAPOMNIM, ^TO ^E- REZ Li OBOZNA^AETSQ ^ISLO R¡BER i-GO QRUSA, A ^EREZ L^∗_2 — ^ISLO R¡BER 2-GO QRUSA, WYHODQ]IH IZ NEOSOBYH WER[IN. dLQ TOGO, ^TOBY OTLI^ATX, K KAKOJ IMENNO SHEME OTNOSITSQ ^ISLO Li ILI L^∗_2, BUDEM W SKOBKAH POSLE “TOGO ^ISLA UKAZYWATX SHEMU. pRIMENQQ SLEDSTWIE 2 IZ LEMMY 1, POLU^IM

L_1(S_p) · L^∗_2(S_p) > n^3 16 . (9)

pODS^ITAEM, ^EMU RAWNY ^ISLA L1(Sp) I L^∗_2(Sp). kAVDOE REBRO PERWO- GO QRUSA SHEMY Sp LIBO BYLO REBROM PERWOGO QRUSA W SHEME S, LIBO BYLO DOBAWLENO W PROCESSE PREOBRAZOWANIQ SHEMY. mY DOBAWILI R¡BRA, KOTORYE SOEDINQ@T WER[INY v1, . . . , vp−1 SO WSEMI WHODAMI SHEMY. pOSKOLXKU ^ISLO WHODOW RAWNO 2n, TO OB]EE ^ISLO DOBAWLENNYH R¡BER ESTX 2n(p − 1). iTAK,

L_1(S_p) = L_1(S) + 2n(p − 1) .

dALEE, R¡BRA WTOROGO QRUSA, WYHODQ]IE IZ NEOSOBYH WER[IN — “TO W TO^NOS- TI TE R¡BRA, KOTORYE MY DOBAWILI W SHEMU Sp PRI UDALENII WER[IN vp, . . . , vt. pRI UDALENII WER[INY vi DOBAWLQETSQ ai NOWYH R¡BER, PO“TOMU

L^∗_2(S_p) = t∑ i=p a_i . oBOZNA^IM θ =^{L1(S)}_{2n} . pODSTAWIM W NERAWENSTWO (9) NAJDENNYE ZNA^ENIQ DLQ L1(Sp) I L^∗_2(Sp) I PREOBRAZUEM EGO. w REZULXTATE POLU^IM t∑ i=p a_i > n^3

16(L_1(S) + 2(p − 1)n) = n^2

32(θ + p − 1)

. (10)

tEPERX PRIMENIM LEMMU 2. dLQ “TOGO WWED¡M ^ISLA b1, . . . , bt SLEDU@]IM OBRAZOM:

b_p =^{n2}_{32}

(_1 θ+p−1 − 1 θ+p ) , p = 1, . . . , m − 1 , b_m =^{n2}_{32}

(_1 θ+m−1 ) , b_{m+1} = . . . = b_t = 0 .

zAMETIM, ^TO PRI TAKOM OPREDELENII ^ISEL bi SISTEMA NERAWENSTW (6) SLEDUET IZ NERAWENSTW (10), WZQTYH DLQ RAZNYH p. dEJSTWITELXNO, ^ISLO bi OPREDELENO KAK RAZNOSTX DWUH SOSEDNIH ^ISEL, FIGURIRU@]IH W PRAWOJ ^AS- TI NERAWENSTWA (10). pO“TOMU W SUMME bp + . . . + bt, POSLE PREDSTAWLENIQ KAVDOGO SLAGAEMOGO W WIDE RAZNOSTI DWUH ^ISEL, PROMEVUTO^NYE SLAGAEMYE SOKRATQTSQ I OSTANETSQ PERWOE ^ISLO, STOQ]EE SPRAWA W (10). zAMETIM TAK- VE, ^TO POSLEDNIE NERAWENSTWA SISTEMY (6), NE IME@]IE ANALOGOW W SISTEME

(10), WERNY W SILU TOGO, ^TO b_{m+1} = . . . = b_t = 0, A ^ISLA a_i NEOTRICATELXNY.

pRIMENQQ LEMMU 2 K FUNKCII φ(x) =^√x, POLU^IM t∑ i=1 √ a_i > m∑ i=1 ( n^2 32 ( 1 θ + i − 1 − 1 θ + i ))_{1/2} = m∑ i=1 n (32(θ + i − 1)(θ + i))^{1/2} > n 4 √ 2 m∑ i=1 1 θ + i = n 4 √ 2 (ln(θ + m) − ln θ + O(1)) . (11)

s DRUGOJ STORONY, W SILU OPREDELENIQ ^ISEL ai, √ a_i = ( d^+(v_i) · d^−(v_i)

)_{1/2} 6 d^+(v_i) + d^−(v_i) 2 . (12)

nAKONEC, U^T¡M, ^TO R¡BRA WTOROGO QRUSA SHEMY S — “TO W TO^NOSTI R¡BRA, WHODQ]IE W WER[INY v1, . . . , vt, A R¡BRA TRETXEGO QRUSA — “TO R¡BRA, WYHODQ]IE IZ “TIH WER[IN. sLEDOWATELXNO,

L_2(S) = t∑ i=1 d^+(v_i) , L_3(S) = t∑ i=1 d^−(v_i) .

pO“TOMU, SUMMIRUQ NERAWENSTWA (12), POLU^IM t∑ i=1 √ a_i 6 1 2 t∑ i=1 ( d^+(v_i) + d^−(v_i) ) = 1 2 (L_2(S) + L_3(S)) . (13)

w ZAKL@^ENIE RASSMOTRIM DWA SLU^AQ. eSLI θ > ln n, TO L(S) > L1(S) = 2θn > 2n ln n. eSLI VE θ < ln n, TO IZ (11) I (13) SLEDUET

L(S) > L_2(S) + L_3(S) = Ω ( n 2 √ 2 ln ( 1 + m θ )) = Ω(n ln n) .

iTAK, W L@BOM SLU^AE L(S) = Ω(n log n), A ZNA^IT, MY DOKAZALI TEOREMU 2.

7 bLAGODARNOSTI

rABOTA PEREWEDENA NA ANGLIJSKIJ QZYK [AWTOR PEREWODA]. aWTOR WYRAVAET BLAGODARNOSTX pROGRAMMNOMU KOMITETU KONFERENCII CSR-2008 ZA ZAINTERE- SOWANNOSTX W DANNOJ RABOTE. rABOTA WYPOLNENA PRI ^ASTI^NOJ FINANSOWOJ PODDERVKE pROGRAMMY PODDERVKI WEDU]IH NAU^NYH [KOL rffi (PROEKT n–-5400.2006.1).

lITERATURA

1. Valiant L. G.: Graph-theoretic arguments in low-level complexity. LNCS 53 (1977) 162–176 2. Pippenger N.: Superconcentrators of Depth 2. J. of Computer and System Sciences 24 (1982) 82–90 3. Pudlak P., Savicky P.: On Shifting Networks. Theoretical Comput. Sci. 116 (1993) 415–419 4. Pudlak P.: Communication in Bounded Depth Circuits. Combinatorica 14:2 (1994) 203–216 5. Radhakrishnan J., Ta-Shma A.: Bounds for Dispersers, Extractors and Depth-Two Superconcentrators. SIAM J. of Discrete Mathematics 13:1 (2000) 2–24 6. Raz R., Shpilka A.: Lower Bounds for Matrix Product, in Bounded Depth Circuits with Arbitrary Gates. SIAM J. Comput. 32:2 (2003) 488–513 7. Cherukhin D. Yu.: A lower bound for complexity in the class of schemes of depth 2 without constraints on a basis. Moscow Univ. Math. Bull. 60:4 (2005) 42–44