d. ‘. ~ERUHIN

nivnie ocenki slovnosti bulewyh funkcij

moskwa • 2005

~ERUHIN d. ‘. nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ. — m.: gRAFIK bEZ gRANIC, 2005. — 72 S.

bRO[@RA QWLQETSQ WWEDENIEM W KRUG ZADA^, OTNOSQ]IHSQ K NIV- NIM OCENKAM SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ. w NEJ DOKAZANY NELINEJ- NYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI W KLASSI^ESKIH MODELQH WY^ISLENIJ: FORMULAH, KONTAKTNYH SHEMAH, MONOTONNYH SHEMAH IZ FUNKCIONALX- NYH “LEMENTOW. zA OSNOWU BYL WZQT MATERIAL, KOTORYJ AWTOR OBY^NO RASSKAZYWAET NA PROSEMINARE PO DISKRETNOJ MATEMATIKE DLQ STU- DENTOW MLAD[IH KURSOW MEHMATA mgu. dLQ ZAMKNUTOSTI IZLOVE- NIQ DOBAWLENY WWODNYE SWEDENIQ O BULEWYH FUNKCIQH I NEKOTORYE FAKTY IZ ASIMPTOTI^ESKOJ TEORII SLOVNOSTI. w KONCE KAVDOGO PA- RAGRAFA ESTX UPRAVNENIQ DLQ SAMOSTOQTELXNOJ RABOTY. iZLOVENIE OPIRAETSQ NA “LEMENTARNU@ MATEMATIKU. dLQ PONIMANIQ DOSTATO^- NO ZNANIJ W RAMKAH [KOLXNOJ PROGRAMMY.

dLQ STUDENTOW MLAD[IH KURSOW I STAR[EKLASSNIKOW, INTERESU- @]IHSQ DISKRETNOJ MATEMATIKOJ.

~ERUHIN dMITRIJ ‘RXEWI^ nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ

rEDAKTOR: ~ERUHINA s. e. nABOR, W¡RSTKA I IZDANIE AWTORA

nEFORMALXNOE NEKOMMER^ESKOE IZDATELXSTWO ÆgRAFIK bEZ gRANICŒ. sW¡RSTANO S POMO]X@ SISTEMY T_EX. pODPISANO W PE^ATX 16.05.2005. oTPE^ATANO NA PRINTERE. oB˙¡M 4,5 P. L. tIRAV 10 “KZ.

© ~ERUHIN d. ‘., 2005

sODERVANIE

sODERVANIE gLAWA I. wWEDENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 § 1. bULEWY FUNKCII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 § 2. fORMULY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 § 3. sLOVNOSTX FORMULY I FUNKCII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 § 4. wERHNQQ OCENKA 4n^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 § 5. wERHNQQ OCENKA 9/8n^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 § 6. nIVNQQ OCENKA 2n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 § 7. nIVNQQ OCENKA n^{3/2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 § 8. nIVNQQ OCENKA n^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 § 9. fORMULY W LINEJNOM BAZISE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 § 10. —FFEKTIWNAQ NIVNQQ OCENKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 § 11. kONTAKTNYE SHEMY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 § 12. sHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 gLAWA IV. bULEWY SUMMY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 § 13. mATRICY BEZ PRQMOUGOLXNIKOW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 § 14. sHEMY W MONOTONNOM BAZISE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 § 15. fUNKCII PERWOGO SLOQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 kOMMENTARII I LITERATURA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

— 3 — gLAWA I. wWEDENIE

gLAWA I. wWEDENIE

§ 1. bULEWY FUNKCII

bULEWA FUNKCIQ — “TO FUNKCIQ ODNOJ ILI NESKOLXKIH PERE- MENNYH, U KOTOROJ KAVDAQ PEREMENNAQ I SAMA FUNKCIQ MOGUT PRI- NIMATX TOLXKO ZNA^ENIQ 0 I 1. oBLASTX OPREDELENIQ BULEWOJ FUNK- CII KONE^NA, PO“TOMU E¡ MOVNO ZADATX TABLICEJ, QWNO UKAZAW ZNA^E- NIQ NA KAVDOM NABORE ZNA^ENIJ PEREMENNYH. oSNOWNYMI BULEWYMI FUNKCIQMI QWLQ@TSQ FUNKCII i, ili, ne. fUNKCIQ i TAKVE NAZY- WAETSQ KON˙@NKCIEJ I OBOZNA^AETSQ ZNAKOM & ILI ZNAKOM UMNOVE- NIQ, NAPRIMER x&y ILI x·y. fUNKCIQ ili (DIZ˙@NKCIQ) OBOZNA^A- ETSQ ZNAKOM ∨, A FUNKCIQ ne (OTRICANIE) — ZNAKOM ¬ PERED SWOIM ARGUMENTOM ILI ^ERTOJ NAD ARGUMENTOM, NAPRIMER, x. mY BUDEM TAKVE ISPOLXZOWATX FUNKCII: IMPLIKACI@ (→), “KWIWALENCI@ (↔) I ISKL@^A@]EE ili (⊕). zAPISX x → y OZNA^AET: ”ESLI x, TO y” ILI ”IZ x SLEDUET y”; ZAPISX: x ↔ y — ”x RAWNOSILXNO y”. nAKONEC, ZAPISX x ⊕ y OZNA^AET: ”LIBO x, LIBO y, NO NE OBA ODNOWREMENNO”. zNA^ENIQ WSEH PERE^ISLENNYH FUNKCIJ PRIWEDENY W TABLICE 1.

bULEWY FUNKCII IGRA@T WAVNU@ ROLX W LOGIKE: NEKOTORYE IZ NIH (A IMENNO, PERE^ISLENNYE WY[E) ISPOLXZU@TSQ DLQ SOSTAWLE- NIQ SLOVNYH WYSKAZYWANIJ IZ PROSTYH I NAZYWA@TSQ LOGI^ESKIMI SWQZKAMI; PRI “TOM LOVX OBOZNA^AETSQ NUL¡M, A ISTINA — EDINICEJ. nAPRIMER, RASSMOTRIM WYSKAZYWANIE:

”ESLI ID¡T DOVDX, TO SOLNCE NE SWETIT”. (1)

oNO SOSTAWLENO IZ DWUH PROSTYH: ”ID¡T DOVDX” I ”SOLNCE SWETIT”, SOEDIN¡NNYH SWQZKAMI ”ESLI. . . , TO. . . ” (T. E. IMPLIKACIEJ) I ne. oBOZNA^IM WYSKAZYWANIE ”ID¡T DOVDX” BUKWOJ A, A WYSKAZYWANIE ”SOLNCE SWETIT” — BUKWOJ B. tOGDA SLOVNOE WYSKAZYWANIE (1) MOV- NO ZAPISATX BOLEE FORMALXNO: ”ESLI A, TO NE B”, ILI SOWSEM FOR- MALXNO: A → B.

iSTINNO LI SLOVNOE WYSKAZYWANIE (1) — ZAWISIT TOLXKO TO TO- GO, ISTINNY LI WYSKAZYWANIQ A I B, NO NE ZAWISIT OT IH SMYSLA.

— 4 —

x 1. bULEWY FUNKCII x y x & y x ∨ y x x → y x ↔ y x ⊕ y 0 0 0 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 1

1 1 1 1 0 1 1 0

tABL. 1 A B B A → B 0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

tABL. 2 eSLI S^ITATX A I B PEREMENNYMI, PRINIMA@]IMI ZNA^ENIQ ”ISTI- NA” I ”LOVX”, TO ISTINNOSTX WYSKAZYWANIQ (1) OPREDELQETSQ BULEWOJ FUNKCIEJ A → B. pOSTROIM DLQ “TOJ FUNKCII TABLICU ISTINNOSTI (TABLICA 2), WOSPOLXZOWAW[ISX TABLICAMI ISTINNOSTI OTRICANIQ I IMPLIKACII. pOSMOTREW NA TABLICU 2, MY SMOVEM OPREDELITX, W KAKIH SLU^AQH WYSKAZYWANIE (1) ISTINNO. oNO ISTINNO WO WSEH SLU^AQH, KROME ODNOGO: A = B = 1, DRUGIMI SLOWAMI, KOGDA DOVDX ID¡T I SOLNCE SWETIT. —TA SITUACIQ WOZMOVNA, A ZNA^IT, ISHODNOE WYSKAZYWANIE NE WSEGDA ISTINNO.

dRUGOE WAVNOE PRIMENENIE BULEWY FUNKCII IME@T W “LEKTRON- NOJ TEHNIKE. wTOROE PRIMENENIE TESNO SWQZANO S PERWYM; MOVNO SKA- ZATX, ^TO MA[INY ”MYSLQT” NA QZYKE ^ELOWE^ESKOJ LOGIKI, WIDIMO, POTOMU, ^TO “TOT QZYK NAIBOLEE PROST. rASSMOTRIM TAKU@ ZADA^U. dOPUSTIM, NAM NUVNO POSTROITX PRIBOR, KOTORYJ W KAVDYJ MOMENT WREMENI OPREDELQET, ISTINNO LI WYSKAZYWANIE (1). dOPUSTIM TAK- VE, ^TO U NAS UVE ESTX PRIBORY, OPREDELQ@]IE ID¡T LI DOVDX I SWETIT LI SOLNCE. kAVDYJ IZ PRIBOROW SWOJ OTWET WYDA¡T W WIDE OPREDEL¡NNOGO NAPRQVENIQ NA WYHODE: WYSOKOE NAPRQVENIE SOOTWET- STWUET EDINICE, NIZKOE — NUL@. kROME TOGO, PUSTX U NAS ESTX ZAPAS

— 5 — gLAWA I. wWEDENIE

SWETIT SOLNCE

ID¡T DOVDX_{& ¬}

rIS. 1 “LEMENTOW i, ili, ne I KAVDYJ “LEMENT REALIZUET SOOTWETSTWU- @]U@ FUNKCI@, T. E. PO KOMBINACII NAPRQVENIJ NA SWOIH WHODAH USTANAWLIWAET SOOTWETSTWU@]EE NAPRQVENIE NA WYHODE. tOGDA NA- [A ZADA^A SWODITSQ K LOGI^ESKOJ ZADA^E: WYRAZITX FUNKCI@ A → B ^EREZ FUNKCII &, ∨ I ¬. dANNU@ ZADA^U MOVNO DOPOLNITX SLEDU- @]IM TREBOWANIEM: WYRAZITX FUNKCI@ TAK, ^TOBY DLQ E¡ WY^IS- LENIQ BYLO ISPOLXZOWANO KAK MOVNO MENX[EE ^ISLO “LEMENTOW (IZ SOOBRAVENIQ “KONOMII).

w NA[EM PRIMERE RE[ENIE MOVNO UGADATX: ZAMETIM, ^TO TAB- LICA DLQ FUNKCII A → B ESTX OTRICANIE TABLICY FUNKCII A & B, DRUGIMI SLOWAMI, A → B = A & B; ITOGOWAQ SHEMA PRIBORA IZ- OBRAVENA NA RIS. 1. oDNAKO, ESLI BY NAM PONADOBILOSX POSTROITX “KONOMNU@ SHEMU DLQ BOLEE SLOVNOJ FUNKCII, TO PRI[LOSX BY PERE- BIRATX MNOGO WARIANTOW. dRUGOGO RE[ENIQ, PO-WIDIMOMU, NET: ZDESX MY WTORGAEMSQ W SFERU HAOSA. tEORIQ SLOVNOSTI MOVET PREDLOVITX DWA RAZNYH RE[ENIQ “TOJ PROBLEMY: WO-PERWYH, RAZRABOTANY SHEMY, KOTORYE MOVNO ISPOLXZOWATX (S NEBOLX[IMI IZMENENIQMI) DLQ [I- ROKOGO KLASSA FUNKCIJ I KOTORYE QWLQ@TSQ PO^TI OPTIMALXNYMI W HUD[EM SLU^AE; WO-WTORYH, POSTROENY HORO[IE SHEMY DLQ ESTEST- WENNYH (PROSTO OPREDELQEMYH ILI ^ASTO WSTRE^A@]IHSQ) FUNKCIJ. nAIBOLEE AKTUALXNAQ PROBLEMA W DANNOJ OBLASTI (SKOREE MATEMA- TI^ESKAQ, NEVELI TEHNI^ESKAQ) SOSTOIT W DOKAZATELXSTWE TOGO, ^TO POSTROENNAQ SHEMA DLQ ESTESTWENNOJ FUNKCII, KAVU]AQSQ NEUPRO- ]AEMOJ, DEJSTWITELXNO OPTIMALXNA ILI BLIZKA K NEJ. —TO I ESTX PROBLEMA NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI.

uPRAVNENIE 1. dOKAVITE, ^TO SHEMA, IZOBRAVENNAQ NA RIS. 1, OPTIMALXNA (A IMENNO, NE SU]ESTWUET SHEMY DLQ DANNOJ ZADA^I S MENX[IM ^ISLOM “LEMENTOW i, ili, ne).

uPRAVNENIE 2. wYRAZITE FUNKCII →, ↔, ⊕ ^EREZ FUNKCII i, ili, ne.

— 6 —

x 2. fORMULY

§ 2. fORMULY

nA^N¡M IZU^ENIE NIVNIH OCENOK S NAIBOLEE PROSTOGO KLASSA SHEM, A IMENNO, S FORMUL W BAZISE B0 = {&, ∨, ¬}. bAZISOM OBY^NO NAZYWAETSQ MNOVESTWO FUNKCIJ, KOTORYE S^ITA@TSQ W DANNOJ ZADA- ^E “LEMENTARNYMI, T. E. ^EREZ KOTORYE TREBUETSQ WYRAZITX ISSLE- DUEMU@ FUNKCI@. pEREMENNYMI BUDEM NAZYWATX BUKWY, IME@]IE, WOZMOVNO, ^ISLOWYE INDEKSY, NAPRIMER, x, y2. fORMULY W BAZISE B0 OPREDELIM PO INDUKCII:

A) L@BAQ PEREMENNAQ QWLQETSQ FORMULOJ;

B) ESLI F I G — FORMULY, TO FORMULAMI QWLQ@TSQ WYRAVENIQ

(F & G), (F ∨ G) I F ;

W) KAVDAQ FORMULA MOVET BYTX POLU^ENA PO PRAWILU A) ILI B). pRIMER FORMULY: (x ∨ (y & x)). oBOZNA^IM “TU FORMULU ^EREZ F . pOSTROENIE FORMULY F PO INDUKCII WYGLQDIT TAK: PEREMENNYE

(x, y) QWLQ@TSQ FORMULAMI. tOGDA WYRAVENIQ x I y &x — FORMULY,

A ZNA^IT, IH DIZX@NKCIQ, T. E. x∨(y &x) — FORMULA. nAKONEC, F QW- LQETSQ OTRICANIEM POSLEDNEJ FORMULY. pRI ZAPISI FORMUL MOVNO ISPOLXZOWATX SLEDU@]IE SOKRA]ENIQ: WO-PERWYH, MOVNO OPUSTITX SKOBKI, ESLI PRI “TOM PORQDOK DEJSTWIJ NE NARU[AETSQ; PORQDOK DEJSTWIJ PO UMOL^ANI@ TAKOW: WNA^ALE WYPOLNQETSQ ne, ZATEM — i, W POSLEDN@@ O^EREDX — ili; WO-WTORYH, ZNAK KON˙@NKCII MOV- NO OPUSTITX (ZAMETIM, ^TO KON˙@NKCIQ DEJSTWUET KAK UMNOVENIE, A ZNAK UMNOVENIQ OPUSKAETSQ). pOLXZUQSX “TIMI PRAWILAMI, FORMULU F MOVNO ZAPISATX W WIDE: x ∨ yx.

kAVDAQ FORMULA ZADAT NEKOTORU@ BULEWU FUNKCI@. nA[EJ BLIVAJ[EJ CELX@ QWLQETSQ DOKAZATX, ^TO L@BU@ BULEWU FUNKCI@ MOVNO ZADATX NEKOTOROJ FORMULOJ W BAZISE B0. bAZIS, OBLADA@]IJ DANNYM SWOJSTWOM, NAZYWAETSQ POLNYM.

uTWERVDENIE 1 (RAZLOVENIE PO PEREMENNOJ). dLQ L@BOJ BULEWOJ FUNKCII f OT n PEREMENNYH SPRAWEDLIWO TOVDESTWO:

f(x_1, . . . , x_n) = x_1f(0, x_2, . . . , x_n) ∨ x_1f(1, x_2, . . . , x_n). (2)

dOKAZATELXSTWO. ~TOBY UBEDITXSQ W TOVDESTWE (2), DOSTATO^- NO RASSMOTRETX DWA SLU^AQ: x1 = 0, x1 = 1. sPRAWEDLIWY RAWENSTWA:

— 7 — gLAWA I. wWEDENIE

x & 0 = 0, x & 1 = x, x ∨ 0 = x. iSPOLXZUQ IH, PREOBRAZUEM PRI x_1 = 0

PRAWU@ ^ASTX WYRAVENIQ (2):

0 & f(0, x_2, . . . , x_n) ∨ 0 & f(1, x_2, . . . , x_n) =

= 1 & f(0, x_2, . . . , x_n) ∨ 0 = f(0, x_2, . . ., x_n),

T. E. MY POLU^ILI LEWU@ ^ASTX TOVDESTWA (2). aNALOGI^NO, W SLU^AE

x_1 = 1 IMEEM:

1 & f(0, x_2, . . . , x_n) ∨ 1 & f(1, x_2, . . . , x_n) =

= 0 & f(0, . . . , x_n) ∨ f(1, x_2, . . . , x_n) = f(1, x_2, . . . , x_n). �

uTWERVDENIE 2. l@BU@ BULEWU FUNKCI@ MOVNO ZADATX FOR- MULOJ W BAZISE B0.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX n — ^ISLO ARGUMENTOW FUNKCII f. pROWED¡M INDUKCI@ PO n.

bAZIS INDUKCII: n = 1. sU]ESTWUET 4 FUNKCII OT ODNOJ PERE- MENNOJ: 0, 1, x, x. wYRAVENIQ x I x QWLQ@TSQ FORMULAMI, KONSTANTY WYRAVA@TSQ TAK: 0 = x & x, 1 = x ∨ x.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: PUSTX DLQ WSEH FUNKCIJ OT (n − 1)-J PEREMENNOJ UTWERVDENIE DOKAZANO. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ BULE- WU FUNKCI@ f OT n PEREMENNYH. rAZLOVIM f PO PERWOJ PEREMENNOJ W SOOTWETSTWII S TOVDESTWOM (2). pOLU^ENNYE PRI “TOM FUNKCII

f_0 = f(0, x_2, . . . , x_n) I f_1 = f(1, x_2, . . . , x_n) ZAWISQT OT (n − 1)-J PE-

REMENNOJ x2, . . ., xn. pO PREDPOLOVENI@ INDUKCII KAVDU@ IZ “TIH FUNKCIJ MOVNO WYRAZITX FORMULOJ NAD B0. pUSTX F0, F1 — SO- OTWETSTWU@]IE FORMULY. tOGDA FUNKCIQ f WYRAVAETSQ FORMULOJ

x_1F_0 ∨ x_1F_1. �

w KA^ESTWE PRIMERA NAJD¡M WYRAVENIE W BAZISE B0 DLQ FUNK- CII x → y. iZ TABLICY ZAMETIM, ^TO 0 → y = 1, 1 → y = y. pO“TOMU: x → y = x(0 → y) ∨ x(1 → y) = x & 1 ∨ xy = x ∨ xy. uPRAVNENIE 3. dOKAVITE, ^TO L@BU@ BULEWU FUNKCI@, NE RAWNU@ TOVDESTWENNO NUL@, MOVNO PREDSTAWITX W WIDE K1 ∨. . .∨

— 8 —

x 3. sLOVNOSTX FORMULY I FUNKCII

K_s, GDE KAVDOE IZ WYRAVENIJ K_1, . . . , K_s QWLQETSQ KON˙@NKCI-

EJ NEKOTORYH PEREMENNYH ILI IH OTRICANIJ (FORMULA WIDA K1 ∨

. . . ∨ K_s NAZYWAETSQ DIZ˙@NKTIWNOJ NORMALXNOJ FORMOJ, SOKRA-

]ENNO — dnf).

uPRAVNENIE 4. pUSTX B1 = {&, ⊕, 1}. A) dAJTE OPREDELENIE FORMULY W BAZISE B1;

B*) DOKAVITE, ^TO BAZIS B1 QWLQETSQ POLNYM (UKAZANIE: PRI- DUMAJTE RAZLOVENIE PO PEREMENNOJ, IME@]EE WID: f = xg ⊕ h, GDE FUNKCII g I h NE ZAWISQT OT x).

§ 3. sLOVNOSTX FORMULY I FUNKCII

sLOVNOSTX@ FORMULY NAZYWAETSQ ^ISLO WHOVDENIJ W NE¡ PE- REMENNYH. nAPRIMER, SLOVNOSTX FORMULY x∨xy RAWNA TR¡M. sLOV- NOSTX FORMULY F BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ L(F ). tAK, L(x ∨ xy) = 3. kAK MY WYQSNILI RANEE, KAVDU@ FUNKCI@ MOVNO WYRAZITX NEKOTO- ROJ FORMULOJ. oDNU I TU VE FUNKCI@ f MOVNO WYRAZITX, W OB]EM SLU^AE, RAZNYMI FORMULAMI. sREDI “TIH FORMUL NAS INTERESU@T TE, SLOVNOSTX KOTORYH MINIMALXNA; TAKIE FORMULY NAZOW¡M MINI- MALXNYMI DLQ FUNKCII f. sLOVNOSTX MINIMALXNOJ FORMULY FUNK- CII f BUDEM NAZYWATX SLOVNOSTX@ FUNKCII f I OBOZNA^ATX E¡ ^EREZ

L_Φ(f). pRI “TOM PODRAZUMEWAETSQ, ^TO MY ISPOLXZUEM BAZIS B_0.

kAK MY UVE ZAMETILI, x → y = x ∨ xy, T. E. IMPLIKACI@ MOV- NO REALIZOWATX NEKOTOROJ (WOZMOVNO, NE MINIMALXNOJ) FORMULOJ SLOVNOSTI 3, A ZNA^IT, LΦ(→) 6 3. pOKAVEM, ^TO “TO NERAWENSTWO MOVNO ULU^[ITX. wOSPOLXZUEMSQ TOVDESTWOM x ∨ yz = (x ∨ y)(x ∨ z) I DRUGIMI, UVE ZNAKOMYMI TOVDESTWAMI: x → y = x ∨ xy = (x ∨ y)(x ∨ x) = (x ∨ y) · 1 = x ∨ y. iTAK, LΦ(→) 6 2. oSTALOSX DOKAZATX, ^TO OCENKA 2 NEULU^[AEMA, ^EM MY SEJ^AS I ZAJM¡MSQ.

sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT i-J PEREMEN- NOJ, ESLI NAJDUTSQ TAKIE DWA NABORA ZNA^ENIJ PEREMENNYH, OTLI^A- @]IESQ TOLXKO PO i-J KOORDINATE, NA KOTORYH FUNKCIQ f PRINIMA- ET RAZNYE ZNA^ENIQ. nAPRIMER, FUNKCIQ x → y PRINIMAET RAZNYE

— 9 — gLAWA I. wWEDENIE

ZNA^ENIQ NA NABORAH (1, 0) I (0, 0). —TI NABORY OTLI^A@TSQ TOLXKO PO PERWOJ KOODINATE, KOTORAQ SOOTWETSTWUET PEREMENNOJ x. zNA^IT, FUNKCIQ x → y SU]ESTWENNO ZAWISIT OT x. aNALOGI^NO, FUNKCIQ

x → y PRINIMAET RAZNYE ZNA^ENIQ NA NABORAH (1, 0) I (1, 1), ZNA^IT,

x → y SU]ESTWENNO ZAWISIT OT y. nAPROTIW, FUNKCIQ x ∨ x SU]EST-

WENNO NE ZAWISIT OT PEREMENNOJ x, TAK KAK ONA TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE 1.

uTWERVDENIE 3. eSLI FUNKCIQ f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ xi, TO PEREMENNAQ xi PRISUTSTWUET W L@BOJ FORMULE, WYRAVA@]EJ FUNKCI@ f.

dOKAZATELXSTWO PROWED¡M OT PROTIWNOGO. dOPUSTIM, ^TO NE- KOTORAQ FORMULA F WYRAVAET FUNKCI@ f I NE SODERVIT PEREMENNU@

x_i. nAJDUTSQ DWA NABORA KONSTANT α̃ I β̃, OTLI^A@]IHSQ TOLXKO PO

i-J KOORDINATE, TAKIE, ^TO f NA NIH PRINIMAET RAZNYE ZNA^ENIQ. nO DLQ FORMULY F NABORY α̃ I^~β SOWPADA@T, TAK KAK F NE SODERVIT PEREMENNOJ xi, A ZNA^IT, F PRINIMAET NA “TIH NABORAH ODINAKOWYE ZNA^ENIQ. pROTIWORE^IE. �

sLEDSTWIE 1. eSLI FUNKCIQ f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT k PE- REMENNYH, TO LΦ(f) > k.

dEJSTWITELXNO, KAVDAQ PEREMENNAQ, OT KOTOROJ f SU]ESTWEN- NO ZAWISIT, DOLVNA WHODITX W MINIMALXNU@ FORMULU FUNKCII f, PO“TOMU SLOVNOSTX MINIMALXNOJ FORMULY NE MENX[E k. � mY ZNAEM, ^TO FUNKCIQ x → y SU]ESTWENNO ZAWISIT OT DWUH PEREMENNYH, PO“TOMU LΦ(→) > 2. oKON^ATELXNO, LΦ(→) = 2.

uPRAVNENIE 5. uBEDITESX W SPRAWEDLIWOSTI TOVDESTW: x(y ∨ z) = xy ∨ xz, x ∨ yz = (x ∨ y)(x ∨ z). uPRAVNENIE 6. nAJDITE LΦ(x → (y → x)).

uPRAVNENIE 7. dOKAVITE, ^TO SLOVNOSTX L@BOJ FUNKCII RAWNA SLOVNOSTI EË OTRICANIQ.

— 10 —

x 4. wERHNQQ OCENKA 4n2

gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

§ 4. wERHNQQ OCENKA 4n^2

lINEJNOJ FUNKCIEJ n PEREMENNYH NAZYWAETSQ FUNKCIQ x1⊕x2⊕

⊕ . . .⊕x_n. oBOZNA^IM E¡ ^EREZ Λ_n. zAMETIM, ^TO x⊕y = x+y (mod 2),

PO“TOMU Λn = x1 + x2 + . . . + xn (mod 2). dRUGIMI SLOWAMI, Λn — S^¡T^IK ^¡TNOSTI SUMMY n PEREMENNYH: ZNA^ENIE FUNKCII RAWNO NUL@ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SUMMA ^¡TNA. nA[EJ BLIVAJ[EJ CELX@ (§§ 4, 5) QWLQETSQ POSTROENIE “KONOMNYH FORMUL DLQ FUNK- CII Λn I PODS^¡T IH SLOVNOSTI, T. E. POLU^ENIE WERHNEJ OCENKI SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII.

sLOVNOSTX FUNKCII Λn OBOZNA^IM ^EREZ λn. oTMETIM, ^TO λ1 = 1. pOSTROIM FORMULU DLQ FUNKCII x ⊕ y, ISPOLXZUQ RAZLOVENIE PO PEREMENNOJ, A TAKVE RAWENSTWO y = y ⊕ 1: x ⊕ y = x(0 ⊕ y) ∨ x(1 ⊕ y) = xy ∨ xy. tAKIM OBRAZOM, λ2 6 4. w SLU^AE SUMMY TR¡H PEREMENNYH IMEEM: x ⊕ y ⊕ z = x(y ⊕ z) ∨ x(y ⊕ z). fUNKCII y ⊕ z I y ⊕ z IME@T RAWNU@ SLOVNOSTX (SM. UPRAVNENIE 7), PO“TOMU_{λ3}

6 2(λ2 + 1) 6 2(4 + 1) = 10.

w OB]EM SLU^AE POLU^IM:

Λ_n = x_nΛ_{n−1} ∨ x_nΛ_{n−1}. (3)

oTS@DA SLEDUET REKURRENTNOE NERAWENSTWO:

λ_n 6 2(λ_{n−1} + 1).

nAJD¡M QWNU@ OCENKU DLQ λn. pRIBAWIM K OBEIM ^ASTQM DWOJKU:

λ_n + 2 6 2(λ_{n−1} + 1) + 2 = 2(λ_{n−1} + 2)

— 11 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

I WYPI[EM CEPO^KU NERAWENSTW:

λ_n + 2 6 2(λ_{n−1} + 2) 6 4(λ_{n−2} + 2) 6 . . . 6 2^{n−1}(λ_1 + 2).

oKON^ATELXNO NAJD¡M

λ_n 6 3 · 2^{n−1} − 2.

mY DOKAZALI SLEDU@]U@ LEMMU:

lEMMA 1. λn 6 3 · 2^{n−1} − 2.

oKAZYWAETSQ, ^TO POSTROENNYE NAMI FORMULY DALEKI OT OP- TIMALXNYH. dAVE PRI n = 4 MOVNO POSTROITX LU^[U@ FORMU- LU. dLQ “TOGO NUVNO NE OT]EPLQTX PO ODNOJ PEREMENNOJ (KAK MY DELALI), A DELITX MNOVESTWO PEREMENNYH POPOLAM (ILI PRIMERNO POPOLAM, ESLI ^ISLO PEREMENNYH NE^¡TNO). rASSMOTRIM FUNKCI@

S = x ⊕ y ⊕ z ⊕ t. wWED¡M WSPOMOGATELXNYE PEREMENNYE A I B I OBO-

ZNA^IM A = x⊕y, B = z ⊕t. tOGDA S = A⊕B. zNA^IT, S = AB ∨AB. tEPERX WMESTO A I B PODSTAWIM GOTOWYE FORMULY DLQ FUNKCIJ x⊕y I z ⊕ t. w ITOGE POLU^IM: S = AB ∨ AB = (x ⊕ y)(z ⊕ t) ∨ (x ⊕ y)(z ⊕ t) = = (xy ∨ xy)(zt ∨ zt) ∨ (xy ∨ xy)(zt ∨ zt). (4) zAMETIM, ^TO LEMMA 1 DA¡T OCENKU λ4 6 3 · 2^3 − 2 = 22, A IZ FORMULY (4) SLEDUET λ4 6 16. mY WIDIM, ^TO METOD DELENIQ POPOLAM BOLEE “FFEKTIWEN. pRIMENIM “TOT METOD W OB]EM SLU^AE. wNA^ALE PREDPOLOVIM, ^TO n — STEPENX DWOJKI, n = 2^k. oBOZNA^IM ^EREZ

Π_{n/2} FUNKCI@ x_{n/2+1} ⊕ . . . ⊕ x_n. tOGDA

Λ_n = Λ_{n/2} ⊕ Π_{n/2} = Λ_{n/2}Π_{n/2} ∨ Λ_{n/2}Π_{n/2}. (5)

fUNKCII Λ_{n/2}, Π_{n/2} I IH OTRICANIQ IME@T ODNU I TU VE SLOVNOSTX, PO“TOMU IZ (5) SLEDUET REKURRENTNOE SOOTNO[ENIE:

λ_n 6 4λ_{n/2}. (6)

— 12 —

x 4. wERHNQQ OCENKA 4n2

wYPI[EM CEPO^KU REKURRENTNYH SOOTNO[ENIJ:

λ_n = λ_2k 6 4λ_2k�1 6 4^2λ_2k�2 6 . . . 6 4^kλ_1 = 4^k = n^2,

IZ KOTOROJ SLEDUET

lEMMA 2. eSLI n = 2^k, TO λn 6 n^2.

tEPERX POSTROIM FORMULY DLQ PROIZWOLXNOGO n. iDEQ TAKOWA: RASSMOTRIM BLIVAJ[U@ K n STEPENX DWOJKI (NE MENX[U@ n), PO- STROIM FORMULU DLQ “TOJ STEPENI DWOJKI I UDALIM IZ NE¡ LI[NIE PEREMENNYE. wOZMOVNOSTX UDALENIQ PEREMENNYH TREBUET OBOSNOWA- NIQ. dELO W TOM, ^TO, PODSTAWIW W FORMULU WMESTO PEREMENNOJ KON- STANTU, MY POLU^IM UVE NE FORMULU (W BAZISE B0). tAKOE WYRA- VENIE NAZOW¡M PSEWDOFORMULOJ: PSEWDOFORMULA — WYRAVENIE, PO- LU^ENNOE IZ FORMULY ZAMENOJ NEKOTORYH PEREMENNYH KONSTANTAMI (FORMULA QWLQETSQ PSEWDOFORMULOJ). sLOVNOSTX@ PSEWDOFORMULY NAZOW¡M ^ISLO WHOVDENIJ W NE¡ PEREMENNY (KONSTANTY NE S^ITA- @TSQ). sKAVEM, ^TO PSEWDOFORMULY “KWIWALENTNY, ESLI ONI TOV- DESTWENNO RAWNY, T. E. IH ZNA^ENIQ SOWPADA@T NA KAVDOM NABORE ZNA^ENIJ PEREMENNYH.

uTWERVDENIE 4. eSLI PSEWDOFORMULA F NE RAWNA TOVDEST- WENNO KONSTANTE, TO SU]ESTWUET “KWIWALENTNAQ EJ FORMULA F^′, IME@]AQ TU VE, ILI MENX[U@ SLOVNOSTX.

dOKAZATELXSTWO. pROWED¡M INDUKCI@ PO OB]EMU ^ISLU SIM- WOLOW W WYRAVENII F , WKL@^AQ PEREMENNYE, KONSTANTY, OPERACII i, ili, ne, SKOBKI.

bAZIS INDUKCII: F SOSTOIT IZ ODNOGO SIMWOLA. —TIM SIM- WOLOM MOVET BYTX PEREMENNAQ ILI KONSTANTA. w PERWOM SLU^AE F QWLQETSQ FORMULOJ I MOVNO POLOVITX F^′ = F ; WO WTOROM SLU^AE F TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: DLQ WSEH FORMUL S MENX[IM, ^EM W F , ^ISLOM SIMWOLOW UTWERVDENIE DOKAZANO. wOZMOVEN ODIN IZ SLE- DU@]IH SLU^AEW: 1) F = G; 2) F = G & H; 3) F = G ∨ H. w L@- BOM SLU^AE, ESLI HOTQ BY ODNA IZ PSEWDOFORMUL G, H TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE, TO OB]EE ^ISLO SIMWOLOW W F MOVNO UMENX[ITX, POLXZUQSX TOVDESTWAMI: 0 = 1, 1 = 0, 0 & x = 0, 1 & x = x, 0 ∨ x = x,

— 13 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

1∨x = 1. nAPRIMER, ESLI W SLU^AE 2 FORMULA G TOVDESTWENNO RAWNA

1, TO MOVNO UPROSTITX F = 1 & H = H. pOSLE TOGO, KAK FORMULA F BUDET UPRO]ENA, PRIMENIM K NEJ PREDPOLOVENIE INDUKCII I DOKA- VEM UTWERVDENIE. oSTALOSX RASSMOTRETX WOZMOVNOSTX, KOGDA I G I H (W SLU^AQH 2, 3) TOVDESTWENNO NE RAWNY KONSTANTE. pRIMENIW K PSEWDOFORMULAM G I H PREDPOLOVENIE INDUKCII, NAJD¡M FORMULY

G^′ I H^′, TOVDESTWENNO RAWNYE ISHODNYM I IME@]IE NE BOLX[U@

SLOVNOSTX. pOLOVIM W SLU^AE 1: F^′ = G^′, A W SLU^AQH 2 I 3, SOOT- WETSTWENNO, F^′ = G^′ & H^′ I F^′ = G^′ ∨ H^′. tREBOWANIQ UTWERVDENIQ, O^EWIDNO, WYPOLNENY. �

wERN¡MSQ K ZADA^E OCENIWANIQ ^ISLA λn. pUSTX 2^k — NAIMENX- [AQ STEPENX DWOJKI TAKAQ, ^TO n 6 2^k. tOGDA 2^{k−1} < n. pO LEM- ME 2 SU]ESTWUET FORMULA F DLQ FUNKCII Λ_2k , IME@]AQ SLOVNOSTX

2^{2k}. pODSTAWIM W FORMULU F WMESTO KAVDOJ IZ LI[NIH PEREMENNYH

(T. E. xn+1, . . . , x_2k ) KONSTANTU 0. pOLU^IM PSEWDOFORMULU F1, ZADA- @]U@ FUNKCI@ Λn. fUNKCIQ Λn TOVDESTWENNO NE RAWNA KONSTANTE, PO“TOMU, SOGLASNO UTWERVDENI@ 4, E¡ MOVNO ZADATX FORMULOJ TAKOJ VE, ILI MENX[EJ SLOVNOSTI. iTAK, λn 6 L(F1) 6 L(F ). oKON^ATELX- NO POLU^IM:_λ n 6 2^{2k} = 4 · (2^{k−1})^2 < 4n^2.

nAMI DOKAZANA

lEMMA 3. λn < 4n^2.

uPRAVNENIE 8. dOKAVITE, ^TO ESLI n < m, TO λn 6 λm.

uPRAVNENIE 9. sU]ESTWUET LI FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH, BOLEE SLOVNAQ, ^EM FUNKCIQ x ⊕ y?

§ 5. wERHNQQ OCENKA 9/8n^2

w “TOM PARAGRAFE MY UTO^NIM WERHN@@ OCENKU SLOVNOSTI, IZ- WLEKAEMU@ IZ POSTROENIQ FORMULY METODOM DELENIQ POPOLAM. zAME- TIM, ^TO PREDSTAWLENIE (5) I REKURRENTNOE NERAWENSTWO (6) WERNY DLQ L@BOGO ^¡TNOGO n. eSLI VE n NE^¡TNO, A IMENNO, n = 2m + 1, TO RAZOB˙¡M PEREMENNYE NA DWE PRIMERNO RAWNYE ^ASTI: x1, . . . , xm I

— 14 —

x 5. wERHNQQ OCENKA 9=8n2

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

λ_n 6 1 4 10 16 28 40 52 64 88 112

λ_n > 1 4 10 16 28 39 52 64 84 102

tABL. 3

x_{m+1}, . . ., x_n. dEJSTWUQ ANALOGI^NO SLU^A@ ^¡TNOGO n, WWED¡M OBO-

ZNA^ENIE Ψm+1 = xm+1 ⊕ . . . ⊕ xn I WYPI[EM TOVDESTWO

Λ_n = Λ_mΨ_{m+1} ∨ Λ_mΨ_{m+1},

SLEDSTWIEM KOTOROGO QWLQETSQ NERAWENSTWO

λ_{2m+1} 6 2(λ_m + λ_{m+1}). (7)

iZ SOOTNO[ENIJ (6) I (7) NESLOVNO WYWESTI WERHNIE OCENKI ^I- SEL λn DLQ NEBOLX[IH n, NAPRIMER λ5 6 2(λ2 + λ3) 6 2(4 + 10) = 28. pRI n 6 10 “TI OCENKI WYPISANY WO WTOROJ STROKE TABLICY 3. w TRETXEJ STROKE SOBRANY IZWESTNYE NIVNIE OCENKI DLQ “TIH ^ISEL; NEKOTORYE IZ NIH MY DOKAVEM W POSLEDU@]IH PARAGRAFAH. sLEDUET OTMETITX, ^TO NI DLQ ODNOGO n NE PREDLOVENO FORMULY (ZADA@]EJ FUNKCI@ Λn) BOLEE PROSTOJ, ^EM MOVNO POSTROITX OPISANNYM WY- [E METODOM DELENIQ POPOLAM. w TO VE WREMQ DLQ PO^TI WSEH n NE DOKAZANO, ^TO BOLEE PROSTYH FORMUL NE SU]ESTWUET. nAPRIMER, PRI

n = 6 TO^NOE ZNA^ENIE SLOVNOSTI NEIZWESTNO; IZWESTNO TOLXKO, ^TO

39 6 λ6 6 40.

wWED¡M OBOZNA^ENIE: pn — NAIBOLX[AQ STEPENX DWOJKI, NE PRE- WOSHODQ]AQ n. nAPRIMER, p7 = 4, p8 = 8. ~ISLO pn MOVNO ZADATX FORMULOJ: pn = 2^{[log2 n]}. sLEDU@]AQ TEOREMA DA¡T TO^NOE ZNA^ENIE SLOVNOSTI FORMUL, KOTORYE MOVNO POLU^ITX METODOM DELENIQ PO- POLAM.

tEOREMA 1. λn 6 3npn − 2p^2_n.

dOKAZATELXSTWO. pROWED¡M POLNU@ INDUKCI@ PO n. bAZIS INDUKCII, n = 1, O^EWIDEN: λ1 = 1 = 3−2 = 3·1·p1−2p^2_1. iNDUKTIWNYJ PEREHOD. pUSTX DLQ WSEH ^ISEL, MENX[IH n, TEOREMA DOKAZANA. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) n ^¡TNO; 2) n NE^¡TNO.

— 15 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

w SLU^AE 1) WOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM (6). pUSTX m =^n_2 . dLQ ^ISLA m TEOREMA UVE DOKAZANA, KROME TOGO, p2m = 2pm (DEJSTWI- TELXNO: 2^{[log2(2m)]} = 2^{[log2 m+1]} = 2^{[log2 m]+1} = 2pm). pO“TOMU IMEEM:

λ_n 6 4λ_m 6 4(3mp_m − 2p^2_m) = 3 · 2m · 2p_m − 2(2p_m)^2 = 3np_n − 3p^2_n.

sLU^AJ 2). pUSTX n = 2m + 1. wNA^ALE DOKAVEM NERAWENSTWO

λ_{m+1} 6 3(m + 1)p_m − 2p^2_m. (8)

eSLI pm+1 = pm, TO (8) SLEDUET IZ PREDPOLOVENIQ INDUKCII DLQ ^ISLA m + 1. sLU^AJ pm+1 ≠ pm WOZMOVEN TOLXKO, ESLI m + 1 — STEPENX DWOJKI. rASSMOTRIM “TU WOZMOVNOSTX OTDELXNO. pUSTX m+

+1 = 2^k. tOGDA p_m = 2^{k−1}. w LEMME 2 MY POKAZALI, ^TO λ_{m+1} 6 2^{2k},

PO“TOMU

λ_{m+1} 6 2^{2k} = 3 · 2^{2k−1} − 2^{2k−1} = 3(m + 1)p_m − 2p^2_m.

iTAK, NERAWENSTWO (8) DOKAZANO. pOSKOLXKU n — NE^¡TNOE ^ISLO I n > 1, TO n NE QWLQETSQ STEPENX@ DWOJKI, A ZNA^IT, pn = pn−1 =

p_{2m} = 2p_m. iSPOLXZUQ NERAWENSTWA (7), (8) I PREDPOLOVENIE INDUK-

CII DLQ ^ISLA m, OKON^ATELXNO POLU^IM

λ_n 6 2(λ_m + λ_{m+1}) 6 2(3mp_m − 2p^2_m + 3(m + 1)p_m − 2p^2_m) =

= 6(2m + 1)p_m − 8p^2_m = 3n · 2p_m − 2(2p_m)^2 = 3np_n − 2p^2_n. �

sLEDSTWIE 2. λn 6 9/8n^2.

dOKAZATELXSTWO. s U^¡TOM TEOREMY 1 DOSTATO^NO DOKAZATX, ^TO_{3np}

n − 2p^2_n 6 9/8n^2.

pERENES¡M WSE SLAGAEMYE W PRAWU@ ^ASTX: 9 8 n^2 − 3np_n + 2p^2_n =

9n^2 − 24np_n + 16p^2_n 8 = (3n − 4p_n)^2

8 > 0. �

— 16 —

x 6. nIVNQQ OCENKA 2n

uPRAVNENIE 10. dOKAVITE, ^TO IZ TEOREMY 1 NELXZQ WYWES- TI SLEDSTWIE WIDA λn 6 Cn^2 NI DLQ KAKOJ KONSTANTY C MENX[EJ, ^EM 9/8.

uPRAVNENIE 11. pUSTX FUNKCIQ f OT PEREMENNYH x1, . . . , xn ZADANA W WIDE SISTEMY, SOSTOQ]EJ IZ m LINEJNYH URAWNENIJ PO MODUL@ 2. kAVDOE URAWNENIE IMEET WID:

c_1x_1 ⊕ c_2x_2 ⊕ . . . ⊕ c_nx_n = c_0,

GDE c1, . . ., cn, c0 — KONSTANTY 0 ILI 1. fUNKCIQ f RAWNA EDINICE TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNENY WSE URAWNENIQ. dOKAVI- TE, ^TO LΦ(f) 6 9/8mn^2.

§ 6. nIVNQQ OCENKA 2n

pEREJD¡M TEPERX K IZU^ENI@ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI, SOSTAW- LQ@]IH OSNOWNOE SODERVANIE “TOJ BRO[@RY. pROSTEJ[U@ NIVN@@ OCENKU MOVNO IZWLE^X IZ SLEDSTWIQ 1 (§3). fUNKCIQ Λn SU]ESTWEN- NO ZAWISIT OT WSEH SWOIH PEREMENNYH, A ZNA^IT, λn > n. w DANNOM PARAGRAFE MY DOKAVEM MENEE TRIWIALXNU@ (NO WS¡ E]¡ LINEJNU@ PO n) OCENKU λn > 2n PRI n > 2.

fORMULU NAZOW¡M PRIWEDËNNOJ, ESLI KAVDOE OTRICANIE STOIT W NEJ NEPOSREDSTWENNO NAD PEREMENNOJ. nAPRIMER, FORMULA x ∨ xy PRIWEDENA, A FORMULA x ∨ xy NET.

uTWERVDENIE 5. dLQ L@BOJ FORMULY SU]ESTWUET “KWIWA- LENTNAQ EJ PRIWEDËNNAQ FORMULA, IME@]AQ TU VE SLOVNOSTX.

dOKAZATELXSTWO OSNOWANO NA TOVDESTWAH: x = x, x & y = x ∨

y, x ∨ y = x & y; POSLEDNIE DWA TOVDESTWA NAZYWA@TSQ ZAKONAMI

DE mORGANA. ~TOBY PREOBRAZOWATX PROIZWOLXNU@ FORMULU K PRI- WED¡NNOJ, BUDEM POSLEDOWATELXNO PRIMENQTX “TI TOVDESTWA SLEWA NAPRAWO, PRI “TOM W KA^ESTWE x I y BUDEM ISPOLXZOWATX NE TOLX- KO PEREMENNYE, NO I BOLEE SLOVNYE FORMULY. nAPRIMER, x ∨ xy =

x & xy = x & xy = x & (x ∨ y). eSLI NA KAKOM-TO [AGE PREOBRAZOWANIQ

NI ODNO IZ TOVDESTW NE PRIMENIMO, TO WSE IME@]IESQ OTRICANIQ STOQT NAD PEREMENNYMI, T. E. MY POLU^ILI PRIWED¡NNU@ FORMULU.

— 17 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

oSTALOSX POKAZATX, ^TO ^EREZ KONE^NOE ^ISLO [AGOW PROCESS OSTANOWITSQ. dLQ “TOGO DOSTATO^NO UKAZATX NEKOTORU@, SWQZANNU@ S FORMULOJ, WELI^INU, KOTORAQ PRINIMAET NATURALXNYE ZNA^ENIQ I UMENX[AETSQ PRI KAVDOM PREOBRAZOWANII. dLINOJ OTRICANIQ NA- ZOW¡M OB]EE ^ISLO PEREMENNYH I OPERACIJ i, ili, NAHODQ]IHSQ POD “TIM OTRICANIEM. rASSMOTRIM SUMMU DLIN WSEH OTRICANIJ, WHO- DQ]IH W FORMULU. eSLI MY PRIMENQEM PREOBRAZOWANIE x = x, TO DWA OTRICANIQ SNIMA@TSQ, A KAVDOE IZ NIH IMEET DLINU, BOLX[U@ NU- LQ. pRI PRIMENENII ZAKONOW DE mORGANA ODNO OTRICANIE ZAMENQET- SQ DWUMQ, NO SUMMA DLIN “TIH DWUH OTRICANIJ NA EDINICU MENX[E DLINY ISHODNOGO OTRICANIQ, TAK KAK IZ-POD OTRICANIQ WYPADAET SWQZU@]AQ OPERACIQ (& ILI ∨). iTAK, PRI KAVDOM PREOBRAZOWANII SUMMA DLIN OTRICANIJ UMENX[AETSQ. pUSTX DLQ NA^ALXNOJ FORMU- LY “TA WELI^INA RAWNQLASX N , TOGDA NE POZDNEE, ^EM ^EREZ N [AGOW MY POLU^IM PRIWED¡NNU@ FORMULU. �

dLQ PRIWED¡NNOJ FORMULY MOVNO WWESTI PONQTIE LITERALA: LITERAL — “TO LIBO PEREMENNAQ, ESLI NAD NEJ NE STOIT OTRICANIE, LIBO PEREMENNAQ WMESTE SO STOQ]IM NAD NEJ OTRICANIEM. nAPRIMER, W FORMULE x ∨ xy TRI LITERALA: x, x I y.

sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f WOZRASTAET PO i-J PEREMENNOJ, ES- LI DLQ L@BYH DWUH NABOROW ZNA^ENIJ PEREMENNYH, OTLI^A@]IHSQ TOLXKO PO i-J KOORDINATE, ZNA^ENIE FUNKCII f NA MENX[EM NABORE MENX[E ILI RAWNO ZNA^ENI@ f NA BOLX[EM NABORE (BÓLX[IM S^ITA- ETSQ TOT NABOR, W KOTOROM NA i-M MESTE STOIT EDINICA). aNALOGI^NO, SKAVEM, ^TO f UBYWAET PO i-J PEREMENNOJ, ESLI DLQ L@BYH DWUH NA- BOROW, OTLI^A@]IHSQ TOLXKO PO i-J KOORDINATE, ZNA^ENIE FUNKCII f NA MENX[EM NABORE BOLX[E ILI RAWNO ZNA^ENI@ NA BOLX[EM NABORE. nAPRIMER, FUNKCIQ x&y WOZRASTAET PO PEREMENNOJ x. dEJSTWITELX- NO, DLQ L@BYH DWUH NABOROW (0, α) I (1, α), OTLI^A@]IHSQ PO PERWOJ KOORDINATE (SOOTWETSTWU@]EJ PEREMENNOJ x) SPRAWEDLIWO NERAWEN- STWO: 0 & α = 0 6 1 & α. w TO VE WREMQ, FUNKCIQ x & y NE UBYWAET PO x POTOMU, ^TO NERAWENSTWO 0 & α > 1 & α NEWERNO PRI α = 1.

uTWERVDENIE 6. pUSTX PRIWEDËNNAQ FORMULA F ZADAËT FUNK- CI@ f. tOGDA:

A) ESLI W FORMULE F NET LITERALOW xi, TO FUNKCIQ f WOZRAS- TAET PO PEREMENNOJ xi;

— 18 —

x 6. nIVNQQ OCENKA 2n

B) ESLI W F NET LITERALOW xi, TO f UBYWAET PO xi.

dOKAZATELXSTWO. a) pROWED¡M INDUKCI@ PO POSTROENI@ FOR- MULY F .

bAZIS INDUKCII: F — LITERAL. eSLI F SODERVIT PEREMEN- NU@, OTLI^NU@ OT xi, TO FUNKCIQ f NE ZAWISIT SU]ESTWENNO OT xi. pO“TOMU ZNA^ENIQ FUNKCII f NA L@BYH DWUH NABORAH KONSTANT, OT- LI^A@]IHSQ TOLXKO i-J KOORDINATOJ, RAWNY, A ZNA^IT, f WOZRASTAET (I UBYWAET) PO xi. eSLI VE F = xi, TO UTWERVDENIE O^EWIDNO.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: F = G & H ILI F = G ∨ H (SLU^AJ

F = G MY NE RASSMATRIWAEM, TAK KAK FORMULA PRIWEDENA). pUSTX

FORMULY G I H ZADA@T FUNKCII g I h SOOTWETSTWENNO. fORMULY

G, H NE SODERVAT LITERALOW x_i, PO“TOMU, PO PREDPOLOVENI@ IN-

DUKCII, FUNKCII g I h WOZRASTA@T PO xi. sPRAWEDLIW SLEDU@]IJ OB]IJ FAKT: ESLI FUNKCII φ1, . . . , φk WOZRASTA@T PO PEREMENNOJ xi, A FUNKCIQ ψ WOZRASTAET PO WSEM PEREMENNYM, TO IH KOMPOZICIQ, T. E. FUNKCIQ ψ(φ1, . . . , φk), WOZRASTAET PO xi. pRODEMONSTRIRUEM “TO W INTERESU@]EM NAS SLU^AE k = 2.

pUSTX α̃ I^~β — PROIZWOLXNYE NABORY, KOTORYE OTLI^A@TSQ TOLXKO PO i-J KOORDINATE I NABOR α̃ BOLX[E. iZ WOZRASTANIQ PO xi FUNKCIJ φ1, φ2 SLEDUET φ1(α̃) > φ1(^~β) I φ2(α̃) > φ2(^~β). tOGDA SPRA- WEDLIWA CEPO^KA NERAWENSTW:

ψ(φ_1(α̃), φ_2(α̃)) > ψ(φ_1(β̃), φ_2(α̃)) > ψ(φ_1(β̃), φ_2(β̃));

PERWOE NERAWENSTWO — W SILU WOZRASTANIQ FUNKCII ψ PO 1-J PERE- MENNOJ, WTOROE — W SILU WOZRASTANIQ PO 2-J PEREMENNOJ. sLEDOWA- TELXNO, ψ(φ1, φ2) WOZRASTAET PO xi.

zAMETIM NAKONEC, ^TO FUNKCII i, ili WOZRASTA@T PO OBEIM PEREMENNYM, A ZNA^IT, FUNKCII gh I g ∨ h WOZRASTA@T PO xi.

B) sWED¡M UTWERVDENIE K PUNKTU A). uBER¡M W FORMULE F OTRI- CANIQ SO WSEH WHOVDENIJ PEREMENNOJ xi. pOLU^IM NEKOTORU@ FORMU- LU F^′, KOTORAQ ZADA¡T FUNKCI@ f^′ = f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) I NE SODERVIT LITERALOW xi. sOGLASNO P. A) FUNKCIQ f^′ WOZRASTAET PO xi. zAMETIM, ^TO f = f^′(x1, . . ., xi−1, xi, xi+1, . . . , xn). pO“TOMU, ESLI ZNA^ENIE PEREMENNOJ xi UMENX[AETSQ, A ZNA^ENIQ OSTALXNYH PEREMENNYH NE IZMENQ@TSQ, TO ZNA^ENIE FUNKCII xi UWELI^IWAETSQ;

— 19 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

SLEDOWATELXNO (W SILU WOZRASTANIQ f^′ PO i-J PEREMENNOJ), ZNA^ENIE FUNKCII f UWELI^IWAETSQ. iTAK, f UBYWAET PO xi. �

sLEDSTWIE 3. A) eSLI FUNKCIQ f NE WOZRASTAET PO PEREMEN- NOJ xi, TO W L@BOJ FORMULE, ZADA@]EJ FUNKCI@ f, SODERVITSQ LITERAL xi;

B) ESLI FUNKCIQ f NE UBYWAET PO xi, TO W L@BOJ FORMULE, ZADA@]EJ f, SODERVITSQ LITERAL xi.

dOKAZATELXSTWO OT PROTIWNOGO (DLQ SLU^AQ A): DOPUSTIM, ^TO W NEKOTOROJ FORMULE F , ZADA@]EJ FUNKCI@ f, NET LITERALOW xi. tOGDA, SOGLASNO UTWERVDENI@ 6, FUNKCIQ f WOZRASTAET PO xi. pRO- TIWORE^IE. sLU^AJ B) ANALOGI^EN. �

wERN¡MSQ K RASSMOTRENI@ LINEJNOJ FUNKCII. wNA^ALE POKA- VEM, ^TO PRI n > 2 FUNKCIQ Λn NE WOZRASTAET I NE UBYWAET NI PO ODNOJ SWOEJ PEREMENNOJ. w SILU SIMMETRII DOSTATO^NO DOKAZATX “TO DLQ PERWOJ PEREMENNOJ. nEWOZRASTANIE SLEDUET IZ PRIMERA:

1 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ . . . ⊕ 0 = 0 ≯ 1 = 0 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ . . . ⊕ 0,

A NEUBYWANIE — IZ PRIMERA:

1 ⊕ 0 ⊕ . . . ⊕ 0 = 1 6̸ 0 = 0 ⊕ 0 ⊕ . . . ⊕ 0.

iTAK (W SILU SLEDSTWIQ 3), W L@BOJ PRIWED¡NNOJ FORMULE, ZADA@- ]EJ FUNKCI@ Λn, DOLVNY PRISUTSTWOWATX HOTQ BY PO ODNOMU RAZU LITERALY x1, x1, . . . , xn, xn. w TO VE WREMQ, L@BU@ FORMULU MOV- NO PREOBRAZOWATX K PRIWED¡NNOJ FORMULE BEZ IZMENENIQ SLOVNOSTI, A ZNA^IT, SLOVNOSTX L@BOJ FORMULY, ZADA@]EJ FUNKCI@ Λn, NE MENX[E ^EM 2n. nAMI DOKAZANA

lEMMA 4. eSLI n > 2, TO λn > 2n.

sLEDSTWIE 4. λ2 = 4.

uPRAVNENIE 12. uBEDITESX, ^TO ZAKONY DE mORGANA WERNY.

uPRAVNENIE 13. nAJDITE SLOVNOSTX FUNKCII OT n PERE- MENNYH, PRINIMA@]EJ ZNA^ENIE 1 TOLXKO W SLU^AQH, KOGDA ZNA^E- NIQ WSEH PEREMENNYH RAWNY MEVDU SOBOJ.

— 20 —

x 7. nIVNQQ OCENKA n3=2

§ 7. nIVNQQ OCENKA n^{3/2}

w “TOM PARAGRAFE MY DOKAVEM E]¡ ODNU NIVN@@ OCENKU DLQ ^ISEL λn, A IMENNO, λn > n^{3/2}. nOWAQ OCENKA DLQ MALENXKIH n NE NA- MNOGO LU^[E UVE IME@]EJSQ, 2n, A DLQ n = 2, 3 DAVE HUVE. nO ESLI UWELI^IWATX ^ISLO n, TO FUNKCIQ n^{3/2} STANET SO WREMENEM BOLX[E L@BOJ LINEJNOJ FUNKCII OT n. tAKOGO RODA NIVNIE OCENKI NAZY- WA@TSQ NELINEJNYMI. w TEORII NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI INTERES PREDSTAWLQ@T, W OSNOWNOM, NELINEJNYE OCENKI.

pREVDE, ^EM IZLOVITX OB]IJ METOD, RASSMOTRIM SLU^AJ n = 3. pODFORMULOJ NAZOW¡M ^ASTX FORMULY, POLU^ENNU@ NA NEKOTOROJ [AGE POSTROENIQ “TOJ FORMULY. nAPRIMER, xy I x ∨ xy — PODFOR- MULY FORMULY x ∨ xy. pUSTX F — MINIMALXNAQ FORMULA, ZADA@]AQ FUNKCI@ x ⊕ y ⊕ z; W SILU UTW. 5 MOVNO S^ITATX, ^TO F PRIWEDENA. mY ZNAEM, ^TO W F OBQZATELXNO SODERVATSQ LITERALY x, x, y, y, z, z. dOPUSTIM, ^TO SLOVNOSTX FORMULY F RAWNA [ESTI. tOGDA WYPI- SANNYE LITERALY WSTRE^A@TSQ ROWNO PO ODNOMU RAZU. rASSMOTRIM KAKOJ-NIBUDX LITERAL; NAPRIMER, x. oBOZNA^IM ^EREZ ∘ OPERACI@ (& ILI ∨), KOTORAQ NEPOSREDSTWENNO DEJSTWUET NA “TOT LITERAL, A ^EREZ G — PODFORMULU (FORMULY F ), S KOTOROJ DANNYJ LITERAL SWQZAN OPERACIEJ ∘. pODFORMULU G NAZOW¡M SOSEDNEJ S LITERALOM G. iTAK, W FORMULE F IMEETSQ PODFORMULA x ∘ G (ILI G ∘ x, NO W “TOM SLU^AE G I x MOVNO POMENQTX MESTAMI).

zAMETIM, ^TO G NE MOVET SOSTOQTX TOLXKO IZ LITERALA x, PO- SKOLXKU W “TOM SLU^AE FORMULU F MOVNO UPROSTITX, ZAMENIW POD- FORMULU x ∘ x KONSTANTOJ (x & x = 1, x ∨ x = 0) I UDALIW ZATEM KONSTANTY SOGLASNO UTW. 4. iTAK, G SODERVIT NEKOTORYJ LITERAL, OTLI^NYJ OT x. w FORMULU x ∘ G WMESTO PEREMENNOJ x MOVNO POD- STAWITX TAKU@ KONSTANTU, ^TO POLU^ENNOE WYRAVENIE POSLE UPRO- ]ENIQ NE BUDET SODERVATX PODFORMULU G. nAPRIMER, ESLI ∘ = &, TO WOZXM¡M x = 0; TOGDA xG = 0 · G = 0. eSLI VE ∘ = ∨, TO WOZXM¡M

x = 1: x ∨ G = 1 ∨ G = 1. pODSTAWIM NAJDENNU@ KONSTANTU WMESTO x

WO WS@ FORMULU F I PROIZWED¡M UPRO]ENIQ (WKL@^AQ UDALENIE KON- STANT). mY POLU^IM NEKOTORU@ FORMULU, KOTORAQ ZADA¡T FUNKCI@

y ⊕ z ILI y ⊕ z ⊕ 1 I IMEET PRI “TOM SLOVNOSTX, NE BOLX[U@ TR¡H.

dEJSTWITELXNO, IZ FORMULY F MY UDALILI DWA LITERALA, SOOTWET- STWU@]IH PEREMENNOJ x I E]¡ ODIN LITERAL DRUGOJ PEREMENNOJ,

— 21 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

KOTORYJ WHODIL W G. pOLU^ILI PROTIWORE^IE S TEM, ^TO λ2 = 4. pROTIWORE^IE POKAZYWAET, ^TO DOPU]ENIE λ3 = 6 NE WERNO, A ZNA- ^IT, λ3 > 7.

pEREJD¡M K RASSMOTRENI@ OB]EGO SLU^AQ.

uTWERVDENIE 7. eSLI LITERAL xi (ILI xi) WHODIT W MINI- MALXNU@ FORMULU, TOVDESTWENNO NE RAWNU@ KONSTANTE, TO SO- SEDNQQ S NIM PODFORMULA NE SODERVIT PEREMENNU@ xi.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM ODIN IZ ^ETYR¡H WOZMOVNYH SLU^AEW, A IMENNO, KOGDA LITERAL — xi, A BLIVAJ[AQ K NEMU OPERA- CIQ — &. dRUGIE SLU^AI ANALOGI^NY. pUSTX G — SOSEDNQQ S DANNYM LITERALOM PODFORMULA. pREDPOLOVIM, ^TO W G ESTX PEREMENNAQ xi. pOKAVEM TOGDA, ^TO FORMULU xiG, A ZNA^IT, I WS@ FORMULU F MOVNO UPROSTITX, ^TO PROTIWORE^IT MINIMALXNOSTI POSLEDNEJ. dEJSTWI- TELXNO, PODSTAWIM W FORMULU G WMESTO PEREMENNOJ xi KONSTANTU 1. pOLU^ENNU@ PSEWDOFORMULU OBOZNA^IM ^EREZ G^′. pOKAVEM, ^TO WER- NO TOVDESTWO xiG = xiG^′. eSLI xi = 0, TO xiG = 0 = xiG^′. eSLI VE

x_i = 1, TO x_iG = G = G^′ = x_iG^′. iTAK, FORMULU x_iG MOVNO UPROS-

TITX DO PSEWDOFORMULY xiG^′; SLEDOWATLELXNO I F MOVNO UPROSTITX. zAMETIM NAKONEC, ^TO F NE RAWNA TOVDESTWENNO KONSTANTE, PO“TO- MU, POSLE UPRO]ENIQ, KONSTANTY IZ NE¡ MOVNO UDALITX I POLU^ITX BOLEE PROSTU@ FORMULU, ^EM F FORMULU. �

pRODOLVIM RASSMOTRENIE OB]EGO SLU^AQ. pUSTX F — MINI- MALXNAQ PRIWED¡NNAQ FORMULA, ZADA@]AQ FUNKCI@ Λn (n > 2) I

x_i — NEKOTORAQ E¡ PEREMENNAQ. pUSTX TAKVE x_i WHODIT W F ROWNO m

RAZ. dLQ KAVDOGO LITERALA, SOOTWETSTWU@]EGO PEREMENNOJ xi, IME- ETSQ SWOQ SOSEDNQQ PODFORMULA. pO UTW. 7, NI ODNA IZ “TIH PODFOR- MUL NE SODERVIT PEREMENNOJ xi, A ZNA^IT, I NE SODERVIT SOSEDNEJ PODFORMULY DLQ DRUGOGO LITERALA PEREMENNOJ xi (TAK KAK SAM “TOT LITERAL NAHODITSQ RQDOM SO SWOEJ SOSEDNEJ PODFORMULOJ). dRUGIMI SLOWAMI, RASSMATRIWAEMYE PODFORMULY NE PERESEKA@TSQ (NE SODER- VAT OB]IH LITERALOW). kROME TOGO, KAVDAQ IZ NIH SODERVIT HOTQ BY ODIN LITERAL, OTLI^NYJ OT xi I xi.

dLQ KAVDOGO LITERALA WIDA xi ILI xi NAJD¡TSQ NEKOTORAQ KON- STANTA, TAKAQ, ^TO ESLI E¡ PODSTAWITX WMESTO DANNOGO LITERALA, TO SOSEDNQQ S NIM PODFORMULA PROPAD¡T POSLE UPRO]ENIQ (^TOBY “TO

— 22 —

x 7. nIVNQQ OCENKA n3=2

PROWERITX, NUVNO RASSMOTRETX 4 SLU^AQ: xi & G, xi ∨ G, xi & G,

x_i ∨ G). wSEGO IMEETSQ m KONSTANT, SOOTWETSTWU@]IH m LITERALAM

PEREMENNOJ xi. wYBEREM TU IZ NIH, KOTORAQ WSTRE^AETSQ NAIBOLX[EE ^ISLO RAZ; “TO ^ISLO NE MENX[E, ^EM [m/2]. pODSTAWIM WYBRANNU@ KONSTANTU WMESTO xi WO WS@ FORMULU F . pOLU^ENNU@ W REZULXTA- TE PSEWDOFORMULU UPROSTIM, ZATEM UDALIM IZ NE¡ KONSTANTY, I TO, ^TO OSTANETSQ, OBOZNA^IM ^EREZ F^′. sLOVNOSTX FORMULY F^′ UMENX- [ILASX, PO SRAWNENI@ S FORMULOJ F , KAK MINIMUM, NA m + [m/2]: SLAGAEMOE m SOOTWETSTWUET m UDAL¡NNYM LITERALAM PEREMENNOJ xi, A SLAGAEMOE [m/2] — TEM SOSEDNIM S LITERALAMI PODFORMULAM, KO- TORYE UDALILISX PRI UPRO]ENII (RANEE MY WYQSNILI, ^TO KAVDAQ IZ NIH SODERVIT SWOJ LITERAL, OTLI^NYJ OT xi, xi).

mY PRI[LI K NERAWENSTWU: L(F^′) 6 L(F ) − m − [m 2 ] 6 L(F ) −^3_2m.

dALEE, PEREMENNU@ xi WYBEREM TAK, ^TOBY ^ISLO m BYLO KAK MOV- NO BOLX[E. iZ n WOZMOVNYH PEREMENNYH NAJD¡TSQ TAKAQ, KOTORAQ WHODIT W FORMULU F NE MENX[E, ^EM L(F )/n RAZ, PO“TOMU

L(F^′) 6 L(F ) − 3 2 m > L(F ) −^3_2 ·^{L(F )}_n = L(F ) ·^(1 −^3_{2n}^).

nAKONEC, ZAMETIM, ^TO L(F ) = λn (W SILU MINIMALXNOSTI F ), A FORMULA F^′ ZADA¡T ODNU IZ FUNKCIJ Λn−1 ILI Λn−1 (S TO^NOSTX@ DO PEREIMENOWANIQ PEREMENNYH), PO“TOMU L(F^′) > λn−1. nAMI DO- KAZANA

lEMMA 5. eSLI n > 2, TO λn^(1 −^3_{2n}^) > λn−1.

nAJD¡M QWNU@ OCENKU DLQ λn.

tEOREMA 2. λn > n^{3/2}.

dOKAZATELXSTWO PROWED¡M INDUKCIEJ PO n. bAZIS INDUKCII: n = 1. iMEEM: λ1 = 1 > 1^{3/2}. iNDUKTIWNYJ PEREHOD: n − 1 → n. rASSMOTRIM CEPO^KU NE- RAWENSTW: λ_n ( 1 − 3 2n ) > λn−1 > (n − 1)^{3/2} > n^{3/2(}1 −^3_{2n}^). (8)

— 23 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

pERWOE IZ NIH DOKAZANO W LEMME 5, WTOROE WERNO PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII. dLQ DOKAZATELXSTWA TRETXEGO PROWED¡M WYKLADKI:

(n − 1)^{3/2} > n^{3/2} ( 1 − 3 2n ) , 2n(n − 1)^{3/2} > n^{3/2}(2n − 3),

2(n − 1)^{3/2} > √ n(2n − 3), 4(n − 1)^3 > n(2n − 3)^2,

4n^3 − 12n^2 + 12n − 4 > 4n^3 − 12n^2 + 9n,

3n > 4,

A “TO WERNO PRI n > 2. iZ NERAWENSTWA (8) SLEDUET λn > n^{3/2}. �

uPRAVNENIE 14. A) dOKAVITE, ^TO λ3 > 9; B) dOPUSTIM, λ5 = 28. dOKAVITE TOGDA, ^TO λ6 > 39.

uPRAVNENIE 15. nAJDITE SLOVNOSTX FUNKCII GOLOSOWANIQ TRËH PEREMENNYH: ZNA^ENIE FUNKCII RAWNO EDINICE TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA BOLX[INSTWO EË PEREMENNYH (DWE ILI TRI) PRINIMA- @T ZNA^ENIE 1.

§ 8. nIVNQQ OCENKA n^2

w ZAKL@^ITELXNOM PARAGRAFE “TOJ GLAWY MY DOKAVEM E]¡ ODNU NIVN@@ OCENKU SLOVNOSTI, NA “TOT RAZ — BLIZKU@ K OKON^ATELX- NOJ, A IMENNO, λn > n^2. mY UVE OTME^ALI, ^TO TO^NOE ZNA^ENIE ^ISLA λn W OB]EM SLU^AE NE NAJDENO, NO IZWESTNA WERHNQQ OCENKA

λ_n < 9/8n^2. rAZRYW MEVDU WERHNEJ I NIVNEJ OCENKOJ OGRANI^EN

KONSTANTOJ (W DANNOM SLU^AE 9/8). w TAKIH SLU^AQH MY GOWORIM, ^TO SLOVNOSTX NAJDENA PO PORQDKU.

eSLI METOD DOKAZATELXSTWA PREDYDU]EGO PARAGRAFA TESNO SWQ- ZAN SO SPECIFIKOJ FUNKCII Λn (PRI PODSTANOWKE KONSTANT LINEJNAQ FUNKCIQ PEREHODIT W LINEJNy@), TO METOD, KOTORYJ MY IZLOVIM NI- VE, MOVET BYTX PRIMEN¡N K L@BOJ FUNKCII (NO DAWATX, WOZMOVNO, MENX[U@ OCENKU). sLOVNOSTX FUNKCII MY OCENIM NEKOTOROJ WELI- ^INOJ, WY^ISLQEMOJ PO FUNKCII BOLEE PROSTO, ^EM SOBSTWENNO E¡

— 24 —

x 8. nIVNQQ OCENKA n2

SLOVNOSTX. tAKAQ WELI^INA NAZYWAETSQ FUNKCIONALOM SLOVNOSTI. dOKAZATELXSTWO TOGO, ^TO DANNAQ WELI^INA — FUNKCIONAL SLOVNOS- TI, OBY^NO NE SLOVNO I PROIZWODITSQ PO INDUKCII. sLOVNEE PRI- DUMATX SAM FUNKCIONAL. —TO — SWOEGO RODA ISKUSSTWO.

dO KONCA PARAGRAFA BUDEM S^ITATX, ^TO WSE RASSMATRIWAEMYE FUNKCII ZAWISQT OT ODNIH I TEH VE PEREMENNYH — x1, . . . , xn. tAKIM OBRAZOM, KAVDAQ BULEWA FUNKCIQ OPREDELENA NA MNOVESTWE NABOROW DLINY n, SOSTOQ]IH IZ NULEJ I EDINIC. oBOZNA^IM ^EREZ f^{−1}(1) MNOVESTWO TEH NABOROW, NA KOTORYH FUNKCIQ f RAWNA EDINICE, A ^EREZ f^{−1}(0) — MNOVESTWO TEH NABOROW, NA KOTORYH FUNKCIQ f RAWNA 0. dALEE BUDEM ISPOLXZOWATX OBOZNA^ENIQ IZ TEORII MNOVESTW: a ∈ B (“LEMENT a PRINADLEVIT MNOVESTWU B), A ⊆ B (KAVDYJ “LEMENT MNOVESTWA A PRINADLEVIT MNOVESTWU B) I |A| (^ISLO “LEMENTOW W MNOVESTWE A).

pUSTX M0 I M1 — TAKIE MNOVESTWA NABOROW, ^TO M0 ⊆ f^{−1}(0) I M1 ⊆ f^{−1}(1). dWA NABORA α̃ I^~β NAZOW¡M SOSEDNIMI, ESLI ONI OTLI- ^A@TSQ ROWNO PO ODNOJ KOORDINATE. nAPRIMER, NABOR PRI n = 3 NA- BOR (0, 1, 0) QWLQETSQ SOSEDNIM S NABORAMI (1, 1, 0), (0, 0, 0) I (0, 1, 1). oBOZNA^IM ^EREZ R MNOVESTWO WSEH TAKIH PAR NABOROW (α̃,^~β), ^TO

α̃ ∈ M_0, β̃ ∈ M_1 I NABORY α̃ I β̃ QWLQ@TSQ SOSEDNIMI. oTMETIM, ^TO

MNOVESTWO R ZADA¡TSQ MNOVESTWAMI M0 I M1.

tEOREMA 3. dLQ L@BOJ FUNKCII f I L@BYH DOPUSTIMYH NEPUS- TYH MNOVESTW M0, M1, R WYPOLNENO:

L_Φ(f) > |R|^2 |M_0| · |M_1| . (9)

pREVDE, ^EM DOKAZYWATX “TU TEOREMU, WYWEDEM S E¡ POMO]X@ OCENKU n^2. pUSTX f = Λn, M0 = f^{−1}(0), M1 = f^{−1}(1). rASSMOT- RIM PROIZWOLXNYJ NABOR α̃ ∈ M0 I PROIZWOLXNYJ SOSEDNIJ S NIM NABOR^~β. zAMETIM, ^TO SUMMA “LEMENTOW NABORA^~β, PO SRAWNENI@ S NABOROM α̃, UWELI^ILASX ILI UMENX[ILASX NA EDINICU. zNA^IT, ESLI SUMMA BYLA ^¡TNA, TO ONA STANET NE^¡TNOJ, SLEDOWATELXNO, ZNA^ENIE FUNKCII f NA NABORE^~β RAWNO 1, T. E.^~β ∈ M1. a TOGDA PARA (α̃,^~β) PRINADLEVIT MNOVESTWU R.

— 25 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

mY WIDIM, ^TO KAVDOMU NABORU α̃ ∈ M0 SOOTWETSTWUET STOLX- KO PAR NABOROW IZ MNOVESTWA R, SKOLXKO U α̃ SOSEDNIH NABOROW, A IH ROWNO n. nAKONEC, ZAMETIM, ^TO KAVDOMU NABORU α̃ SOOTWET- STWU@T SWOI PARY NABOROW WIDA (α̃,^~β). tAKIM OBRAZOM, MNOVEST- WO R KAK MINIMUM W n RAZ BOLX[E (PO ^ISLU “LEMENTOW) MNOVES- TWA M0, T. E. |R| > n|M0|. aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ NERAWENSTWO |R| > n|M1|. pEREMNOVIW IH, POLU^IM |R|^2 > n^2|M0| · |M1|. oTS@DA I IZ (9) ZAKL@^AEM:

λ_n = L_Φ(Λ_n) > |R|^2 |M_0| · |M_1| > n^2.

mY DOKAZALI

sLEDSTWIE 5. λn > n^2.

tEPERX DOKAVEM TEOREMU 3. oBOZNA^IM ^EREZ F MINIMALXNU@ FORMULU DLQ FUNKCII f. pROWED¡M INDUKCI@ PO POSTROENI@ FOR- MULY F .

bAZIS INDUKCII: F — PEREMENNAQ. pUSTX F = xi. nAPOMNIM, MY S^ITAEM, ^TO FUNKCIQ f ZAWISIT OT PEREMENNYH x1, . . . , xn. mNO- VESTWO M0 SOSTOIT IZ NEKOTORYH NABOROW, U KOTORYH i-Q KOORDINATA RAWNA 0, A MNOVESTWO M1 — IZ NEKOTORYH NABOROW, U KOTORYH i-Q KO- ORDINATA RAWNA 1. dLQ KAVDOGO NABORA α̃ ∈ M0 SU]ESTWUET EDINST- WENNYJ SOSEDNIJ NABOR^~β, KOTORYJ MOVET PRINADLEVATX MNOVESTWU

M_1, A IMENNO, β̃ OTLI^AETSQ OT α̃ PO i-J KOORDINATE. tAKIM OBRAZOM,

KAVDOMU NABORU α̃ ∈ M0 SOOTWETSTWUET NE BOLEE ODNOJ PARY (α̃,^~β) IZ MNOVESTWA R. sLEDOWATELXNO, |R| 6 |M0|. aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ NERAWENSTWO |R| 6 |M1|. pEREMNOVIW IH, POLU^IM |R|^2 6 |M0| · |M1|. zAMETIM, ^TO L(f) = 1. oKON^ATELXNO IMEEM:

L(f) = 1 > |R|^2 |M_0| · |M_1| . iNDUKTIWNYJ PEREHOD. wOZMOVNY SLU^AI: 1) F = G; 2) F =

G & H; 3) F = G ∨ H. tRETIJ SLU^AJ MOVNO SWESTI K PERWYM DWUM,

ESLI WOSPOLXZOWATXSQ ZAKONOM DE mORGANA: G ∨ H = G & H. nUVNO

— 26 —

x 8. nIVNQQ OCENKA n2

TOLXKO ZAMETITX, ^TO PRI “TOM PREOBRAZOWANII SLOVNOSTX FORMULY NE IZMENQETSQ.

sLU^AJ 1). pUSTX FORMULA G ZADA¡T FUNKCI@ g. nAM DANY MNOVESTWA M0 ⊆ f^{−1}(0) I M1 ⊆ f^{−1}(1) (MNOVESTWO R PO NIM OPRE- DELQETSQ). zADA^A SOSTOIT W TOM, ^TOBY POSTROITX MNOVESTWA M0 I M1 DLQ FUNKCII g; MY IH BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ M^g_0 I M^g_1 . pRI “TOM TREBUETSQ, ^TOBY WYPOLNQLISX WLOVENIQ M^g_0 ⊆ g^{−1}(0),

M^g_1 ⊆ g^{−1}(1). pOSLE TOGO, KAK “TI MNOVESTWA BUDUT POSTROENY, MY

PRIMENIM K FUNKCII g PREDPOLOVENIE INDUKCII, ZATEM WERN¡MSQ K PREVNIM MNOVESTWAM M0 I M1 I PREOBRAZUEM NIVN@@ OCENKU DLQ FUNKCII g K NIVNEJ OCENKE DLQ f.

w SLU^AE 1) SITUACIQ USTROENA PROSTO. tAK KAK g = f , TO

g^{−1}(0) = f^{−1}(1) I g^{−1}(1) = f^{−1}(0). pO“TOMU DOSTATO^NO MNOVESTWA

M_0 I M_1 POMENQTX MESTAMI, T. E. POLOVITX M^g_0 = M_1, M^g_1 = M_0.

pRI “TOM W MNOVESTWE R^g (T. E. MNOVESTWE R DLQ FUNKCII g) BUDET STOLXKO VE “LEMENTOW, SKOLXKO IH IMEETSQ W R. nAKONEC ZAMETIM, ^TO SLOVNOSTI FUNKCIJ f I g RAWNY (UPRAVNENIE 7 IZ § 3). iSPOLX- ZUQ PREDPOLOVENIE INDUKCII DLQ FUNKCII g, POLU^IM

L_Φ(f) = L_Φ(g) > |R^g|^2 |M^g_0 | · |M^g_1 | = |R|^2 |M_1| · |M_0| . sLU^AJ 2). sHEMA DOKAZATELXSTWA TA VE, ^TO I W SLU^AE 1.

~EREZ g I h OBOZNA^IM FUNKCII, ZADANNYE FORMULAMI G I H. nAM DANY MNOVESTWA M0, M1 I R DLQ FUNKCII f. pOSTROIM PO NIM MNOVESTWA M^g_0 , M^g_1 , R^g DLQ FUNKCII g I MNOVESTWA M^h_0 , M^h_1 I R^h, SOOTWETSTWU@]IE FUNKCII h. rASSMOTRIM MNOVESTWO M1. eSLI^~β ∈

M_1, TO f NA NABORE β̃ PRINIMAET ZNA^ENIE 1. tOGDA IZ RAWENSTWA

f = gh SLEDUET, ^TO FUNKCII g I h NA NABORE β̃ PRINIMA@T ZNA^ENIQ

1. sLEDOWATELXNO, NI^TO NE PREPQTSTWUET TOMU, ^TOBY WKL@^ITX NABOR^~β KAK W MNOVESTWO M^g_1 , TAK I W MNOVESTWO M^h_1 . tAK MY I POSTUPIM, POLOVIW_{M g}

1 = M^h_1 = M_1. (10)

s MNOVESTWOM M0 SITUACIQ SLOVNEE. eSLI α̃ ∈ M0, TO f(α̃) = 0. tOGDA WOZMOVNY TRI SLU^AQ: A) g(α̃) = 0 I h(α̃) = 0; B) g(α̃) = 0 I h(α̃) = 1; W) g(α̃) = 1 I h(α̃) = 0. dRUGIMI SLOWAMI, MNOVESTWO

— 27 — gLAWA II. lINEJNYE FUNKCII

M_0 ESTESTWENNO RASPADAETSQ NA TRI ^ASTI, SOOTWETSTWU@]IE TR¡M

“TIM SLU^AQM. kAK IZ “TIH ^ASTEJ SKOMPONOWATX DWA MNOVESTWA M^g_0 I M^h_0 — NE O^EWIDNO. wYQSNIM, PRI KAKIH USLOWIQH MNOVESTWA M^g_0 I M^h_0 BUDUT OPREDELENY KORREKTNO (T. E. BUDET WYPOLNENO M^g_0 ⊆

g^{−1}(0), M^h_0 ⊆ h^{−1}(0))

l@BOJ NABOR IZ SLU^AQ A) MOVET BYTX WKL@^¡N KAK W MNOVESTWO

M^g_0 , TAK I W MNOVESTWO M^h_0 . nABOR IZ SLU^AQ B) MOVET BYTX WKL@^¡N

TOLXKO W MNOVESTWO M^g_0 . nAKONEC, NABOR IZ SLU^AQ W) MOVET BYTX WKL@^¡N TOLXKO W M^h_0 . bUDEM DEJSTWOWATX W RAMKAH “TIH OGRANI- ^ENIJ. wSE NABORY IZ SLU^AQ B) OTNES¡M K MNOVESTWU M^g_0 , NABORY IZ SLU^AQ W) — K MNOVESTWU M^h_0 , A NABORY IZ SLU^AQ A) KAK-NIBUDX RAZDELIM MEVDU MNOVESTWAMI M^g_0 I M^h_0 . dLQ NAS WAVNO TOLXKO, ^TO KAVDYJ “LEMENT IZ M0 OTNES¡N LIBO K MNOVESTWU M^h_0 , LIBO K M^g_0 , NO NE K OBOIM ODNOWREMENNO. dRUGIMI SLOWAMI, WYPOLNENO

|M^g_0 | + |M^h_0 | = |M_0|. (11)

nAKONEC, WYQSNIM, KAK SOOTNOSQTSQ MEVDU SOBOJ MNOVESTWA R,

R^g I R^h. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ PARU (α̃, β̃) ∈ R. nABOR α̃ ∈ M_0

OTNES¡N NAMI ILI K MNOVESTWU M^g_0 , ILI K M^h_0 , A NABOR^~β ∈ M1 W SILU

(10) PRINADLEVIT KAK MNOVESTWU M^g_1 , TAK I M^h_1 . eSLI α̃ OTNES¡N K M^g_0 , TO PARA (α̃, β̃) PRINADLEVIT MNOVESTWU R^g ; W PROTIWNOM SLU^AE

“TA PARA PRINADLEVIT MNOVESTWU R^h. kROME TOGO, MNOVESTWA R^g I

R^h NE PERESEKA@TSQ T. E. NE SODERVAT ODNU I TU VE PARU (α̃, β̃), TAK

KAK W PROTIWNOM SLU^AE NABOR α̃ PRINADLEVAL BY KAK MNOVESTWU

M^g_0 , TAK I MNOVESTWU M^h_0 . iTAK, KAVDAQ PARA IZ R POPADAET LIBO

W MNOVESTWO R^g, LIBO W R^h, NO NE W OBA ODNOWREMENNO, A ZNA^IT, |R^g| + |R^h| = |R|. (12) wYPI[EM CEPO^KU RAWENSTW I NERAWENSTW, A ZATEM POQSNIM E¡:

L_Φ(f) = L_Φ(g) + L_Φ(h) > |R^g|^2 |M^g_0 | · |M^g_1 | + |R^h|^2 |M^h_0 | · |M^h_1 | > >^{(|Rg| + |Rh|)2} (|M^g_0 | + |M^h_0 |) · |M_1| = |R|^2 |M_0| · |M_1| . (13)

— 28 —

x 8. nIVNQQ OCENKA n2

pERWOE RAWENSTWO WYTEKAET IZ O^EWIDNOGO RAWENSTWA L(F ) = L(G)+

L(H) I SLEDU@]EGO SOOBRAVENIQ: FORMULA F MINIMALXNA DLQ f

(T. E. L(F ) = LΦ(f)), PO“TOMU I FORMULY G I H MINIMALXNY DLQ, SOOTWETSTWENNO, FUNKCIJ g I h (T. E. L(G) = LΦ(g) I L(H) = LΦ(h)). dEJSTWITELXNO, ESLI BY HOTQ BY ODNA IZ FORMUL G, H DOPUSKALA UPRO]ENIE, TO I FORMULU F MOVNO BYLO BY UPROSTITX, PODSTAWIW W NE¡ UPRO]¡NNU@ WERSI@ FORMULY G (ILI H).

dALEE, PERWOE NERAWENSTWO W (13) SLEDUET IZ PREDPOLOVENIQ IN- DUKCII DLQ FUNKCIJ g I h. pOSLEDNEE RAWENSTWO W (13) SLEDUET IZ RAWENSTW (11) I (12). nAM OSTALOSX DOKAZATX WTOROE NERAWENSTWO W

(13). wO PERWYH, WOSPOLXZUEMSQ RAWENSTWOM (10) I RAZDELIM OBE ^AS-

TI NERAWENSTWA NA |M1|. oSTALOSX DOKAZATX NERAWENSTWO: |R^g|^2 |M^g_0 | + |R^h|^2 |M^h_0 | > (|R^g| + |R^h|)^2 |M^g_0 | + |M^h_0 | . oBOZNA^IM: p = |R^g|, q = |R^h|, r = |M^g_0 |, s = |M^h_0 |. pEREPI[EM NERAWENSTWO W NOWYH OBOZNA^ENIQH I PREOBRAZUEM EGO:

p^2 r + q^2

s >^{(p + q)2}_{r + s} ,

p^2s(r + s) + q^2r(r + s) > rs(p + q)^2,

p^2rs + p^2s^2 + q^2r^2 + q^2rs − p^2rs − 2pqrs − q^2rs > 0,

p^2s^2 − 2pqrs + q^2r^2 > 0,

(ps − qr)^2 > 0.

nERAWENSTWO (13), A WMESTE S NIM I TEOREMA 3, DOKAZANY. �

uPRAVNENIE 16. nAJDITE, ^EMU RAWNY MO]NOSTI MNOVESTW

M_0, M_1 I R, POSTROENNYH NAMI PRI WYWODE SLEDSTWIQ 5 IZ TEORE-

MY 3 (MO]NOSTX MNOVESTWA — “TO ^ISLO “LEMENTOW W NËM).

uPRAVNENIE 17. pOLU^ITE NIVN@@ OCENKU DLQ FUNKCII GO- LOSOWANIQ OT n PEREMENNYH (n NE^ËTNO): FUNKCIQ PRINIMAET ZNA- ^ENIE 1 TOLXKO W SLU^AQH, KOGDA BOLX[INSTWO EË PEREMENNYH PRI- NIMA@T ZNA^ENIE 1.

— 29 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

§ 9. fORMULY W LINEJNOM BAZISE

w GLAWE II MY WYWELI DWE NELINEJNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI W SLU^AE, KOGDA ISPOLXZUETSQ BAZIS B0 = {&, ∨, ¬}. w “TOM I SLEDU@- ]EM PARAGRAFAH MY RASSMOTRIM DRUGOJ BAZIS — B1 = {&, ∨, ¬, ⊕}. nOWIZNA SITUACII SOSTOIT W TOM, ^TO WSE OCENKI GLAWY II OTNOSI- LISX K LINEJNOJ FUNKCII Λn = x1 ⊕ . . .⊕ xn. e¡ WYRAVENIE W BAZISE

B_0 DOSTATO^NO SLOVNO POTOMU, ^TO BAZIS B_0 NE SODERVIT FUNKCI@

⊕. eSLI VE BAZIS SODERVIT FUNKCI@ ⊕, KAK, NAPRIMER, B1, TO LI- NEJNAQ FUNKCIQ ZADA¡TSQ SWOEJ ESTESTWENNOJ FORMULOJ: x1 ⊕. . .⊕xn, A ZNA^IT, IMEET SLOVNOSTX n. pONQTNO, ^TO ISPOLXZOWATX METODY IZ GLAWY II W “TOM SLU^AE MY NE MOVEM.

oKAZYWAETSQ, ^TO DLQ BAZISA B1 SU]ESTWUET DRUGOJ PODHOD K PO- LU^ENI@ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI, BOLEE OB]IJ, ^EM IZLOVENNYE RANX[E. oN MOVET BYTX PRIMEN¡N, WOOB]E GOWORQ, K PROIZWOLXNOMU KONE^NOMU BAZISU I DAVE K DRUGIM, OTLI^NYM OT FORMUL, KLASSAM SHEM. nAPRIMER, K KONTAKTNYM SHEMAM, KOTORYE MY RASSMOTRIM W

§ 11. w “TOM METODE OCENIWAETSQ SLOVNOSTX UNIWERSALXNYH FUNKCIJ,

KOTORYE MY WWED¡M W § 10. uNIWERSALXNAQ FUNKCIQ HARAKTERIZUETSQ TEM, ^TO IZ NE¡ MOVNO, PODSTAWLQQ KONSTANTY WMESTO PEREMENNYH, POLU^ITX L@BU@ BULEWU FUNKCI@ OT ZADANNOGO ^ISLA PEREMENNYH. mETOD OSNOWAN NA TOM FAKTE, ^TO SREDI BULEWYH FUNKCIJ SU]EST- WU@T DOSTATO^NO SLOVNYE. mY IH NE MOVET UKAZATX QWNO, NO MOVEM DOKAZATX IH SU]ESTWOWANIE, ^TO MY SEJ^AS I SDELAEM.

mNOGIE PONQTIQ I UTWERVDENIQ, OTNOSQ]IESQ K BAZISU B1, WWO- DQTSQ I DOKAZYWA@TSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK “TO BYLO SDELANO DLQ BAZISA B0. dLQ TOGO, ^TOBY POLU^ITX OPREDELENIE FORMULY W BAZISE

B_1, NUVNO K PUNKTU B) OPREDELENIQ FORMULY W BAZISE B_0 PRIPISATX,

^TO ESLI F I G — FORMULY, TO (F ⊕ G) QWLQETSQ FORMULOJ. ~TO- BY OPREDELITXSQ S SOKRA]¡NNOJ ZAPISX@ FORMUL, USLOWIMSQ, ^TO OPERACIQ ⊕ WYPOLNQETSQ W SAMU@ POSLEDN@@ O^EREDX. nAPRIMER, ZAPISX x ⊕ y ∨ z OZNA^AET: (x ⊕ (y ∨ z)). sLOVNOSTX FORMULY I SLOV- NOSTX FUNKCII W SLU^AE BAZISA B1 OPREDELQ@TSQ TAK VE, KAK DLQ BAZISA B0: SLOVNOSTX FORMULY — “TO ^ISLO SIMWOLOW PEREMENNYH

— 30 —

x 9. fORMULY W LINEJNOM BAZISE

W NEJ, A SLOVNOSTX FUNKCII — MINIMALXNAQ SLOVNOSTX FORMULY, ZADA@]EJ “TU FUNKCI@. sLOVNOSTX FORMULY F DLQ L@BOGO BAZISA IMEET ODNO I TO VE OBOZNA^ENIE L(F ), TAK KAK NE ZAWISIT OT TOGO, NAD KAKIM BAZISOM RASSMATRIWAETSQ FORMULA. eDINSTWENNOE OTLI- ^IE SOSTOIT W OBOZNA^ENII SLOVNOSTI FUNKCII: SLOVNOSTX FUNKCII f PRI ISPOLXZOWANII BAZISA B1 BUDEM OBOZNA^ATX L^1_Φ(f). nAPRIMER,

L^1_Φ(Λ_n) = n, A L_Φ(Λ_n) > n^2.

pONQTIE PRIWED¡NNOJ FORMULY PRIMENIMO I K BAZISU B1. nA- POMNIM, PRIWED¡NNOJ MY NAZYWAEM FORMULU, W KOTOROJ KAVDOE OT- RICANIE DEJSTWUET NEPOSREDSTWENNO NA PEREMENNU@. dLQ KAVDOJ FORMULY SU]ESTWUET “KWIWALENTNAQ EJ PRIWED¡NNAQ FORMULA. ~TO- BY “TO POKAZATX, NUVNO NARQDU S TOVDESTWAMI x = x, x & y = x ∨ y I x ∨ y = x & y ISPOLXZOWATX PRAWILO SNQTIQ OTRICANIQ S FUNKCII ⊕. mY ZNAEM, ^TO x = x ⊕ 1, PO“TOMU x ⊕ y = x ⊕ y ⊕ 1 = x ⊕ y (ILI

x ⊕ y). dLQ PRIMERA POSTROIM PRIWED¡NNU@ FORMULU: xy ⊕ y ∨ z = xy ⊕ y ∨ z = x ∨ y ⊕ y ∨ z. nA[A BLIVAJ[AQ ZADA^A — OCENITX ^ISLO PRIWED¡NNYH FOR- MUL, IME@]IH ZADANNU@ SLOVNOSTX l. wOOB]E GOWORQ, ^ISLO PERE- MENNYH BESKONE^NO. pO“TOMU BUDEM RASSMATRIWATX FORMULY, W KO- TORYH SODERVATSQ TOLXKO PEREMENNYE x1, . . . , xn. pUSTX PRIWED¡NNAQ FORMULA IMEET SLOVNOSTX l. eSLI IZ NE¡ UDALITX WSE SKOBKI, TO MY POLU^IM WYRAVENIE WIDA:

y_1 ∘_1 y_2 ∘_2 . . . ∘_{l−1} y_l, (14)

GDE y1, . . . , yl — NEKOTORYE PEREMENNYE, WOZMOVNO, S OTRICANIQMI (DRUGIMI SLOWAMI, LITERALY), A ∘1, . . . , ∘l−1 — LOGI^ESKIE SWQZKI:

&, ∨ ILI ⊕.

pODS^ITAEM ^ISLO WYRAVENIJ WIDA (14). kAVDYJ IZ l LITERA- LOW y1, . . . , yl MOVNO WYBRATX ODNIM IZ 2n SPOSOBOW, A IMENNO, IME- ETSQ n PEREMENNYH BEZ OTRICANIJ I n PEREMENNYH S OTRICANIQMI. zNA^IT l LITERALOW ODNOWREMENNO MOVNO WYBRATX (2n)^l SPOSOBAMI. aNALOGI^NO, KAVDU@ IZ SWQZOK ∘1, . . . , ∘l−1 MOVNO WYBRATX TREMQ SPOSOBAMI: &, ∨ ILI ⊕, A ZNA^IT, ODNOWREMENNO WSE SWQZKI MOVNO WYBRATX 3^{l−1} SPOSOBAMI. lITERALY I SWQZKI WYBIRA@TSQ NEZAWISI- MO DRUG OT DRUGA, ZNA^IT, OB]EE ^ISLO RAZLI^NYH WYRAVENIJ WIDA

(14) RAWNO (2n)^l · 3^{l−1}. dALEE, NUVNO PODS^ITATX ^ISLO WARIANTOW

— 31 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

RASSTANOWKI SKOBOK W WYRAVENII (14), UMNOVITX EGO NA ^ISLO RAZ- LI^NYH WYRAVENIJ (14) I MY POLU^IM ^ISLO FORMUL SLOVNOSTI l. oDNAKO PODS^¡T ^ISLA WARIANTOW RASSTANOWKI SKOBOK DOSTATO^NO SLOVEN (OTWETOM QWLQ@TSQ ^ISLA kATALANA) I NE WHODIT W NA[I PLANY. —TOT WOPROS MY OSTAWLQEM ZAINTERESOWANNYM ^ITATELQM.

mY VE OCENIM ^ISLO FORMUL DRUGIM, DOSTATO^NO GRUBYM SPOSO- BOM. a IMENNO, PRIWED¡NNAQ FORMULA — “TO WYRAVENIE, SOSTOQ]EE IZ SLEDU@]EGO NABORA SIMWOLOW: 2n LITERALOW, 3 LOGI^ESKIH SWQZKI I DWE SKOBKI; ITOGO — 2n + 5 RAZLI^NYH SIMWOLOW. pODS^ITAEM TE- PERX DLINU FORMULY, T. E. OB]EE ^ISLO SIMWOLOW W NEJ. w FORMULE IMEETSQ l LITERALOW, (l − 1) SWQZKA I NEKOTOROE KOLI^ESTWO SKOBOK. sOGLASNO OPREDELENI@ FORMULY, KAVDOJ SWQZKE SOOTWETSTWUET ROW- NO ODNA PARA SKOBOK, A ZNA^IT, OB]EE ^ISLO SKOBOK RAWNO 2(l − 1). iTAK, DLINA FORMULY RAWNA 4l−3. kOLI^ESTWO WSEWOZMOVNYH WYRA- VENIJ DLINY 4l − 3, W KOTORYH KAVDYJ SIMWOL WYBIRAETSQ (2n + 5) SPOSOBAMI, RAWNO (2n + 5)^{4l−3}. kAVDAQ RASSMATRIWAEMAQ FORMULA WHODIT W “TO MNOVESTWO WYRAVENIJ, PO“TOMU ISKOMOE ^ISLO FORMUL NE BOLX[E ^EM (2n + 5)^{4l−3}. dLQ UDOBSTWA DALXNEJ[IH WY^ISLENIJ ZAMENIM “TO ^ISLO BÓLX[IM, A IMENNO, (2n+5)^{4l−3} 6 (7n)^{4l}, TAK KAK n > 1. mY DOKAZALI

uTWERVDENIE 8. ~ISLO PRIWEDËNNYH FORMUL SLOVNOSTI l, W KOTORYE WHODQT TOLXKO PEREMENNYE x1, . . . , xn, NE BOLX[E ^EM

(7n)^{4l}.

sLEDSTWIE 6. ~ISLO PRIWEDËNNYH FORMUL, SODERVA]IH TOLX- KO PEREMENNYE x1, . . . , xn I IME@]IH SLOVNOSTX, NE BOLX[U@ ^EM l, NE PREWOSHODIT (7n)^{8l}.

dEJSTWITELXNO, ESLI SLOVNOSTX FORMULY NE BOLX[E ^EM l, TO SLOVNOSTX MOVET BYTX RAWNA 1, 2, . . . , l, PO“TOMU DOSTATO^NO PRO- SUMMIROWATX OCENKI, KOTORYE DA¡T UTWERVDENIE 8 W SLU^AQH l = 1,

l = 2, . . ., l = l. pOLU^IM SUMMU GEOMETRI^ESKOJ PROGRESSII:

(7n)^4 + (7n)^{4·2} + . . . + (7n)^{4l} =

(7n)^{4(l+1)} − (7n)^4

(7n)^4 − 1 . — 32 —

x 9. fORMULY W LINEJNOM BAZISE

dLQ UPRO]ENIQ OCENKI OTBROSIM ZNAMENATELX I WY^ITAEMOE W ^IS- LITELE (PRI “TOM ^ISLO NE UMENX[ITSQ), A TAKVE ZAMENIM l + 1 NA 2l. �

mY OCENILI ^ISLO FORMUL. tEPERX PODS^ITAEM ^ISLO BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH. kAVDAQ TAKAQ FUNKCIQ OPREDELENA NA MNOVESTWE NABOROW DLINY n, SOSTOQ]IH IZ NULEJ I EDINIC. wNA- ^ALE NAJD¡M ^ISLO TAKIH NABOROW. nA KAVDOM MESTE NABORA MOVET STOQTX NULX ILI EDINICA. ~ISLO SPOSOBOW PROIZWOLXNYM OBRAZOM RASSTAWITX SIMWOLY 0 I 1 NA n MESTAH RAWNO 2^n. dALEE, FUNKCIQ OPREDELQETSQ TEM, KAKOWY E¡ ZNA^ENIQ NA WSEH NABORAH. zNA^ENIE FUNKCII NA KAVDOM NABORE MOVNO WYBRATX DWUMQ SPOSOBAMI: 0 ILI 1, A WSEGO IMEETSQ 2^n NABOROW, ZNA^IT, ^ISLO SPOSOBOW WYBRATX ZNA- ^ENIQ FUNKCII NA WSEH NABORAH RAWNO 2^{2n} . iTAK

uTWERVDENIE 9. ~ISLO BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH RAWNO 2^{2n} .

tEPERX SRAWNIM ^ISLO FORMUL I ^ISLO FUNKCIJ. rASSMOTRIM WSE FUNKCII OT n PEREMENNYH. ~ISLO IH KONE^NO, ZNA^IT, SU]ESTWU- ET NEKOTORAQ FUNKCIQ, OBLADA@]AQ NAIBOLX[EJ SLOVNOSTX@. pUSTX “TA SLOVNOSTX RAWNA l. tOGDA KAVDU@ IZ RASSMATRIWAEMYH FUNK- CIJ MOVNO ZADATX PRIWED¡NNOJ FORMULOJ, SLOVNOSTX KOTOROJ NE BOLX[E ^EM l. mOVNO S^ITATX, ^TO WO WSEH “TIH FORMULAH ISPOLX- ZU@TSQ TOLXKO PEREMENNYE x1, . . . , xn, ODNOZNA^NO SOOTWETSTWU@]IE ARGUMENTAM FUNKCIJ. rAZNYM FUNKCIQM OTWE^A@T RAZNYE FORMU- LY, ZNA^IT, ^ISLO FUNKCIJ OT n PEREMENNYH NE BOLX[E ^ISLA PRI- WED¡NNYH FORMUL, IME@]IH SLOVNOSTX, RAWNU@ l ILI MENX[U@.

iSPOLXZUQ SLEDSTWIE 6 I UTWERVDENIE 9, POLU^IM

2^{2n} 6 (7n)^{8l}.

pROLOGARIFMIRUEM PO OSNOWANI@ 2:

2^n 6 8l · log_2(7n).

nAKONEC, WYRAZIM l I UPROSTIM WID OCENKI (S^ITAEM, ^TO n > 2):

l >^{2n}_{8 log2(7n)} >^{2n}_{8 log2(8n)} =^{2n}_{8(log2 n + 3)} >^{2n}_{8 · 4 log2 n} .

— 33 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

~ISLO l BYLO WYBRANO TAK, ^TO SU]ESTWUET FUNKCIQ OT n PEREMEN- NYH, IME@]AQ SLOVNOSTX l, PO“TOMU NAMI DOKAZANA

lEMMA 6. dLQ KAVDOGO n > 2 SU]ESTWUET FUNKCIQ OT n PERE- MENNYH, SLOVNOSTX KOTOROJ NE MENX[E ^EM c ·^{2n}_{log2 n} , GDE c = 1/32.

uPRAVNENIE 18. nAJDITE TAKOE n, DLQ KOTOROGO SU]ESTWU- ET FUNKCIQ OT n PEREMENNYH, IME@]AQ SLOVNOSTX, NE MENX[U@

n^2 (W SLU^AE BAZISA B_1).

uPRAVNENIE 19*. iSPOLXZUQ ^ISLA kATALANA, TO^NO PODS^I- TAJTE ^ISLO FORMUL, OCENENNOE NAMI W UTWERVDENII 8.

§ 10. —FFEKTIWNAQ NIVNQQ OCENKA

sEJ^AS MY WWED¡M DWE UNIWERSALXNYE FUNKCII, KOTORYE BUDEM NAZYWATX PERWOJ I WTOROJ UNIWERSALXNYMI. zATEM DLQ WTOROJ IZ NIH DOKAVEM NELINEJNU@ NIVN@@ OCENKU SLOVNOSTI.

pERWAQ UNIWERSALXNAQ FUNKCIQ ZAWISIT OT DWUH NABOROW PERE- MENNYH: x1, x2, . . . , xk I y1, y2, . . . , yn, PRI^¡M n = 2^k. pEREMENNYE

x_1, . . ., x_k NAZYWA@TSQ UPRAWLQ@]IMI, A PEREMENNYE y_1, . . . , y_n —

RABO^IMI. zNA^ENIE FUNKCII WY^ISLQETSQ TAK. nABOR ZNA^ENIJ UP- RAWLQ@]IH PEREMENNYH x1, . . . , xk RASSMATRIWAETSQ KAK ZAPISX NE- KOTOROGO CELOGO ^ISLA W DWOI^NOJ SISTEME S^ISLENIQ. —TO ^ISLO OBOZNA^IM ^EREZ x. tOGDA x = 2^{k−1}x1 + 2^{k−2}x2 + . . . + 2xk−1 + xk. ~ISLO x PRINADLEVIT OTREZKU [0, 2^k −1], T. E. [0, n−1], PO“TOMU RAZ- LI^NYE ^ISLA x ODNOZNA^NO SOOTWETSTWU@T RABO^IM PEREMENNYM: ^ISLO 0 SOOTWETSTWUET PEREMENNOJ y1, . . . , ^ISLO n − 1 — PEREMEN- NOJ yn; WOOB]E, ^ISLO x SOOTWETSTWUET PEREMENNOJ yx+1. zNA^ENIEM UNIWERSALXNOJ FUNKCII QWLQETSQ ZNA^ENIE TOJ RABO^EJ PEREMENNOJ, KOTORAQ SOOTWETSTWUET ^ISLU x, OPREDELQEMOMU UPRAWLQ@]IMI PE- REMENNYMI.

pERWU@ UNIWERSALXNU@ FUNKCI@ OBOZNA^IM ^EREZ Un. e¡ OPRE- DELENIE MOVNO ZAPISATX FORMALXNO:

U_n(x_1, . . . , x_k, y_1, . . . , y_n) = y_{x+1}, GDE x = 2^{k−1}x_1 + . . .+ 2x_{k−1} + x_k.

— 34 —

x 10. —FFEKTIWNAQ NIVNQQ OCENKA

nAPRIMER, PUSTX k = 2. tOGDA n = 2^2 = 4. fUNKCIQ U4 ZAWISIT OT PEREMENNYH x1, x2, y1, y2, y3, y4. nAJD¡M ZNA^ENIE U4(1, 1, 0, 0, 0, 1). wO-PERWYH, OPREDELIM ^ISLO x: x = 2x1 + x0 = 2 · 1 + 1 = 3. tOGDA ZNA^ENIEM FUNKCII QWLQETSQ ZNA^ENIE PEREMENNOJ y4, KOTOROE RAWNO 1. aNALOGI^NO NAJD¡M: U4(1, 0, 0, 0, 0, 1) = 0.

pOKAVEM, ^TO FUNKCIQ Un QWLQETSQ UNIWERSALXNOJ, A IMENNO DOKAVEM SLEDU@]EE

uTWERVDENIE 10. l@BU@ BULEWU FUNKCI@ OT k PEREMENNYH MOVNO POLU^ITX IZ FUNKCII Un, PODSTAWIW NEKOTORYE KONSTAN- TY WMESTO EË RABO^IH PEREMENNYH.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX f — BULEWA FUNKCIQ OT k PEREMEN- NYH. mOVNO S^ITATX, ^TO “TIMI PEREMENNYMI QWLQ@TSQ x1, . . . , xk. kAVDOMU NABORU α̃ ZNA^ENIJ PEREMENNYH x1, . . ., xk SOOTWETSTWUET ^ISLO x, ZAWISQ]EE OT α̃, KOTOROE MY OBOZNA^IM ^EREZ x(α̃). ~ISLU

x(α̃) SOOTWETSTWUET RABO^AQ PEREMENNAQ y_{x(α̃)+1}. pODSTAWIM W FUNK-

CI@ Un WMESTO PEREMENNOJ y_{x(α̃)+1} KONSTANTU f(α̃), T. E. ZNA^ENIE FUNKCII f NA NABORE α̃. pOSLE WSEH TAKIH PODSTANOWOK POLU^ITSQ NEKOTORAQ FUNKCIQ g, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT PEREMENNYH x1, . . . , xk. pOKAVEM, ^TO g = f. dLQ “TOGO DOSTATO^NO POKAZATX RAWENSTWO “TIH FUNKCIJ NA L@BOM NABORE KONSTANT α̃. pO OPREDELENI@ FUNK- CII Un, ZNA^ENIE g(α̃) RAWNO ZNA^ENI@ PEREMENNOJ y_{x(α̃)+1}. wMESTO “TOJ PEREMENNOJ MY PODSTAWILI KONSTANTU f(α̃). tAKIM OBRAZOM,

g(α̃) = f(α̃). �

w SLU^AE k = 2, n = 4 POKAVEM, KAK IZ FUNKCII Un POLU^ITX FUNKCI@ i OT DWUH PEREMENNYH. uSTANOWIM SOOTWETSTWIE MEVDU PE- REMENNYMI y1, . . . , y4 I NABORAMI ZNA^ENIJ UPRAWLQ@]IH PEREMEN- NYH: y1 SOOTWETSTWUET NABORU (0, 0), y2 — NABORU (0, 1), y3 — (1, 0),

y_4 — (1, 1). wMESTO RABO^IH PEREMENNYH PODSTAWIM ZNA^ENIQ FUNK-

CII i NA SOOTWETSTWU@]IH NABORAH, T. E. POLOVIM y1 = 0 · 0 = 0,

y_2 = 0, y_3 = 0, y_4 = 1. iTAK, x_1x_2 = U_4(x_1, x_2, 0, 0, 0, 1).

tEPERX OPREDELIM 2-@ UNIWERSALXNU@ FUNKCI@. dLQ UDOBSTWA BUDEM S^ITATX, ^TO k TAKVE QWLQETSQ STEPENX@ DWOJKI. pOLOVIM

m = n/k. tAK KAK n, k — STEPENI DWOJKI I n > k, TO ^ISLO m QW-

LQETSQ CELYM. wWED¡M NOWYE PEREMENNYE: z1, z2, . . . , zn I RAZOB˙¡M IH NA k GRUPP PO m PEREMENNYH W KAVDOJ: W PERWU@ GRUPPU WOJDUT

— 35 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

PEREMENNYE z1, . . . , zm, WO WTORU@ — zm+1, . . ., zm, . . . , W POSLEDN@@ GRUPPU — PEREMENNYE zn−m+1, . . . , zn. wTORAQ UNIWERSALXNAQ FUNK- CIQ ZAWISIT TOLXKO OT PEREMENNYH z1, . . . , zn I y1, . . . , yn. oNA WY- ^ISLQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. wNA^ALE PO ZNA^ENIQM PEREMENNYH

z_1, . . . , z_n WY^ISLQ@TSQ ZNA^ENIQ UPRAWLQ@]IH PEREMENNYH, SLEDUQ

FORMULAM: x_1 = z_1 ∨ . . . ∨ z_m, . . . , x_k = z_{n−m+1} ∨ . . . ∨ z_n. (15) zATEM K PEREMENNYM x1, . . . , xk I y1, . . . , yn PRIMENQETSQ 1-Q UNIWER- SALXNAQ FUNKCIQ.

wTORU@ UNIWERSALXNU@ FUNKCI@ OBOZNA^IM ^EREZ Vn. e¡ FOR- MALXNOE OPREDELENIE TAKOWO: V_n(z_1, . . . , z_n, y_1, . . ., y_n) = = U_n(z_1 ∨ . . . ∨ z_m, . . . , z_{n−m+1} ∨ . . . ∨ z_n, y_1, . . . , y_n). oPQTX VE RASSMOTRIM SLU^AJ k = 2, n = 4. w “TOM SLU^AE m = 2. pE- REMENNYE z1, . . . , z4 RAZDELENY NA DWE GRUPPY: z1, z2 I z3, z4. rAWEN- STWA (15) IME@T WID: x1 = z1 ∨ z2, x2 = z3 ∨ z4. wY^ISLIM FUNKCI@, KOTORAQ POLU^ITSQ IZ Vn, ESLI PODSTAWITX (KAK I W PREDYDU]EM PRIMERE) ZNA^ENIQ y1 = y2 = y3 = 0, y4 = 1:

V_4(z_1, z_2, z_3, z_4, 0, 0, 0, 1) = U_4(z_1 ∨ z_2, z_3 ∨ z_4, 0, 0, 0, 1) =

= (z_1 ∨ z_2)(z_3 ∨ z_4).

pEREJD¡M K WYWODU NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI FUNKCII Vn. w NA^ALE RASSMOTRIM FUNKCI@ Un. wMESTO PEREMENNYH y1, . . . , yn POD- STAWIM TAKIE KONSTANTY, ^TOBY PRI “TOM POLU^ILASX SAMAQ SLOV- NAQ FUNKCIQ OT k PEREMENNYH x1, . . . , xk. —TU FUNKCI@ OBOZNA^IM ^EREZ f0. bUDEM S^ITATX, ^TO k > 2. tOGDA W SILU LEMMY 6 IMEEM:

L^1_Φ(f_0) > c ·

2^k

log_2 k

, GDE c =^1_{32} . (16)

tEPERX WERN¡MSQ K FUNKCII Vn I RASSMOTRIM E¡ MINIMALXNU@ FORMULU F W BAZISE B1. pODSTAWIM W FORMULU F TAKIE VE KONSTANTY

— 36 —

x 10. —FFEKTIWNAQ NIVNQQ OCENKA

WMESTO PEREMENNYH y1, . . . , yn, KAKIE MY PODSTAWILI W FUNKCI@ Un, ^TOBY POLU^ITX f0. w REZULXTATE “TOJ PODSTANOWKI MY POLU^IM PSEWDOFORMULU F1 (^TO TAKOE PSEWDOFORMULA — SM. § 4), KOTORAQ ZADA¡T FUNKCI@ f_0(z_1 ∨ . . . ∨ z_m, z_{m+1} ∨ . . . ∨ z_m, . . . , z_{n−m+1} ∨ . . . ∨ z_n). sDELAEM SLEDU@]IJ [AG. w KAVDOJ IZ GRUPP, NA KOTORYE RAZ- BITY PEREMENNYE z1, . . . , zn, OSTAWIM ROWNO PO ODNOJ PEREMENNOJ, A WMESTO OSTALXNYH PEREMENNYH PODSTAWIM NULI. pEREMENNU@, KOTO- RU@ MY OSTAWIM W GRUPPE, WYBEREM TAK, ^TOBY ^ISLO E¡ WHOVDENIJ W F1 BYLO KAK MOVNO MENX[E (ZAMETIM, ^TO PRI WYWODE OCENKI n^{3/2} W § 7 MY ISPOLXZOWALI POHOVU@ IDE@ PODSTANOWOK KONSTANT). pSEW- DOFORMULU, KOTORAQ OSTANETSQ POSLE WSEH OPISANNYH PODSTANOWOK, OBOZNA^IM ^EREZ F2. w KAVDOJ GRUPPE PEREMENNYH MY IZ m PERE- MENNYH OSTAWILI ODNU, WNOSQ]U@ NAIMENX[IJ WKLAD W SLOVNOSTX. pO“TOMU SLOVNOSTX PSEWDOFORMULY F2 MENX[E SLOVNOSTI F1 W m ILI BOLX[EE ^ISLO RAZ, T. E.

L(F_1) > m · L(F_2). (17)

nAKONEC, PSEWDOFORMULU F2 PREOBRAZUEM W FORMULU, KOTORU@ OBOZNA^IM ^EREZ F3. —TO PREOBRAZOWANIE POHOVE NA TO, KOTOROE MY OSU]ESTWLQLI W UTW. 4 § 4. eDINSTWENNOE OTLI^IE SOSTOIT W TOM, ^TO NUVNO DOBAWITX PRAWILA UDALENIQ KONSTANT, K KOTORYM PRIME- NQETSQ OPERACIQ ⊕. pRAWILA TAKOWY: x ⊕ 0 = x, x ⊕ 1 = x. fORMULA

F_3 ZADA¡T FUNKCI@, OTLI^A@]U@SQ OT f_0 TOLXKO PEREIMENOWANIEM

PEREMENNYH, A ZNA^IT,

L(F_3) > L^1_Φ(f_0). (18)

tEPERX SOBER¡M WMESTE WSE NAKOPLENNYE NERAWENSTWA: (16), (17),

(18), A TAKVE O^EWIDNYE NERAWENSTWA L(F ) > L(F_1) I L(F_2) > L(F_3):

L(F ) > L(F_1) > m · L(F_2) > m · L(F_3) > m · L^1_Φ(f_0) > cm ·

2^k

log_2 k . — 37 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

wSPOMNIM, ^TO F — MINIMALXNAQ FORMULA, ZADA@]AQ FUNKCI@ Vn. wSPOMNIM TAKVE, ^TO m = n/k I k = log_2 n. oKON^ATELXNO POLU^IM

L^1_Φ(V_n) = L(F ) > c · n k · n log_2 k = c · n^2

log_2 n · log_2 log_2 n . mY DOKAZALI TEOREMU:

tEOREMA 4. L^1_Φ(Vn) > c ·^{n2}_{log2 n·log2 log2 n} , GDE c = 1/32.

sDELAEM NESKOLXKO ZAME^ANIJ. wO-PERWYH, PRI UWELI^ENII ^IS- LA n FUNKCIQ log_2 n, A TEM BOLEE log_2 log_2 n, RAST¡T O^ENX MEDLENNO, PO“TOMU DOKAZANNAQ OCENKA PO^TI KWADRATI^NA PO n. wO-WTORYH, W OTLI^IE OT FUNKCII, SU]ESTWOWANIE KOTOROJ UTWERVDAETSQ W LEMME 6 (I DLQ KOTOROJ DOKAZANA O^ENX WYSOKAQ, “KSPONENCIALXNAQ, NIVNQQ OCENKA), FUNKCIQ Vn ZADANA QWNO. a IMENNO, MY MOVEM DOSTATO^- NO PROSTO WY^ISLITX ZNA^ENIE FUNKCII Vn NA KAVDOM KONKRETNOM NABORE IZ E¡ OBLASTI OPREDELENIQ.

tEORETI^ESKI MOVNO S^ITATX, ^TO FRAZA: ”MINIMALXNAQ IZ SA- MYH SLOVNYH FUNKCIJ” ZADA¡T FUNKCI@, DLQ KOTOROJ MY W LEMME 6 POLU^ILI WYSOKU@ NIVN@@ OCENKU. nO TAKOE ZADANIE NE S^ITAETSQ QWNYM, TAK KAK WY^ISLENIE ZNA^ENIQ “TOJ FUNKCII NA KONKRETNOM NABORE SWELOSX BY, W PERWU@ O^EREDX, K POISKU SAMÓJ FUNKCII, ^TO O^ENX TRUDO¡MKO. w TEORII NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI PREDSTAWLQ@T INTERES OCENKI TOLXKO DLQ QWNO ZADANNYH FUNKCIJ. tAKIE OCENKI NAZYWA@TSQ “FFEKTIWNYMI.

uPRAVNENIE 20. ~TO IZMENITSQ W DOKAZATELXSTWE TEORE- MY 4, ESLI W RAWENSTWAH (15) WMESTO DIZ˙@NKCIJ ISPOLXZOWATX KON˙@NKCII?

uPRAVNENIE 21. pOLU^ITE NIVN@@ OCENKU DLQ FUNKCII Vn, ESLI BAZIS SOSTOIT IZ OTRICANIQ I WSEH DWUMESTNYH FUNKCIJ.

§ 11. kONTAKTNYE SHEMY

w “TOM PARAGRAFE MY RASSMOTRIM DRUGOJ, OTLI^NYJ OT FORMUL KLASS SHEM — KONTAKTNYE SHEMY. wOOB]E, KLASSOM SHEM MY NAZY- WAEM TOT ILI INOJ SPOSOB ZADANIQ BULEWYH FUNKCIJ, A OPISANIQ KONKRETNYH FUNKCIJ DANNYM SPOSOBOM NAZYWA@TSQ SHEMAMI.

— 38 —

x 11. kONTAKTNYE SHEMY y

x x x

z rIS. 3 rIS. 4 w OSNOWE KONTAKTNOJ SHEMY LEVIT GRAF . gRAF SOSTOIT IZ DWUH MNOVESTW — MNOVESTWA WER[IN I MNOVESTWA RËBER. wER[INY MOV- NO PREDSTAWITX SEBE TO^KAMI NA PLOSKOSTI ILI W PROSTRANSTWE. eS- LI GOWORITX FORMALXNO, TO REBRO ESTX PARA WER[IN. rEBRO MOVNO PREDSTAWITX W WIDE OTREZKA ILI DUGI, SOEDINQ@]EJ “TI DWE WER[I- NY, KOTORYE NAZYWA@TSQ KONCAMI REBRA. w DANNOM PARAGRAFE R¡BRA S^ITA@TSQ NEORIENTIROWANNYMI, T. E. NA^ALO I KONEC REBRA RAWNO- PRAWNY. w KONTAKTNOJ SHEME KAVDOMU REBRU SOOTWETSTWUET LITERAL (PEREMENNAQ ILI E¡ OTRICANIE). rEBRO WMESTE S LITERALOM NAZY- WAETSQ KONTAKTOM. kROME TOGO, SREDI WER[IN WYDELENY DWE (ONI MOGUT SOWPADATX), NAZYWAEMYE POL@SAMI. pRIMER KONTAKTNOJ SHE- MY IZOBRAV¡N NA RIS. 3. w GRÁFE, SOSTAWLQ@]EM OSNOWU “TOJ SHEMY, IMEETSQ 4 WER[INY I 5 R¡BER. pOL@SA SHEMY, W OTLI^IE OT DRUGIH WER[IN, NEZAKRA[ENY.

eSLI PEREMENNAQ, SOOTWETSTWU@]AQ KONTAKTU, PRINIMAET ZNA- ^ENIE 0 ILI 1, TO SAM KONTAKT PEREHODIT PRI “TOM W ODNO IZ DWUH SO- STOQNIJ: ZAMKNUTOE (PROWODQ]EE) ILI RAZOMKNUTOE (NEPROWODQ]EE). kONTAKT MOVNO PREDSTAWITX SEBE W WIDE RELE, KOTOROE PRI ODNOM ZNA^ENII PEREMENNOJ PROWODIT TOK MEVDU KONCAMI REBRA, A PRI DRU- GOM ZNA^ENII — NE PROWODIT. bOLEE TO^NO, ESLI KONTAKTU PRIPISAN LITERAL xi (BEZ OTRICANIQ), TO PRI xi = 1 KONTAKT ZAMKNUT, A PRI

x_i = 0 — RAZOMKNUT. eSLI VE KONTAKTU PRIPISAN LITERAL x_i, TO

PRI xi = 1 KONTAKT RAZOMKNUT, A PRI xi = 0 — ZAMKNUT. nAPRIMER, NA RIS. 4 IZOBRAVENY ZAMKNUTYE I RAZOMKNUTYE KONTAKTY SHEMY IZ RISUNKA 3 W SLU^AE, KOGDA PEREMENNYE PRINIMA@T SLEDU@]IE ZNA^E- NIQ: x = 0, y = z = 1. zAMKNUTYE KONTAKTY IZOBRAVENY SPLO[NOJ ^ERTOJ, A RAZOMKNUTYE — PUNKTIROM.

eSLI IZWESTNA PROWODIMOSTX KAVDOGO KONTAKTA, TO MOVNO OPRE- DELITX PROWODIMOSTX WSEJ SHEMY (T. E. PROWODIMOSTX MEVDU E¡ PO- L@SAMI): SHEMA PROWODIT TOK, ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX

— 39 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

F G F

G rIS. 5 rIS. 6 x z t

y rIS. 7 ZAMKNUTYH R¡BER, PO KOTOROJ MOVNO PROJTI IZ ODNOGO POL@SA W DRU- GOJ. —TOT SLU^AJ IMEET MESTO NA RIS. 4. nAKONEC, OPREDELIM BULEWU FUNKCI@, WY^ISLQEMU@ KONTAKTNOJ SHEMOJ. eSLI NA DANNOM NABO- RE ZNA^ENIJ PEREMENNYH SHEMA PROWODIT TOK, TO ZNA^ENIE FUNKCII RAWNO 1. w PROTIWNOM SLU^AE, ZNA^ENIE RAWNO 0.

pUSTX, NAPRIMER, f1 — BULEWA FUNKCIQ, WY^ISLQEMAQ SHEMOJ, IZOBRAV¡NNOJ NA RIS. 3. tOGDA f1(1, 0, 0) = 1, ^TO PRODEMONSTRIRO- WANO NA RIS. 4. nAJD¡M FORMULU, ZADA@]U@ FUNKCI@ f. eSLI x = 0, TO RASSMATRIWAEMAQ SHEMA OBLADAET PROWODIMOSTX@ TOLXKO W SLU- ^AE, KOGDA y = 1 I z = 1, PO“TOMU f1(0, y, z) = yz. eSLI VE x = 1, TO SHEMA PROWODIT TOK W SLU^AQH, KOGDA y = 1 ILI z = 1; DRUGIMI SLOWAMI, f1(1, y, z) = y ∨ z. iSPOLXZUQ RAZLOVENIE PO PEREMENNOJ, POLU^IM: f_1(x, y, z) = xf_1(0, y, z) ∨ xf_1(1, y, z) = xyz ∨ x(y ∨ z). dEJSTWUQ ANALOGI^NO, MOVNO PO L@BOJ KONTAKTNOJ SHEME PO- STROITX FORMULU, ZADA@]U@ TU VE FUNKCI@. wERNO I OBRATNOE: L@BOJ PRIWED¡NNOJ FORMULE W BAZISE B0 SOOTWETSTWUET NEKOTORAQ KONTAKTNAQ SHEMA. a IMENNO, LITERALU SOOTWETSTWUET KONTAKT, PO- ME^ENNYJ “TIM LITERALOM, FORMULE F & G SOOTWETSTWUET POSLEDO- WATELXNOE SOEDINENIE SHEM (RIS. 5), FORMULE F ∨ G — PARALLELXNOE SOEDINENIE SHEM (RIS. 6). nAPRIMER, FORMULE x(y ∨ zt) SOOTWETSTWU- ET SHEMA, IZOBRAVENNAQ NA RIS. 7. sHEMY, SOOTWETSTWU@]IE FORMU- LAM, NAZYWA@TSQ PARALLELXNO-POSLEDOWATELXNYMI ILI Π-SHEMAMI.

— 40 —

x 11. kONTAKTNYE SHEMY

nE WSE SHEMY QWLQ@TSQ Π-SHEMAMI. nAPRIMER, NE QWLQETSQ TAKOWOJ SHEMA NA RIS. 3.

oPREDELIM MERY SLOVNOSTI, SWQZANNYE S KONTAKTNYMI SHEMA- MI. sLOVNOSTX KONTAKTNOJ SHEMY — “TO ^ISLO KONTAKTOW W NEJ. sLOVNOSTX SHEMY S OBOZNA^AETSQ ^EREZ L(S). sLOVNOcTX FUNKCII W KLASSE KONTAKTNYH SHEM OPREDELQETSQ KAK MINIMALXNAQ SLOV- NOSTX KONTAKTNOJ SHEMY, WY^ISLQ@]EJ DANNU@ FUNKCI@. sLOV- NOSTX FUNKCII f OBOZNA^AETSQ ^EREZ LK (f). nAPRIMER, IZ RIS. 3 MOVNO ZAKL@^ITX, ^TO LK (f1) 6 5. zAMETIM, ^TO ESLI PO FORMU- LE STROITX SHEMU, TO SLOVNOSTX OSTA¡TSQ PREVNEJ, A ESLI PO SHEME STROITX FORMULU, TO SLOVNOSTX MOVET UWELI^ITXSQ, ^TO MY RANEE PRODEMONSTRIROWALI NA PRIMERE.

dALEE MY PRIMENIM K KONTAKTNYM SHEMAM METOD POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI, SWQZANNYJ S UNIWERSALXNYMI FUNKCI- QMI. pLAN DEJSTWIJ ANALOGI^EN TOMU, ^TO MY DELALI W §§ 9, 10: WNA^ALE OCENIM ^ISLO KONTAKTNYH SHEM DANNOJ SLOVNOSTI; ZATEM SRAWNIM “TO ^ISLO S ^ISLOM BULEWYH FUNKCIJ I WYWEDEM OCENKU DLQ SLOVNOSTI SÁMOJ SLOVNOJ FUNKCII. nAKONEC, S POMO]X@ ME- TODA PODSTANOWKI KONSTANT WMESTO PEREMENNYH DOKAVEM NIVN@@ OCENKU DLQ WTOROJ UNIWERSALXNOJ FUNKCII. wER[INA GRAFA NAZY- WAETSQ IZOLIROWANNOJ, ESLI NE SU]ESTWUET REBRA S KONCOM W DANNOJ WER[INE. kONTAKNU@ SHEMU NAZOW¡M NEIZOLIROWANNOJ, ESLI W NEJ NE SU]ESTWUET IZOLIROWANNYH WER[IN, ZA ISKL@^ENIEM, BYTX MO- VET, POL@SOW. eSLI IZ KONTAKTNOJ SHEMY UDALITX IZOLIROWANNU@ WER[INU, OTLI^NU@ OT POL@SOW, TO SLOVNOSTX SHEMY I WY^ISLQE- MAQ E@ FUNKCIQ NE IZMENQTSQ. pO“TOMU DOSTATO^NO OGRANI^ITXSQ NEIZOLIROWANNYMI SHEMAMI.

uTWERVDENIE 11. ~ISLO NEIZOLIROWANNYH KONTAKTNYH SHEM SLOVNOSTI l > 1, SODERVA]IH TOLXKO PEREMENNYE x1, . . . , xn, NE PREWOSHODIT (3nl)^{6l}.

dOKAZATELXSTWO. wNA^ALE OCENIM ^ISLO GRAFOW S l R¡BRAMI I NE BOLEE ^EM k WER[INAMI. wER[INY ZANUMERUEM ^ISLAMI 1, 2, . . ., k (WOZMOVNO, NE WSE WER[INY PRISUTSTWU@T). dLQ TOGO, ^TOBY ODNO- ZNA^NO ZADATX GRAF, DOSTATO^NO UKAZATX KONCY KAVDOGO REBRA. a IMENNO, DLQ KAVDOGO REBRA NUVNO UKAZATX DWA ^ISLA: NOMERA TEH

— 41 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

WER[IN, KOTORYE QWLQ@TSQ KONCAMI “TOGO REBRA. tAKIM OBRAZOM, GRAF ZADA¡TSQ POSLEDOWATELXNOSTX@ IZ 2l ^ISEL: PERWYE DWA ^ISLA ESTX NOMERA KONCOW PERWOGO REBRA, SLEDU@]IE DWA ^ISLA — NOMERA KONCOW WTOROGO REBRA I T. D. nOMER KAVDOJ WER[INY — “TO ^ISLO OT 1 DO k, PO“TOMU KOLI^ESTWO TAKIH POSLEDOWATELXNOSTEJ RAWNO (2l)^k. ~ISLO RASSMATRIWAEMYH GRAFOW NE BOLX[E DANNOJ WELI^INY.

rASSMOTRIM TEPERX NEIZOLIROWANNU@ KONTAKTNU@ SHEMY SLOV- NOSTI l. u KAVDOGO REBRA IMEETSQ DWA KONCA, PO“TOMU ^ISLO WER[IN, QWLQ@]IHSQ KONCOM HOTQ BY ODNOGO REBRA, NE PREWOSHODIT 2l. w SHE- ME NE DOPUSKA@TSQ IZOLIROWANNYE WER[INY, ZA ISKL@^ENIEM POL@- SOW, PO“TOMU ^ISLO IZOLIROWANNYH WER[IN NE BOLX[E DWUH. iTOGO, OB]EE ^ISLO WER[IN NE BOLX[E ^EM 2l + 2. pOLOVIM k = 2l + 2. tOGDA ^ISLO GRAFOW, SOOTWETSTWU@]IH RASSMATRIWAEMYM SHEMAM, NE BOLX[E ^EM (2l)^k.

kAVDOMU REBRU GRAFA SOOTWETSTWUET LITERAL, KOTORYJ MOVNO WYBRATX ODNIM IZ 2n SPOSOBOW. zNA^IT, WSE LITERALY ODNOWREMENNO MOVNO WYBRATX (2n)^l SPOSOBAMI. nAKONEC, KAVDYJ POL@S MOVNO WY- BRATX k SPOSOBAMI, SLEDOWATELXNO, DLQ WYBORA OBOIH POL@SOW ESTX NE BOLX[E ^EM k^2 WARIANTOW. pEREMNOVIW NAJDENNYE OCENKI DLQ ^ISLA GRAFOW, RASSTANOWKI LITERALOW I WYBORA POL@SOW, POLU^IM, ^TO ISKOMOE ^ISLO SHEM NE BOLX[E ^EM

(2l)^k · (2n)^l · k^2.

u^T¡M RAWENSTWO k = 2l − 2 I PREOBRAZUEM OCENKU S CELX@ E¡ UPRO- ]ENIQ:

(2l)^{2l+2}(2n)^l(2l + 2)^2 6 (2l)^{2l+2}(2n)^l(4l)^2 = 2^{2l+2+l+4}l^{2l+2+2}n^l =

= 2^{3(l+2)}l^{2(l+2)}n^l 6 (8l^2n)^{l+2} 6 (9n^2l^2)^{3l} = (3nl)^{6l}. �

lEMMA 7. sU]ESTWUET FUNKCIQ OT n PEREMENNYH, SLOVNOSTX KOTOROJ W KLASSE KONTAKTNYH SHEM NE MENX[E c1 ·^{2n}_n , GDE c1 = 1/7.

dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM ^EREZ l SLOVNOSTX SAMOJ SLOV- NOJ FUNKCII OT n PEREMENNYH W KLASSE KONTAKTNYH SHEM. tOGDA DLQ KAVDOJ FUNKCII OT n PEREMENNYH NAJD¡TSQ SHEMA SLOVNOS- TI, NE BOLX[EJ ^EM l. mOVNO S^ITATX, ^TO SHEMA NEIZOLIROWANA

— 42 —

x 11. kONTAKTNYE SHEMY

I SODERVIT TOLXKO PEREMENNYE x1, . . . , xn. bOLEE TOGO, MOVNO DO- POLNITX SHEMU LI[NIMI KONTAKTAMI, NIKAK S NEJ NE SWQZANNYMI, PRI “TOM MY DOBX¡MSQ TOGO, ^TO SLOVNOSTX SHEMY STANET RAWNOJ l, A OSTALXNYE USLOWIQ NE NARU[ATSQ. iTAK, ^ISLO RASSMATRIWAEMYH SHEM DOLVNO BYTX NE MENX[E ^ISLA FUNKCIJ OT n PEREMENNYH, A ZNA^IT,_{(3nl)6l}

> 2^{2n} .

pROLOGARIFMIRUEM PO OSNOWANI@ 2:

6l · log_2(3nl) > 2^n. (19)

dALEE PROWED¡M DOKAZATELXSTWO OT PROTIWNOGO. dOPUSTIM, ^TO l 6 c1 · 2^n/n. pOKAVEM TOGDA, ^TO NERAWENSTWO (19) NE WYPOLNENO. dLQ “TOGO PROWED¡M WYKLADKI:

3nl 6 3n · c1 ·^{2n}_n 6^3_7 · 2^n 6 2^n,

log_2(3nl) 6 log_2(2^n) = n,

6l · log_2(3nl) 6 6nl 6 6 7 · n · 2^n n = 6 7 · 2^n < 2^n.

iTAK, (19) NE WYPOLNENO. pROTIWORE^IE. �

tEOREMA 5. LK (Vn) > c1 ·^{n2}_{log}2_n , GDE c1 = 1/7.

dOKAZATELXSTWO POWTORQET DOKAZATELXSTWO TEOREMY 4. pUSTX S — MINIMALXNAQ KONTAKTNAQ SHEMA DLQ FUNKCII Vn. pOSLEDOWA- TELXNO POSTROIM SHEMY S1 I S2. sHEMA S1 POLU^AETSQ IZ S, ESLI WMESTO RABO^IH PEREMENNYH PODSTAWITX TAKIE KONSTANTY, PRI POD- STANOWKE KOTORYH W FUNKCI@ Un POLU^AETSQ SAMAQ SLOVNAQ (W KLAS- SE KONTAKTNYH SHEM) FUNKCIQ f2. sHEMA S2 POLU^AETSQ IZ S1 PODSTA- NOWKOJ NULEJ WMESTO WSEH PEREMENNYH, ZA ISKL@^ENIEM IZBRANNYH PO ODNOJ IZ KAVDOJ GRUPPY.

oTLI^IE OT DOKAZATELXSTWA TEOREMY 4 SOSTOIT W TOM, ^TO W KONTAKTNYH SHEMAH PO DRUGOMU USTROEN PROCESS PODSTANOWKI KON- STANTY WMESTO PEREMENNOJ. a IMENNO, ESLI WMESTO PEREMENNOJ, SO- OTWETSTWU@]EJ KONTAKTU, PODSTAWLENA KONSTANTA, TO “TOT KONTAKT

— 43 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

=⇒ rIS. 8 STANOWITSQ LIBO WSEGDA ZAMKNUTYM, LIBO WSEGDA RAZOMKNUTYM. wO WTOROM SLU^AE KONTAKT MOVNO UDALITX IZ SHEMY, A W PERWOM — OTOV- DESTWITX DWE WER[INY, QWLQ@]IESQ KONCAMI KONTAKTA, I ZATEM UDA- LITX KONTAKT IZ SHEMY. oTOVDESTWLENIE WER[IN OZNA^AET, ^TO DWE WER[INY ZAMENQ@TSQ ODNOJ I ONA STANOWITSQ KONCOM WSEH R¡BER, RA- NEE OKAN^IW[IHSQ W PERWOJ ILI WTOROJ OTOVDESTWLQEMYH WER[INAH (SM. RIS. 8). tAKIM OBRAZOM, POSLE KAVDOJ PODSTANOWKI KONSTANTY MY POLU^AEM KONTAKTNU@ SHEMU I NEOBHODIMOSTI W SHEME S3 NET.

nAKONEC, MOVNO WYPISATX CEPO^KU NERAWENSTW:

L_K (V_n) = L(S) > L(S_1) > m · L(S_2) > m · L_K (f_2) >

> m · c1 ·^{2k}_k > c1 ·^{n2}_{k2} = c1 ·^{n2}_{log2 n} . �

uPRAVNENIE 22. pOSTROJTE MINIMALXNU@ KONTAKTNU@ SHE- MU DLQ FUNKCII f1, ZADANNOJ SHEMOJ NA RIS. 3.

uPRAVNENIE 23*. A) dOKAVITE, ^TO SU]ESTWUET FUNKCIQ, SLOVNOSTX KOTOROJ W KLASSE KONTAKTNYH SHEM MENX[E EË SLOV- NOSTI W KLASSE FORMUL W BAZISE B0;

B) POSTROJTE TAKU@ FUNKCI@.

§ 12. sHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW

w ZAKL@^ITELXNOM PARAGRAFE GLAWY III MY RASSMOTRIM OSNOW- NOJ I W TO VE WREMQ SAMYJ SLOVNYJ KLASS SHEM — SHEMY IZ FUNKCIO- NALXNYH “LEMENTOW (sf—). s PRIMEROM sf— MY UVE WSTRE^ALISX NA RIS. 1. sEJ^AS MY DADIM OPREDELENIE sf—, A ZATEM POKAVEM, ^TO W KLASSE sf— 1-Q I 2-Q UNIWERSALXNYE FUNKCII IME@T LINEJNU@ SLOVNOSTX (POD “TIM PONIMAETSQ, ^TO SLOVNOSTX OGRANI^ENA SWER- HU NEKOTOROJ LINEJNOJ FUNKCIEJ OT n). tEM SAMYM MY POKAVEM,

— 44 —

x 12. sHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW

^TO METOD POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI S POMO]X@ UNIWER- SALXNYH FUNKCIJ NEPRIMENIM K KLASSU sf—. wOOB]E, W NASTOQ]EE WREMQ NEIZWESTNO NI ODNOJ NELINEJNOJ NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI W KLASSE sf— DLQ QWNO ZADANNOJ FUNKCII. pROBLEMA WYWODA TAKOJ OCENKI QWLQETSQ NAIBOLEE AKTUALXNOJ PROBLEMOJ W TEORII NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI.

oSNOWU SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW SOSTAWLQET GRAF, NA “TOT RAZ — ORIENTIROWANNYJ: U KAVDOGO REBRA ODNOZNA^NO OPRE- DELENY NA^ALO I KONEC; REBRO WYHODIT IZ SWOEJ NA^ALXNOJ WER[INY I WHODIT W KONE^NU@ WER[INU. wER[INY GRAFA RAZBITY NA DWA MNO- VESTWA: WHODY SHEMY I “LEMENTY. wHODY IZOBRAVA@TSQ TO^KAMI, A “LEMENTY — PRQMOUGOLXNIKAMI, KAK NA RIS. 1, ILI TREUGOLXNIKA- MI, KAK NA RIS. 9, 10. kAVDOMU WHODU SOOTWETSTWUET PEREMENNAQ, A KAVDOMU “LEMENTU — FUNKCIQ IZ ZADANNOGO BAZISA (TAK VE, KAK I FORMULY, sf— RASSMATRIWA@TSQ NAD OPREDEL¡NNYM BAZISOM).

w WER[INU, KOTORAQ QWLQETSQ WHODOM SHEMY, NE MOGUT WHODITX R¡BRA; W WER[INU, QWLQ@]U@SQ “LEMENTOM, WHODIT STOLXKO R¡BER, SKOLXKO ARGUMENTOW IMEETSQ U FUNKCII, SOPOSTAWLENNOJ “LEMENTU; ^ISLO R¡BER, WYHODQ]IH IZ WER[INY, NEOGRANI^ENO. r¡BRA, WHODQ- ]IE W ODIN “LEMENT, UPORQDO^ENY, A IMENNO, OPREDELENO, KAKOE REBRO SOOTWETSTWUET PERWOMU ARGUMENTU FUNKCII, KAKOE — WTOROMU I T. D. nAKONEC, WSE “LEMENTY SHEMY ZANUMEROWANY ^ISLAMI 1, 2, . . ., l TAK, ^TO WYPOLNQETSQ USLOWIE: ESLI REBRO SOEDINQET DWA “LEMENTA, TO ONO WYHODIT IZ “LEMENTA S MENX[IM NOMEROM I WHODIT W “LEMENT S BÓLX[IM. ~ISLO l NAZYWAETSQ SLOVNOSTX@ SHEMY.

pRIMER sf— W BAZISE B0 IZOBRAV¡N NA RIS. 9. sLOVNOSTX “TOJ SHEMY RAWNA 5. nOMERA “LEMENTOW WYPISANY RQDOM S “LEMENTAMI. zAMETIM, ^TO B0 — SIMMETRI^ESKIJ BAZIS, A IMENNO, L@BAQ FUNK- CIQ, WHODQ]AQ W B0, NE IZMENQETSQ PRI PERESTANOWKE ARGUMENTOW. pO“TOMU PORQDOK SLEDOWANIQ R¡BER, WHODQ]IH W ODIN I TOT VE “LE- MENT, NE WAVEN.

oPREDELIM BULEWU FUNKCI@, WY^ISLQEMU@ SHEMOJ IZ FUNKCIO- NALXNYH “LEMENTOW. rASSMOTRIM PROIZWOLXNYJ NABOR ZNA^ENIJ PE- REMENNYH, SOOTWETSTWU@]IH WHODAM SHEMY. pRIPI[EM WHODAM SO- OTWETSTWU@]IE KONSTANTY IZ “TOGO NABORA. dALEE WY^ISLENIE PRO- ISHODIT POSLEDOWATELXNO. nA KAVDOM [AGE WY^ISLQETSQ ZNA^ENIE

— 45 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII x y z & 1 & 2 ∨3 ¬ 4 & 5 x y z ¬ 1 ¬2 & 3 &4 ∨ 5 rIS. 9 rIS. 10 NA WYHODE NEKOTOROGO “LEMENTA: WNA^ALE NA WYHODE 1-GO “LEMENTA, ZATEM — 2-GO I T. D. zNA^ENIE NA WYHODE POSLEDNEGO “LEMENTA QWLQ- ETSQ ZNA^ENIEM ISKOMOJ BULEWOJ FUNKCII NA DANNOM NABORE. zNA^E- NIE NA WYHODE O^EREDNOGO “LEMENTA WY^ISLQETSQ ISHODQ IZ ZNA^ENIJ, POSTUPIW[IH NA EGO WHODY; WHODY “LEMENTA SOOTWETSTWU@T R¡BRAM, WHODQ]IM W “TOT “LEMENT. nA WHOD “LEMENTA POSTUPAET TA KONSTAN- TA, KOTORAQ IMEETSQ NA DRUGOM KONCE SOOTWETSTWU@]EGO REBRA. dRU- GIM KONCOM MOVET BYTX WHOD SHEMY ILI WYHOD “LEMENTA S MENX[IM NOMEROM, DLQ KOTOROGO ZNA^ENIE UVE OPREDELENO. k KONSTANTAM, PO- STUPIW[IM NA WHODY “LEMENTA, PRIMENQETSQ FUNKCIQ, PRIPISANNAQ “LEMENTU; POLU^ENNAQ W REZULXTATE KONSTANTA PODA¡TSQ NA WYHOD “LEMENTA.

rASSMOTRIM SHEMU IZ RIS. 9. pUSTX ONA WY^ISLQET FUNKCI@ f3 OT PEREMENNYH x, y, z. nAJD¡M f3(1, 1, 1). wHODAM SHEMY PRIPISANY ZNA^ENIQ 1. nA WHOD 1-GO “LEMENTA POSTUPA@T DWE EDINICY, ZNA^IT, NA WYHOD 1-GO “LEMENTA POSTUPAET 1 · 1 = 1. aNALOGI^NO WEDUT SEBQ 2-J I 3-J “LEMENTY: NA WSE IH WHODY POSTUPA@T ZNA^ENIQ 1 I, SO- OTWETSTWENNO, NA WYHODE MY POLU^AEM EDINICU. dALEE, NA WHOD 4-GO “LEMENTA POSTUPAET 1, A NA EGO WYHODE OBRAZUETSQ 1 = 0. nAKONEC, NA WHODY 5-GO “LEMENTA POSTUPA@T KONSTANTY 0 ILI 1; NA EGO WYHODE OBRAZUETSQ KONSTANTA 0. iTAK, f3(1, 1, 1) = 0. tEPERX ZADADIM FUNK- CI@ f3 FORMULOJ. —TO MOVNO SDELATX POSLEDOWATELXNO, WYPISYWAQ W WIDE FORMUL FUNKCII, WY^ISLQEMYE NA WYHODAH 1-GO, 2-GO I POSLE- DU@]IH “LEMENTOW. nA WYHODE 1-GO “LEMENTA WY^ISLQETSQ FUNKCIQ xy. nA WHODY 2-GO “LEMENTA PODA@TSQ FUNKCII xy I z, PO“TOMU NA

— 46 —

x 12. sHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW

EGO WYHODE WY^ISLQETSQ FUNKCIQ xyz. aNALOGI^NO NA WYHODE 3-GO “LEMENTA WY^ISLQETSQ FUNKCIQ xy ∨ z, NA WYHODE 4-GO — xyz. nA- KONEC, NA WYHODE WSEJ SHEMY WY^ISLQETSQ FUNKCIQ xyz & (xy ∨ z). iTAK, f3(x, y, z) = xyz & (xy ∨ z). pODOBNYM OBRAZOM MOVNO PO KAVDOJ SHEME WYPISATX FORMULU, ZADA@]U@ TU VE FUNKCI@. wERNO I OBRATNOE: PO KAVDOJ FORMULE MOVNO POSTROITX SHEMU, ZADA@]U@ TU VE FUNKCI@. sHEMA STROIT- SQ NEPOSREDSTWENNO PO FORMULE. nAPRIMER, SHEMA, SOOTWETSTWU@]AQ FORMULE xy ∨xz, IZOBRAVENA NA RIS. 10. zAMETIM, ^TO ESLI FORMULA PRIWEDENA I IMEET SLOVNOSTX l, TO W NEJ SODERVITSQ l−1 DWUMESTNAQ OPERACIQ I NE BOLX[E, ^EM l OTRICANIJ. sLEDOWATELXNO, SLOVNOSTX SHEMY, POSTROENNOJ PO TAKOJ FORMULE, NE BOLX[E, ^EM 2l − 1. mY WIDIM, ^TO PRI PEREHODE OT FORMULY K SHEME SLOVNOSTX UWELI^I- WAETSQ NE BOLEE ^EM W DWA RAZA, T. E. NE IZMENQETSQ PO PORQDKU. w OBRATNU@ STORONU “TO UTWERVDENIE NEWERNO. zAMETIM, ^TO SHEMA, POSTROENNAQ PO FORMULE, OBLADAET SLEDU@]IM SWOJSTWOM: IZ KAV- DOGO “LEMENTA, KROME POSLEDNEGO, WYHODIT ROWNO ODNO REBRO. dRUGI- MI SLOWAMI, WYHOD “LEMENTA ISPOLXZUETSQ W DALXNEJ[EM ROWNO ODIN RAZ. dLQ PROIZWOLXNYH SHEM “TO NE WERNO. nAPRIMER, WYHOD PERWO- GO “LEMENTA W SHEME NA RIS. 9 ISPOLXZUETSQ DWA RAZA. zA S^¡T “TOGO “FFEKTA ODINAKOWYE FRAGMENTY FORMULY MOVNO REALIZOWATX W SHE- ME ODIN RAZ, A ZNA^IT, PRI RASKRYTII SHEMY W FORMULU SLOVNOSTX MOVET SU]ESTWENNO UWELI^ITXSQ.

pEREJD¡M K WYWODU WERHNIH OCENOK SLOVNOSTI DLQ UNIWERSALX- NYH FUNKCIJ. wNA^ALE POSTROIM FORMULU, REALIZU@]U@ FUNKCI@

U_n. rAZLOVIM “TU FUNKCI@ PO PEREMENNOJ x_1:

U_n(x_1, x_2, . . . , x_k, y_1, . . . , y_n) = x_1U^0_n ∨ x_1U^1_n, GDE (20)

U^0_n = U_n(0, x_2, . . . , x_k, y_1, . . . , y_n), U^1_n = U_n(1, x_2, . . . , x_k, y_1, . . ., y_n).

zNA^ENIE FUNKCII U^0_n RAWNO ZNA^ENI@ TOJ PEREMENNOJ yx+1, DLQ KOTOROJ ^ISLO x IMEET DWOI^NU@ ZAPISX 0x2 . . . xk. w TAKOM SLU- ^AE ^ISLO x PRINADLEVIT OTREZKU [0, n/2 − 1]. pO“TOMU FUNKCIQ

U^0_n NE ZAWISIT SU]ESTWENNO OT PEREMENNYH y_{n/2+1}, . . . , y_n. w TO VE

WREMQ ZNA^ENIE L@BOJ IZ PEREMENNYH y1, . . . , y_{n/2} MOVET BYTX IS- POLXZOWANO W KA^ESTWE ZNA^ENIQ FUNKCII W ZAWISIMOSTI OT ZNA^ENIJ

— 47 — gLAWA III. uNIWERSALXNYE FUNKCII

UPRAWLQ@]IH PEREMENNYH x2, . . . , xk. pO“TOMU S TO^NOSTX@ DO PERE- IMENOWANIQ PEREMENNYH I ISKL@^ENIQ NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH FUNKCIQ U^0_n RAWNA FUNKCII U_{n/2}. a IMENNO,

U^0_n = U_{n/2}(x_2, . . . , x_k, y_1, . . ., y_{n/2}). (21)

aNALOGI^NO FUNKCIQ U^1_n SU]ESTWENNO NE ZAWISIT OT PEREMENNYH

y_{n/2+1}, . . . , y_n. pRI ISKL@^ENII “TIH PEREMENNYH IZ U^1_n I PEREIME-

NOWANII OSTAW[IHSQ MY POLU^IM FUNKCI@ U_{n/2}:

U^1_n = U_{n/2}(x_2, . . . , x_k, y_{n/2+1}, . . . , y_n). (22)

oBOZNA^IM un = LΦ(Un). tOGDA IZ (20)–(22) SLEDUET:

u_n 6 2(u_{n/2} + 1).

pRIBAWIM 2 K OBEIM ^ASTQM:

u_n + 2 6 2(u_{n/2} + 2).

iMEEM CEPO^KU NERAWENSTW:

u_n + 2 6 2(u_{n/2} + 2) 6 4(u_{n/4} + 2) 6 . . . 6 n(u_1 + 2).

zAMETIM, ^TO U1(y1) = y1, PO“TOMU u1 = 1. wYRAZIW un, MY DOKAVEM LEMMU:

lEMMA 8. LΦ(Un) 6 3n − 2.

oBOZNA^IM ^EREZ LC (f) SLOVNOSTX FUNKCII f W KLASSE sf— W BAZISE B0, T. E. MINIMALXNU@ SLOVNOSTX SHEMY W DANNOM BAZISE, WY^ISLQ@]EJ FUNKCI@ f.

sLEDSTWIE 7. LC (Un) 6 6n.

rANEE MY ZAMETILI, ^TO PO WSQKOJ PRIWED¡NNOJ FORMULE MOVNO POSTROITX sf—, SLOVNOSTX KOTOROJ PREWOSHODIT SLOVNOSTX FORMU- LY NE BOLX[E, ^EM W DWA RAZA. �

nAKONEC, OCENIM SLOVNOSTX FUNKCII Vn. bUDEM STROITX SHE- MU SOGLASNO OPREDELENI@ FUNKCII Vn, ISPOLXZUQ UVE POSTROENNU@

— 48 —

x 12. sHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW

U_n

∨ x_1 ∨ x_k . . . . . . . . . . . . z_1 z_m z_{n−m+1} z_n y_1 y_n

rIS. 11 SHEMU DLQ FUNKCII Un (SM. RIS. 11). wNA^ALE WY^ISLIM ZNA^ENIQ WSPOMOGATELXNYH PEREMENNYH x1, . . . , xk PO RAWENSTWAM (15). wYHO- DY SHEM, WY^ISLQ@]IH PEREMENNYE x1, . . ., xk, SOEDINIM S WHODAMI UVE POSTROENNOJ SHEMY DLQ FUNKCII Un. dLQ WY^ISLENIQ ODNOJ PE- REMENNOJ xi NUVNO m − 1 “LEMENTOW ili. zNA^IT, WSEGO NEOBHODIMO

k(m − 1) “LEMENTOW ili. w ITOGE POLU^IM OCENKU:

L_C (V_n) 6 k(m − 1) + L_C (U_n) < km + 6n = 7n.

tAKIM OBRAZOM, DOKAZANA

tEOREMA 6. LC (Vn) 6 7n.

tEOREMA 6 POKAZYWAET, ^TO FUNKCIQ Vn IMEET LINEJNU@ SLOV- NOSTX W KLASSE sf—. sOPOSTAWLQQ “TU TEOREMU S PREDYDU]IMI (4, 5), WIDIM, ^TO NEKOTORYE FUNKCII MOVNO ZADATX S POMO]X@ sf— BOLEE “KONOMNO, ^EM S POMO]X@ KONTAKTNYH SHEM I FORMUL. kROME TOGO, MY ZNAEM, ^TO sf— DLQ L@BOJ FUNKCII NE NAMNOGO SLOVNEE FORMULY DLQ “TOJ VE FUNKCII. pO“TOMU KLASS sf— SILXNEE KLAS- SA FORMUL. wERNO LI ^TO KLASS sf— SILXNEE KLASSA KONTAKTNYH SHEM — NEIZWESTNO.

uPRAVNENIE 24. nAJDITE WERHN@@ OCENKU DLQ ^ISLA LΦ(Vn).

uPRAVNENIE 25. pOSTROJTE sf—, WY^ISLQ@]U@ FUNKCI@

x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n S LINEJNOJ SLOVNOSTX@.

uPRAVNENIE 26*. dOKAVITE, ^TO DLQ NEKOTOROJ KONSTAN- TY c > 0 PRI L@BOM n SU]ESTWUET FUNKCIQ n PEREMENNYH, SLOV- NOSTX KOTOROJ W KLASSE sf— W BAZISE B0 NE MENX[E, ^EM c ·^{2n}_n .

— 49 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

gLAWA IV. bULEWY SUMMY

§ 13. mATRICY BEZ PRQMOUGOLXNIKOW

mATRICEJ RAZMERA n × m NAZYWAETSQ TABLICA, W KOTOROJ IME- ETSQ n STROK, m STOLBCOW I NA PERESE^ENII KAVDOJ STROKI I KAVDO- GO STOLBCA STOIT “LEMENT IZ NEKOTOROGO MNOVESTWA, KAK PRAWILO — ^ISLO. —LEMENTY MATRICY NE RAZDELQ@TSQ, KAK PRINQTO W TABLICAH, GORIZONTALXNYMI I WERTIKALXNYMI LINIQMI; MATRICA ZAKL@^AETSQ W KRUGLYE SKOBKI. mY BUDEM RASSMATRIWATX 0–1-MATRICY, W KOTO- RYH “LEMENTAMI QWLQ@TSQ NULI I ELINICY. pRIMER 0–1-MATRICY RAZMERA 3 × 4 PRIWED¡N NA RIS. 12.

nAS BUDUT INTERESOWATX MATRICY SPECIALXNOGO WIDA, A IMEN- NO, MATRICY BEZ PRQMOUGOLXNIKOW. pRQMOUGOLXNIKOM W MATRICE NA- ZOW¡M ^ETYRE EDINICY, STOQ]IE NA PERESE^ENII DWUH STROK I DWUH STOLBCOW. w MATRICE NA RIS. 12 IME@TSQ PRQMOUGOLXNIKI. nAPRI- MER, PERWAQ I WTORAQ STROKI (STROKI MATRICY NUMERU@TSQ SWER- HU WNIZ, A STOLBCY — SLEWA NAPRAWO) PRI PERESE^ENII S PERWYM I ^ETW¡RTYM STOLBCAMI OBRAZU@T PRQMOUGOLXNIK: WO WSEH ^ETYR¡H TO^KAH IH PERESE^ENIQ STOQT EDINICY. pRIMER MATRICY BEZ PRQ- MOUGOLXNIKOW PRIWED¡N NA RIS. 13. w “TOJ MATRICE 8 EDINIC. zADA- DIMSQ WOPROSOM: KAKOWO MOVET BYTX MAKSIMALXNOE ^ISLO EDINIC W MATRICE RAZMERA n × n BEZ PRQMOUGOLXNIKOW. wNA^ALE POKAVEM, ^TO ^ISLO EDINIC NE MOVET BYTX BOLX[E NEKOTOROJ WELI^INY.

lEMMA 9. w L@BOJ 0–1-MATRICE RAZMERA n×n BEZ PRQMOUGOLX- NIKOW SODERVITSQ NE BOLX[E ^EM n^{3/2} + n/2 EDINIC.

dOKAZATELXSTWO. w MATRICE IMEETSQ n STOLBCOW, SLEDOWATELX- NO, ^ISLO PAR STOLBCOW RAWNO C^2_n (IMEETSQ W WIDU, ^TO KAVDAQ PA- RA NEUPORQDO^ENA I STOLBCY W PARE RAZLI^NY). nAPOMNIM, C^2_n = n(n−1) 2 . ~ISLO PAR MOVNO PODS^ITATX TAK: PERWYJ STOLBEC W PARE MOVNO WYBRATX n SPOSOBAMI, WTOROJ STOLBEC — (n − 1) SPOSOBOM, TAK KAK WTOROJ STOLBEC DOLVEN OTLI^ATXSQ OT PERWOGO. zNA^IT, DWA STOLBCA ODNOWREMENNO MOVNO WYBRATX n(n − 1) SPOSOBAMI. kROME TOGO, KAVDU@ PARU {a, b} MY SOS^ITALI DWA RAZA: PERWYJ RAZ, KOGDA

— 50 —

x 13. mATRICY BEZ PRQMOUGOLXNIKOW

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

rIS. 12 rIS. 13 WNA^ALE WYBRALI a, A ZATEM — b, WTOROJ RAZ — KOGDA WNA^ALE WY- BRALI b, A ZATEM — a. pO“TOMU ^ISLO n(n − 1) NUVNO RAZDELITX NA 2. bUDEM S^ITATX, ^TO DLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO ^ISLA x ZAPISX

C^2_x QWLQETSQ OBOZNA^ENIEM WYRAVENIQ^{x(x−1)}_2 .

nAZOW¡M PAROJ EDINIC DWE EDINICY, STOQ]IE W ODNOJ I TOJ VE STROKE. dLQ KAVDOGO i = 1, 2, . . ., n ^ISLO EDINIC W i-J STROKE MAT- RICY OBOZNA^IM ^EREZ mi. tOGDA ^ISLO PAR EDINIC, RASPOLOVENNYH W i-J STROKE, RAWNO C^2_{mi} . sLEDOWATELXNO, ^ISLO PAR EDINIC W MATRI- CE RAWNO C^2_{m1} + C^2_{m2} + . . . + C^2_{mn} . rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ PARU STOLBCOW I PERESE^ENIQ “TIH STOLBCOW SO WSEMI STROKAMI. nAJD¡TSQ NE BOLEE ODNOJ STROKI, NA PERESE^ENII S KOTOROJ W DANNYH DWUH STOLBCAH STOQT EDINICY. dEJSTWITELXNO, ESLI BY SU]ESTWOWALI DWE TAKIE STROKI, TO MY BY POLU^ILI PRQMOUGOLXNIK. zNA^IT, W DAN- NOJ PARE STOLBCOW NAHODITSQ NE BOLEE ODNOJ PARY EDINIC. pO“TOMU ^ISLO PAR EDINIC NE BOLX[E ^ISLA PAR STOLBCOW:

C^2_{m1} + C^2_{m2} + . . . + C^2_{mn} 6 C^2_n. (23)

nAPOMNIM, FUNKCIQ f: R → R NAZYWATSQ WYPUKLOJ (NA R), ES- LI DLQ L@BYH DWUH ^ISEL x, y I DLQ L@BYH DWUH NEOTRICATELXNYH ^ISEL α, β TAKIH, ^TO α + β = 1, WYPOLNENO f(αx + βy) 6 αf(x) + βf(y). (24) wYPUKLOSTX OZNA^AET, ^TO L@BOJ OTREZOK, SOEDINQ@]IJ DWE TO^KI GRAFIKA FUNKCII, LEVIT NAD GRAFIKOM (ILI NA GRAFIKE). pOKAVEM, ^TO FUNKCIQ C^2_x WYPUKLA:

C^2_{αx+βy} 6 αC^2_x + βC^2_y , (αx + βy)^2 − (αx + βy) 6 αx^2 − αx + βy^2 − βy, — 51 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

(αx + βy)^2 6 αx^2 + βy^2, α^2x^2 + 2αβxy + β^2y^2 6 αx^2 + βy^2, α(1 − α)x^2 − 2αβxy + β(1 − β)y^2 > 0, αβ(x − y)^2 > 0.

dLQ WYPUKLOJ FUNKCII SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO iENSENA: DLQ L@BYH ^ISEL x1, . . . , xn I L@BYH NEOTRICATELXNYH ^ISEL α1, . . . , αn TAKIH, ^TO α1 + . . . + αn = 1, WYPOLNENO:

f(α_1x_1 + . . . + α_nx_n) 6 α_1f(x_1) + . . . + α_nf(x_n). (25)

nERAWENSTWO (25) MOVNO DOKAZATX INDUKCIEJ PO n, OPIRAQSX NA NE- RAWENSTWO (24); SM. UPRAVNENIE 28. pRIMENIM NERAWENSTWO iENSENA K FUNKCII C^2_x I KONSTANTAM α1 = . . . = αn = 1/n: C^2_{(m1+...+mn )/n} 6 1 n ( C^2_{m1} + . . . + C^2_{mn} ) . pUSTX m — ^ISLO EDINIC W MATRICE. tOGDA m = m1 + . . . + mn.

iSPOLXZUQ (23), POLU^IM

C^2_{m/n} 6 1 n ( C^2_{m1} + . . . + C^2_{mn}

) 6^1_n C^2_n.

oBOZNA^IM x = m/n I PROWED¡M WYKLADKI: x(x − 1) 2 6^1_n ·^{n(n − 1)}_2 =^{n − 1}_2 ,

x^2 − x − (n − 1) 6 0, D = 1 + 4(n − 1) = 4n − 3, 1 − √ 4n − 3 2 6 x 6^{1 +} √ 4n − 3 2 . mY ZNAEM, ^TO x = m/n > 0, PO“TOMU m n 6^{1 +} √ 4n − 3 2 6^{1 +} √ 4n 2 = √ n + 1 2 . — 52 —

x 13. mATRICY BEZ PRQMOUGOLXNIKOW

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . .. . . . . . . . .. . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . .. . . . . . . . .. . . . 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

E^0_p E^0_p . . . E^{0·(p−1)}_p

E^0_p E^1_p . . . E^{1·(p−1)}p

E^0_p E^2_p . . . E^{2·(p−1)}_p . . . . .. . . . E^0_p E^{p−1}_p . . . E^{(p−1)2}_p

rIS. 14 rIS. 15 oKON^ATELXNO POLU^IM

m 6 n^{3/2} + n/2. �

tEPERX MY POKAVEM, ^TO DLQ NEKOTORYH n SU]ESTWU@T MATRI- CY RAZMERA n × n BEZ PRQMOUGOLXNIKOW, SODERVA]IE n^{3/2} EDINIC. pUSTX p — PROSTOE ^ISLO I n = p^2. pOSTROIM MATRICU Tn RAZMERA

n × n, A IMENNO, SOSTAWIM E¡ IZ BLOKOW. bLOK — “TO ^ASTX MATRICY,

NAHODQ]AQSQ NA PERESE^ENII NESKOLXKIH RQDOM STOQ]IH STROK I RQ- DOM STOQ]IH STOLBCOW. oBOZNA^IM ^EREZ E^q_p BLOK, IZOBRAV¡NNYJ NA RIS. 14. eDINICA W PERWOJ STROKE STOIT NA MESTE S NOMEROM q^′ + 1, GDE q^′ — OSTATOK OT DELENIQ q NA p; W KAVDOJ SLEDU@]EJ STROKE EDINICA STOIT NA ODNU POZICI@ PRAWEE, PRI^¡M ZA KRAJNEJ PRAWOJ POZICIEJ SLEDUET KRAJNQQ LEWAQ. wOOB]E, “LEMENT NA PERESE^ENII k-J STROKI I l-GO STOLBCA RAWEN EDINICE TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA l − k ≡ q (mod p), DRUGIMI SLOWAMI, ^ISLA l − k I q DA@T ODINAKOWYE OSTATKI PRI DELENII NA p. nAPRIMER, W SLU^AE p = 2 BLOKI E^0_2 I E^1_2 IME@T WID:

E^0_2 = ( 1 0 0 1 ) , E^1_2 = ( 0 1 1 0 ) . mATRICA Tn, SOSTAWLENNAQ IZ BLOKOW E^q_p DLQ RAZLI^NYH q, IZOB- RAVENA NA RIS. 15. bLOK S KOORDINATAMI (i, j), T. E. i-J BLOK SWERHU

— 53 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

I j-J SLEWA RAWEN E^{ij}_p . nAPRIMER, PRI p = 2 MATRICA Tn PRINIMAET WID:

T_4 = ( E^0_2 E^0_2

E^0_2 E^1_2 ) . eSLI ZDESX OBOZNA^ENIQ BLOKOW ZAMENITX SAMIMI BLOKAMI, TO MY POLU^IM MATRICU RAZMERA 4 × 4, IZOBRAV¡NNU@ NA RIS. 13.

dOKAVEM, ^TO W MATRICE Tn NET PRQMOUGOLXNIKOW. kAVDYJ “LE- MENT MATRICY Tn ZADA¡TSQ ^ETYRXMQ KOORDINATAMI: i, j, k, l, GDE i ESTX NOMER BLOKA PO WERTIKALI, k — NOMER STROKI W BLOKE, j — NOMER BLOKA PO GORIZONTALI, l — NOMER STOLBCA W BLOKE. tAKIM OBRAZOM, NOMER STROKI MATRICY ZADA¡TSQ PAROJ ^ISEL (i, k), A NOMER STOLB- CA — PAROJ (j, l). dOPUSTIM, ^TO STROKI S KOORDINATAMI (i1, k1) I

(i_2, k_2), A TAKVE STOLBCY S KOORDINATAMI (j_1, l_1) I (j_2, l_2) OBRAZU@T

PRQMOUGOLXNIK. wYPI[EM USLOWIQ TOGO, ^TO WSE ^ETYRE “LEMENTA NA PERESE^ENII DANNYH STROK I STOLBCOW RAWNY EDINICE:

l_1 − k_1 ≡ i_1j_1 (mod p)

l_2 − k_1 ≡ i_1j_2 (mod p)

l_1 − k_2 ≡ i_2j_1 (mod p)

l_2 − k_2 ≡ i_2j_2 (mod p)

(26)

sLOVIM PERWOE I POSLEDNEE SRAWNENIQ W (26) I WY^TEM IZ NIH WTOROE I TRETXE. ~ISLA k1, k2, l1, l2 WZAIMNO UNI^TOVATSQ I MY PO- LU^IM:_{0 ≡ i1j1 − i1j2 − i2j1 + i2j2 (mod p),}

0 ≡ (i_1 − j_1)(i_2 − j_2) (mod p).

wIDIM, ^TO (i1 − i2)(j1 − j2) DELITSQ NA p. ~ISLO p PROSTOE, PO“TOMU ILI i1 − i2, ILI j1 − j2 DELITSQ NA p. w TO VE WREMQ ^ISLA i1, i2, j1, j2 PRINADLEVAT OTREZKU [1, p], A ZNA^IT, |i1 − i2| < p I |j2 − j2| < p. sLEDOWATELXNO, i1 − i2 = 0 ILI j1 − j2 = 0. w PERWOM SLU^AE IZ PERWOGO SRAWNENIQ W (26) WY^TEM TRETXE I POLU^IM

k_2 − k_1 ≡ 0 (mod p).

tAKIM OBRAZOM, i1 = i2 I k1 = k2, ZNA^IT, WYBRANNYE NAMI STRO- KI SOWPADA@T. aNALOGI^NO, ESLI j1 − j2 = 0, TO IZ SISTEMY (26)

— 54 —

x 14. sHEMY W MONOTONNOM BAZISE

NAJD¡M, ^TO WYBRANNYE NAMI STOLBCY SOWPADA@T. pRQMOUGOLXNIK DOLVEN BYTX OBRAZOWAN RAZNYMI STROKAMI I RAZNYMI STOLBCAMI. mY POLU^ILI PROTIWORE^IE, DOKAZYWA@]EE, ^TO W MATRICE Tn NET PRQMOUGOLXNIKOW.

zAMETIM, NAKONEC, ^TO W KAVDOM BLOKE SODERVITSQ p EDINIC I WSEGO IMEETSQ p^2 BLOKOW, PO“TOMU ^ISLO EDINIC W MATRICE Tn RAWNO

p^3 = n^{3/2}. mY DOKAZALI LEMMU:

lEMMA 10. eSLI n — KWADRAT PROSTOGO ^ISLA, TO SU]ESTWU- ET MATRICA RAZMERA n × n BEZ PRQMOUGOLXNIKOW S n^{3/2} EDINICAMI.

mATRICY BEZ PRQMOUGOLXNIKOW ISPOLXZU@TSQ, NAPRIMER, W KO- NE^NOJ GEOMETRII. a IMENNO, STROKAM MATRICY POSTAWIM W SOOT- WETSTWIE PRQMYE, A STOLBCAM — TO^KI. nA PERESE^ENII STROKI I STOLBCA STOIT EDINICA, ESLI SOOTWETSTWU@]AQ TO^KA LEVIT NA PRQ- MOJ. tOGDA AKSIOMA ”^EREZ L@BYE DWE TO^KI PROHODIT NE BOLEE ODNOJ PRQMOJ” SOOTWETSTWUET TOMU, ^TO MATRICA NE SODERVIT PRQMOUGOLX- NIKOW. mOVNO POSTROITX MATRICY, UDOWLETWORQ@]IE BOLEE SILXNOJ AKSIOME: ”^EREZ L@BYE DWE TO^KI PROHODIT ROWNO ODNA PRQMAQ”. w SLEDU@]EM PARAGRAFE MY RASSMOTRIM DRUGOE PRIMENENIE MATRIC BEZ PRQMOUGOLXNIKOW, SWQZANNOE S NIVNIMI OCENKAMI SLOVNOSTI.

uPRAVNENIE 27. pOSTROJTE 0–1-MATRICU RAZMERA 7 × 7, KO- TORAQ UDOWLETWORQET USLOWI@: DLQ L@BYH DWUH STOLBCOW SU]EST- WUET ROWNO ODNA STROKA TAKAQ, ^TO NA EË PERESE^ENII S DANNYMI STOLBCAMI STOQT DWE EDINICY.

uPRAVNENIE 28*. dOKAVITE NERAWENSTWO iENSENA.

§ 14. sHEMY W MONOTONNOM BAZISE

w DANNOM PARAGRAFE MY RASSMOTRIM SHEMY IZ FUNKCIONALXNYH “LEMENTOW W BAZISE M0 = {&, ∨}. —TOT BAZIS NE QWLQETSQ POLNYM, W N¡M MOVNO WYRAZITX TOLXKO MONOTONNYE FUNKCII (SM. NIVE). kAK MY UVE OTME^ALI W § 12, W NASTOQ]EE WREMQ NEIZWESTNY NELINEJNYE “FFEKTIWNYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI DLQ KLASSA sf— W POLNOM BAZISE. w NEPOLNOM BAZISE M0 TAKIE OCENKI IZWESTNY. mY DOKA- VEM PROSTEJ[U@ IZ NIH, A IMENNO, OCENIM SLOVNOSTX SOWMESTNOGO

— 55 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY z x y t & 1 ∨ 2 ∨3 x_1 x_2 x_4 x_3 ∨ 1 ∨2 ∨ 3 ∨4 ∨5

rIS. 16 rIS. 17 WY^ISLENIQ SISTEMY BULEWYH FUNKCIJ, SWQZANNOJ S MATRICEJ Tn, KOTORU@ MY WWELI W § 13. oTMETIM, ^TO DOKAZATX NIVN@@ OCENKU DLQ SLOVNOSTI SOWMESTNOGO WY^ISLENIQ NESKOLXKIH FUNKCIJ PRO]E, ^EM DLQ SLOVNOSTI ODNOJ FUNKCII, NO DAVE TAKIE OCENKI W SLU^AE POLNOGO BAZISA NEIZWESTNY. w SLU^AE VE BAZISA M0 IZWESTNY DOSTA- TO^NO WYSOKIE (“KSPONENCIALXNYE) NIVNIE OCENKI DLQ SLOVNOSTI ODNOJ QWNO ZADANNOJ FUNKCII. —TO GOWORIT O SILE OGRANI^ENIQ, SWQ- ZANNOGO S OTSUTSTWIEM OTRICANIQ.

sKAVEM, ^TO SHEMA S SLOVNOSTI l WY^ISLQET SISTEMU FUNKCIJ

(f_1, . . . , f_k), ESLI DLQ KAVDOGO i = 1, . . . , k FUNKCIQ f_i WY^ISLQETSQ NA

WYHODE “LEMENTA SHEMY S, IME@]EGO NOMER l − k + i. nAPOMNIM, ^TO “LEMENTY SHEMY S ZANUMEROWANY ^ISLAMI 1, . . . , l, PO“TOMU FUNK- CII f1, . . . , fk WY^ISLQ@TSQ NA WYHODAH POSLEDNIH k “LEMENTOW SHE- MY. kLASS sf— POZWOLQET WY^ISLQTX NEKOTORYE SISTEMY BULEWYH FUNKCIJ BOLEE “KONOMNO, ^EM PRI RAZDELXNOM WY^ISLENII KAVDOJ FUNKCII SISTEMY. nA RIS. 16 PRIWED¡N PRIMER SHEMY W BAZISE M0, WY^ISLQ@]EJ SISTEMU FUNKCIJ (xy ∨ z, xy ∨ t) SO SLOVNOSTX@ 3, TOGDA KAK PRI RAZDELXNOM WY^ISLENII KAVDOJ FUNKCII SLOVNOSTX BUDET NE MENEE ^ETYR¡H.

bULEWOJ SUMMOJ NAZYWAETSQ DIZ˙@NKCIQ ODNOJ ILI NESKOLXKIH PEREMENNYH, NAPRIMER, x ∨ y ∨ z. kAVDOJ 0–1-MATRICE M RAZMERA

k × n POSTAWIM W SOOTWETSTWIE SISTEMU BULEWYH SUMM (f_1, . . . , f_k).

dLQ “TOGO STOLBCY MATRICY M SWQVEM S PEREMENNYMI: PERWYJ STOLBEC SOOTWETSTWUET PEREMENNOJ x1, WTOROJ — x2 I T. D. dLQ KAV- DOGO i = 1, . . ., k FUNKCIQ fi RAWNA DIZ˙@NKCII PEREMENNYH, SOOT- WETSTWU@]IH TEM STOLBCAM MATRICY M , NA PERESE^ENII KOTORYH S i-J STROKOJ STOIT EDINICA. nAPRIMER, MATRICE, IZOBRAV¡NNOJ NA RIS. 12, SOOTWETSTWUET SLEDU@]AQ SISTEMA BULEWYH SUMM: (x1 ∨ x2 ∨

x_4, x_1 ∨x_3 ∨x_4, x_2 ∨x_3 ∨x_4). pRI RAZDELXNOM WY^ISLENII “TIH SUMM

— 56 —

x 14. sHEMY W MONOTONNOM BAZISE

POTREBUETSQ 6 “LEMENTOW. eSLI VE ISPOLXZOWATX PREIMU]ESTWA SOW- MESTNOGO WY^ISLENIQ, A IMENNO, SOWMESTNO REALIZOWATX FRAGMENT

x_3 ∨ x_4, TO DOSTATO^NO PQTI “LEMENTOW (SM. RIS. 17).

tEPERX RASSMOTRIM MATRICU BEZ PRQMOUGOLXNIKOW (NAPRIMER, NA RIS. 13) I SOOTWETSTWU@]U@ SISTEMU BULEWYH SUMM. l@BYE DWE BULEWY SUMMY IME@T NE BOLEE ODNOJ OB]EJ PEREMENNOJ. w TAKOM SLU^AE NEO^EWIDNO, KAKIM OBRAZOM MOVNO UPROSTITX ESTESTWENNU@ SHEMU RAZDELXNOGO WY^ISLENIQ SUMM. kAVETSQ PRAWDOPODOBNYM, ^TO TAKU@ SHEMU UPROSTITX NELXZQ. eSLI RASSMOTRETX KLASS SHEM W BAZI- SE {∨} (DRUGOE NAZWANIE — KLASS WENTILXNYH SHEM), TO DOKAZATX MI- NIMALXNOSTX DANNOJ SHEMY NESLOVNO. mY RASSMOTRIM BOLEE SLOV- NYJ SLU^AJ, KOGDA ISPOLXZUETSQ BAZIS M0. w SLU^AE, ESLI ISPOLXZU- ETSQ BAZIS B0, SODERVA]IJ OTRICANIE, DANNAQ PROBLEMA OTKRYTA.

tEOREMA 7. pUSTX M — MATRICA RAZMERA k × n BEZ PRQMO- UGOLXNIKOW, SODERVA]AQ m EDINIC. tOGDA SLOVNOSTX SOOTWET- STWU@]EJ SISTEMY BULEWYH SUMM W KLASSE sf— W BAZISE M0 RAWNA m − k. dOKAZATELXSTWO W ODNU STORONU O^EWIDNO, A IMENNO, SLOV- NOSTX NE BOLX[E ^EM m − k, TAK KAK TAKU@ SLOVNOSTX IMEET ES- TESTWENNAQ SHEMA, RAZDELXNO WY^ISLQ@]AQ SUMMY. pREVDE, ^EM NA- ^ATX DOKAZATELXSTWO TEOREMY W OBRATNU@ STORONU, SFORMULIRUEM E¡ SLEDSTWIE, A ZATEM DOKAVEM WSPOMOGATELXNOE UTWERVDENIE.

sLEDSTWIE 7. sLOVNOSTX SISTEMY BULEWYH SUMM, SOOTWET- STWU@]EJ MATRICE Tn, W KLASSE sf— W BAZISE M0 RAWNA n^{3/2} − n.

bULEWU FUNKCI@ NAZOW¡M MONOTONNOJ, ESLI ONA WOZRASTAET PO KAVDOJ SWOEJ PEREMENNOJ (SM. § 6). nAPRIMER, FUNKCII & I ∨ MO- NOTONNY, A OTRICANIE — NET. nESLOVNO POKAZATX, ^TO KOMPOZICIQ MONOTONNYH FUNKCIJ MONOTONNA (PODOBNYE WYKLADKI MY PROWODI- LI PRI DOKAZATELXSTWE UTW. 6 W § 6). pO“TOMU FORMULA, SOSTAWLENNAQ IZ MONOTONNYH FUNKCIJ, ZADA¡T MONOTONNU@ FUNKCI@. pO KAVDOJ sf— MOVNO POSTROITX FORMULU, ZADA@]U@ TU VE FUNKCI@ (MY “TO DELALI W § 12), PO“TOMU L@BAQ SHEMA W BAZISE M0 WY^ISLQET MO- NOTONNU@ FUNKCI@; BOLEE TOGO, NA WYHODE L@BOGO “LEMENTA TAKOJ

— 57 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

SHEMY WY^ISLQETSQ MONOTONNAQ FUNKCIQ (MOVNO RASSMOTRETX ^ASTX SHEMY, W KOTOROJ DANNYJ “LEMENT BUDET POSLEDNIM).

pUSTX α̃ = (α1, . . . , αn) I^~β = (β1, . . . , βn) — DWA NABORA, SOSTOQ- ]IE IZ NULEJ I EDINIC. sKAVEM, ^TO NABOR α̃ NE MENX[E, ^EM^~β (OBO- ZNA^ENIE: α̃ 6^~β), ESLI KAVDAQ KOORDINATA NABORA α̃ NE MENX[E SOOT- WETSTWU@]EJ KOORDINATY NABORA^~β. nAPRIMER, (0, 0, 1) 6 (0, 1, 1), NO

(0, 0, 1) 6̸ (1, 0, 0). l@BAQ MONOTONNAQ FUNKCIQ f WOZRASTAET PO WSEM

PEREMENNYM ODNOWREMENNO, A IMENNO, ESLI α̃ 6^~β, TO f(α̃) 6 f(^~β). dEJSTWITELXNO, ESLI α̃ 6^~β, TO OT NABORA α̃ MOVNO PEREJTI K NABORU β̃ PO CEPO^KE NABOROW: α̃, γ̃^1, . . . , γ̃^s,^~β, W KOTOROJ KAVDYJ SLEDU@]IJ OTLI^AETSQ OT PREDYDU]EGO ROWNO PO ODNOJ KOORDINATE I NE MENX- [E PREDYDU]EGO. iZ WOZRASTANIQ FUNKCII f PO KAVDOJ PEREMENNOJ SLEDUET:

f(α̃) 6 f(γ̃^1 ) 6 . . . 6 f(γ̃^s) 6 f(β̃).

sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f NE MENX[E FUNKCII g (OBOZNA^ENIE: f 6 g), ESLI NA L@BOM NABORE α̃ WYPOLNENO NERAWENSTWO f(α̃) 6 g(α̃). nAPRIMER, xy 6 x 6 x ∨ y, NO x 6̸ y.

uTWERVDENIE 12. pUSTX f I g — MONOTONNYE FUNKCII, xi — PEREMENNAQ, h — BULEWA SUMMA. tOGDA

A) ESLI fg > xi, TO f > xi I g > xi; B) ESLI f ∨ g > xi, TO f > xi ILI g > xi; W) ESLI fg 6 h, TO f 6 h ILI g 6 h; G) ESLI f ∨ g 6 h, TO f 6 h I g 6 h.

dOKAZATELXSTWO. dLQ UDOBSTWA BUDEM S^ITATX, ^TO xi = x1 I

h = x_1 ∨ x_2 ∨ . . . ∨ x_s.

A) zAMETIM, ^TO DLQ L@BYH FUNKCIJ f I g WYPOLNENO f > fg dEJSTWITELXNO, ESLI f(α̃) = 1, TO f(α̃) = 1 > (fg)(α̃), A ESLI

f(α̃) = 0, TO (fg)(α̃) = 0, SLEDOWATELXNO, f(α̃) = 0 = (fg)(α̃). tA-

KIM OBRAZOM, f > fg > x1 I g > fg > x1.

B) dOKAVEM OT PROTIWNOGO. dOPUSTIM, f ≯ x1 I g ≯ x1. tOGDA SU]ESTWU@T NABORY α̃ I^~β TAKIE, ^TO f(α̃) < x1(α̃) I g(^~β) < x1(^~β). sLEDOWATELXNO, f(α̃) = g(^~β) = 0 I x1(α̃) = x1(^~β) = 1. zNA^ENI- EM WYRAVENIQ x1(α̃) QWLQETSQ PERWAQ KOORDINATA NABORA α̃, PO“TO- MU α̃ = (1, α2, . . .). aNALOGI^NO,^~β = (1, β2, . . .). rASSMOTRIM NABOR

— 58 —

x 14. sHEMY W MONOTONNOM BAZISE

γ̃ = α̃ & β̃, W KOTOROM KAVDAQ KOORDINATA RAWNA KON˙@NKCII SOOT-

WETSTWU@]IH KOORDINAT IZ NABOROW α̃ I^~β. tOGDA γ̃ = (1, α2β2, . . .).

zAMETIM, ^TO DLQ L@BYH NABOROW α̃ I^~β WYPOLNENO α̃ &^~β 6 α̃ (DOSTATO^NO PROWERITX NERAWENSTWO DLQ KAVDOJ KOORDINATY), PO“- TOMU γ̃ 6 α̃ I γ̃ 6^~β. oTS@DA, W SILU WOZRASTANIQ FUNKCIJ f I g PO WSEM PEREMENNYM, SLEDUET: f(γ̃) 6 f(α̃) = 0 I g(γ̃) 6 g(^~β) = 0, A ZNA^IT, f(γ̃) = g(γ̃) = 0. iMEEM (f ∨ g)(γ̃) = 0, NO, W TO VE WREMQ,

x_1(γ̃) = 1. mY POLU^ILI PROTIWORE^IE: f ∨ g ≯ x_1.

W) pODOBNO P. B), DOKAVEM OT PROTIWNOGO. dOPUSTIM, f 6̸ h I g 6̸ h. tOGDA SU]ESTWU@T NABORY α̃ I^~β TAKIE, ^TO f(α̃) > h(α̃) I

g(β̃) > h(β̃), T. E. f(α̃) = g(β̃) = 1, h(α̃) = h(β̃) = 0. rASSMOTRIM

NABOR γ̃ = α̃ ∨^~β. tOGDA α̃ 6 α̃ ∨^~β = γ̃. aNALOGI^NO^~β 6 γ̃. iZ MONOTONNOSTI FUNKCII f SLEDUET: 1 = f(α̃) 6 f(γ̃), PO“TOMU f(γ̃) = 1. aNALOGI^NO g(γ̃) = 1. w ITOGE POLU^AEM: (fg)(γ̃) = 1.

~TOBY PRIJTI K PROTIWORE^I@, NAM OSTALOSX DOKAZATX, ^TO

h(γ̃) = 0. zAMETIM, ^TO WYRAVENIE h(α̃) PRINIMAET ZNA^ENIE 0 TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA NA PERWYH s MESTAH NABORA α̃ STOQT NULI (MY USLOWILISX, ^TO h = x1 ∨ . . . ∨ xs). pO“TOMU α̃ = (0, . . ., 0, αs+1, . . .). aNALOGI^NO,^~β = (0, . . . , 0, βs+1, . . .). tOGDA γ̃ = (0, . . . , 0, αs+1 ∨

β_{s+1}, . . .), SLEDOWATELXNO, h(γ̃) = 0. pROTIWORE^IE.

G) pODOBNO P. A) IMEEM f 6 f ∨ g, SLEDOWATELXNO, f 6 f ∨ g 6 h I g 6 f ∨ g 6 h. �

sLEDSTWIE 8. eSLI f I g — MONOTONNYE FUNKCII, xi — PE- REMENNAQ, h — BULEWA SUMMA I WYPOLNENO NERAWENSTWO xi 6 fg 6 h (ILI NERAWENSTWO xi 6 f ∨ g 6 h), TO WYPOLNENO HOTQ BY ODNO IZ NERAWENSTW xi 6 f 6 h, xi 6 g 6 h.

dEJSTWITELXNO, ESLI fg 6 h, TO LIBO f 6 h, LIBO g 6 h. w TO VE WREMQ IZ NERAWENSTWA xi 6 fg SLEDUET KAK NERAWENSTWO xi 6 f, TAK I xi 6 g. tAKIM OBRAZOM, IMEET MESTO xi 6 f 6 g ILI xi 6 g 6 h. rASSUVDENIE DLQ FUNKCII f ∨ g ANALOGI^NO. �

pEREJD¡M K DOKAZATELXSTWU NIVNEJ OCENKI W TEOREME 7. rAS- SMOTRIM PROIZWOLXNU@ SHEMU S W BAZISE M0, KOTORAQ WY^ISLQET SISTEMU BULEWYH SUMM, SOOTWETSTWU@]U@ MATRICE M . sKAVEM, ^TO “LEMENT SHEMY OBLADAET SWOJSTWOM (xi, h), ESLI FUNKCIQ f, WY^IS- LQEMAQ NA WYHODE “TOGO “LEMENTA, UDOWLETWORQET NERAWENSTWAM xi 6

— 59 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

f 6 h. pREDKAMI DANNOGO “LEMENTA NAZOW¡M WER[INY (“LEMENTY ILI WHODY SHEMY), KOTORYE SWQZANY R¡BRAMI SO WHODAMI DANNOGO “LEMENTA. sLEDSTWIE 8 OZNA^AET, ^TO ESLI NEKOTORYJ “LEMENT OB- LADAET SWOJSTWOM (xi, h), TO HOTQ BY ODIN IZ EGO PREDKOW OBLADAET “TIM SWOJSTWOM.

w KA^ESTWE h WOZXM¡M BULEWU SUMMU, SOOTWETSTWU@]U@ KAKOJ- NIBUDX STROKE MATRICY M . dLQ UDOBSTWA BUDEM S^ITATX, ^TO h =

x_1 ∨ . . . ∨ x_s. tOGDA “LEMENT E, NA WYHODE KOTOROGO WY^ISLQETSQ

FUNKCIQ h, OBLADAET SWOJSTWAMI (x1, h), . . . , (xs, h). oBOZNA^IM “TI SWOJSTWA ^EREZ a1, . . . , as. ~ASTX IZ NIH PEREDA¡TSQ PERWOMU PREDKU “LEMENTA E, ^ASTX — WTOROMU, T. E. PROISHODIT RAZDELENIE MNOVEST- WA {a1, . . ., as} NA DWA (WOZMOVNO, PERESEKA@]IESQ). pROCESS DELENIQ NA DWE ^ASTI PRODOLVAETSQ I DALEE DO TEH POR, POKA NE POLU^ATSQ ODNO“LEMENTNYE MNOVESTWA {a1}, . . ., {as}. dEJSTWITELXNO, PEREHODQ OT “LEMENTA K EGO PREDKAM, MY RANO ILI POZDNO DOJD¡M DO WHODOW SHEMY, A KAVDYJ WHOD OBLADAET NE BOLEE, ^EM ODNIM IZ RASSMATRI- WAEMYH SWOJSTW. a IMENNO, ESLI WHOD SOOTWETSTWUET ODNOJ IZ PERE- MENNYH x1, . . . , xs, NAPRIMER x1, TO ON OBLADAET TOLXKO SWOJSTWOM

x_1: LEGKO POKAZATX, ^TO x_2 6̸ x_1 I T. D. eSLI VE WHOD SOOTWETSTWUET

PEREMENNOJ, OTLI^NOJ OT x1, . . ., xs, TO ON NE OBLADAET NI ODNIM IZ DANNYH SWOJSTW.

dOKAVEM E]¡ ODNO WSPOMOGATELXNOE UTWERVDENIE.

uTWERVDENIE 13. pUSTX sf— S UDOWLETWORQET USLOWIQM: A) NEKOTORYJ “LEMENT SHEMY OBLADAET SWOJSTWAMI a1, . . . , as; B) ESLI “LEMENT OBLADAET SWOJSTWOM ai, TO HOTQ BY ODIN EGO PREDOK OBLADAET SWOJSTWOM ai;

W) KAVDYJ WHOD SHEMY OBLADAET NE BOLEE ^EM ODNIM SWOJST- WOM.

tOGDA ^ISLO “LEMENTOW, OBLADA@]IH HOTQ BY DWUMQ IZ “TIH SWOJSTW, NE MENX[E ^EM s − 1.

dOKAZATELXSTWO PROWED¡M INDUKCIEJ PO s.

bAZIS INDUKCII: s = 2. —LEMENT, OBLADA@]IJ DWUMQ SWOJST- WAMI, SU]ESTWUET SOGLASNO P. A).

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: s − 1 → s. —LEMENTY, OBLADA@]IE HOTQ BY DWUMQ SWOJSTWAMI, SU]ESTWU@T SOGLASNO P. A). sREDI WSEH

— 60 —

x 14. sHEMY W MONOTONNOM BAZISE

TAKIH “LEMENTOW WYBEREM “LEMENT S NAIMENX[IM NOMEROM I OBOZNA- ^IM EGO ^EREZ E. tOGDA E OBLADAET ROWNO DWUMQ SWOJSTWAMI. dEJ- STWITELXNO, U E ROWNO DWA PREDKA I KAVDYJ PREDOK IMEET NOMER, MENX[IJ ^EM E, SLEDOWATELXNO, OBLADAET NE BOLEE ^EM ODNIM SWOJST- WOM. sWOJSTWA VE DOLVNY PEREDAWATXSQ PREDKAM. pUSTX E OBLADAET SWOJSTWAMI a1 I a2. iSKL@^IM IZ SHEMY SWOJSTWO a1, T. E. BUDEM RAS- SMATRIWATX TOLXKO SWOJSTWA a2, . . . , as. pRIMENIM K “TIM SWOJSTWAM PREDPOLOVENIE INDUKCII. pOLU^IM, ^TO SU]ESTWU@T (s−2) “LEMEN- TA, OBLADA@]IE HOTQ BY DWUMQ IZ SWOJSTW a2, . . . , as. —LEMENT E NE POPAD¡T W IH ^ISLO, TAK KAK ON OBLADAET TOLXKO ODNIM SWOJSTWOM:

a_2. tEPERX WERN¡M SWOJSTWO a_1. kAVDYJ IZ NAJDENNYH (s − 2) “LE-

MENTOW PO-PREVNEMU OBLADAET DWUMQ SWOJSTWAMI. dOBAWIW K “TIM “LEMENTAM “LEMENT E, POLU^IM TREBUEMYE (s − 1) “LEMENTOW. � pRODOLVIM DOKAZATELXSTWO TEOREMY 7. rASSMOTRIM KAKIE-NI- BUDX DWE BULEWY SUMMY h I h^′, SOOTWETSTWU@]IE STROKAM MATRI- CY M . pOKAVEM, ^TO NE SU]ESTWUET “LEMENTA, OBLADA@]EGO DWUMQ SWOJSTWAMI (xi, h), (xj, h), OTNOSQ]IMISQ K FUNKCII h, I E]¡ HOTQ BY ODNIM SWOJSTWOM (xl, h^′), OTNOSQ]IMSQ K h^′. dOPUSTIM, ^TO TAKOJ “LEMENT SU]ESTWUET I NA EGO WYHODE WY^ISLQETSQ FUNKCIQ f. tOGDA WYPOLNENY NERAWENSTWA xi 6 f 6 h, xj 6 f 6 h I xl 6 f 6 h^′. sLEDOWATELXNO, xi 6 f 6 h^′ I xj 6 f 6 h^′. tAKIM OBRAZOM, xi 6 h,

x_i 6 h^′, x_i 6 h^′ I x_j 6 h^′. nERAWENSTWO x_i 6 h OZNA^AET, ^TO PE-

REMENNAQ xi WHODIT W SUMMU h. aNALOGI^NOE ZNA^ENIE IME@T TRI DRUGIH NERAWENSTWA. tAKIM OBRAZOM, PEREMENNYE xi I xj ODNOWRE- MENNO WHODQT I W SUMMU h, I W SUMMU h^′. zNA^IT, MATRICA M SODER- VIT PRQMOUGOLXNIK, OBRAZOWANNYJ STROKAMI, SOOTWETSTWU@]IMI h I h^′, I STOLBCAMI, SOOTWETSTWU@]IMI PEREMENNYM xi I xj. mY PO- LU^ILI PROTIWORE^IE, POKAZYWA@]EE, ^TO ESLI NEKOTORYJ “LEMENT OBLADAET DWUMQ SWOJSTWAMI, OTNOSQ]IMISQ K SUMME h, TO ON NE MO- VET OBLADATX SWOJSTWAMI, OTNOSQ]IMISQ K DRUGOJ SUMME h^′.

~ISLO EDINIC W i-J STROKE MATRICY M OBOZNA^IM ^EREZ mi. mY POKAZALI, ^TO i-J STROKE MATRICY M MOVNO POSTAWITX W SO- OTWETSTWIE NE MENEE ^EM mi − 1 “LEMENTOW, OBLADA@]IH DWUMQ I BOLEE SWOJSTWAMI, SWQZANNYMI S BULEWOJ SUMMOJ, OTWE^A@]EJ “TOJ STROKE. pRI “TOM MNOVESTWA “LEMENTOW, SOOTWETSTWU@]IH RAZNYM STROKAM, NE PERESEKA@TSQ. sLEDOWATELXNO, W SHEME IMEETSQ NE MENEE

— 61 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

(0, 0)

(0, 1)

(1, 1)

(1, 0)

— 0-J SLOJ

— 1-J SLOJ

— 2-J SLOJ

rIS. 18 ^EM (m1 − 1) + . . . + (mk − 1) = m − k RAZLI^NYH “LEMENTOW, T. E. SLOVNOSTX SHEMY NE MENX[E m − k. �

uPRAVNENIE 29. mOVNO LI UPROSTITX SHEMU NA RIS. 17, ESLI ISPOLXZOWATX BAZIS M0?

uPRAVNENIE 30. pRIWEDITE SLEDU@]IE PRIMERY, POKAZYWA- @]IE, ^TO UTWERVDENIE 12 NE MOVET BYTX USILENO:

1) ODNA IZ FUNKCIJ f, g NE MONOTONNA I P. B) NE WYPOLNEN;

2) f, g I h — MONOTONNY, NO h — NE BULEWA SUMMA I P. W) NE

WYPOLNEN.

uPRAVNENIE 31*. dOKAVITE, ^TO W BAZISE M0 MOVNO WYRA- ZITX L@BU@ MONOTONNU@ FUNKCI@, NE RAWNU@ TOVDESTWENNO KON- STANTE.

§ 15. fUNKCII PERWOGO SLOQ

pERWYM SLOEM NAZYWAETSQ ^ASTX OBLASTI OPREDELENIQ BULEWOJ FUNKCII, SOSTOQ]AQ IZ NABOROW, SODERVA]IH ROWNO ODNU EDINICU. nAPRIMER, W SLU^AE FUNKCIJ DWUH PEREMENNYH PERWYH SLOJ SOSTOIT IZ NABOROW (0, 1) I (1, 0) (SM. RIS. 18). oBOZNA^IM ^EREZ |α̃| ^ISLO EDINIC W NABORE α̃. pUSTX f — BULEWA FUNKCIQ. tOGDA FUNKCIQ f^{(1)}, OPREDEL¡NNAQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

f^{(1)}(α̃) =

0, ESLI |α̃| = 0;

f(α̃), ESLI |α̃| = 1;

1, ESLI |α̃| > 1,

NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PERWOGO SLOQ FUNKCII f (DRUGIE NAZWANIQ: SLOJ-FUNKCIQ, SLAJS-FUNKCIQ). tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ 1-GO SLOQ

— 62 —

x 15. fUNKCII PERWOGO SLOQ

SOWPADAET S ISHODNOJ FUNKCIEJ NA PERWOM SLOE, A NA DRUGIH SLOQH RAWNA KONSTATE: NUL@ ILI EDINICE.

zAMETIM, ^TO ESLI h — BULEWA SUMMA, TO INFORMACIQ O TOM, KAKAQ PEREMENNAQ WHODIT W h, A KAKAQ — NE WHODIT, SODERVITSQ NA PERWOM SLOE. a IMENNO, PEREMENNAQ xi WHODIT W SUMMU h TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA h(0, . . ., 0, 1, 0, . . ., 0) = 1 (EDINICA W DANNOM NA- BORE STOIT NA i-M MESTE). mOVNO SKAZATX, ^TO PERWYJ SLOJ SODERVIT INFORMACI@ O LINEJNOJ ^ASTI BULEWOJ FUNKCII. nAPRIMER, FUNK- CII x∨y ∨zt I x∨y (RASSMATRIWAEMYE KAK FUNKCII 4-H ARGUMENTOW) SOWPADA@T NA PERWOM SLOE. —TO VE WERNO I DLQ PREDSTAWLENIQ BULE- WYH FUNKCIJ W WIDE POLINOMOW PO MODUL@ 2 (POLINOMOW vEGALKI- NA). tAK, FUNKCII x⊕y I x⊕y ⊕zt SOWPADA@T NA PERWOM SLOE. bOLEE TOGO, “TI FUNKCII SOWPADA@T NA PERWOM SLOE S FUNKCIEJ x ∨ y.

zADADIMSQ WOPROSOM: KAKOWA PRI^INA TOGO, ^TO SISTEMA BULE- WYH SUMM h1, . . . , hn, SOOTWETSTWU@]AQ MATRICE Tn, SLOVNA. wOZ- MOVNO, OTWET SOSTOIT W TOM, ^TO TAKOWY STRUKTURNYE SWOJSTWA MAT- RICY, A IMENNO, OTSUTSTWIE PRQMOUGOLXNIKOW. nO “TI STRUKTURNYE SWOJSTWA PROQWLQ@TSQ UVE NA PERWOM SLOE. tOGDA SLEDUET OVIDATX, ^TO SISTEMA FUNKCIJ h^{(1)}_1 , . . . , h^{(1)}n , SOWPADA@]AQ S ISHODNOJ NA PER- WOM SLOE, TAKVE SLOVNA. cELX NASTOQ]EGO PARAGRAFA — POKAZATX, ^TO “TO NE TAK, A IMENNO, SLOVNOSTX SISTEMY FUNKCIJ h^{(1)}_1 , . . . , h^{(1)}n W KLASSE sf— W BAZISE B0 LINEJNA (W SLU^AE BAZISA M0 SLOVNOSTX TAKVE LINEJNA).

dLQ DOKAZATELXSTWA MY POSTROIM SHEMU LINEJNOJ SLOVNOSTI. iDEQ SOSTOIT W SLEDU@]EM: PERWYJ SLOJ SODERVIT O^ENX MALO NA- BOROW PO SRAWNENI@ SO WSEJ OBLASTX@ OPREDELENIQ, A IMENNO, WSE- GO IMEETSQ 2^n NABOROW, A W PERWYJ SLOJ WHODQT LI[X n IZ NIH. pARAMETRIZUEM PERWYJ SLOJ DRUGIMI PEREMENNYMI: y1, . . . , yk, GDE

k = ⌈log_2 n⌉ I BUDEM RASSMATRIWATX FUNKCII PERWOGO SLOQ, KAK

FUNKCII PEREMENNYH y1, . . . , yk. tOGDA SLOVNOSTX IH WY^ISLENIQ BU- DET OCENIWATXSQ OTNOSITELXNO k, NAPRIMER, k W NEKOTOROJ STEPENI, ^TO OBY^NO DOSTATO^NO DLQ ALGEBRAI^ESKIH WY^ISLENIJ. nO TAKAQ SLOVNOSTX MALA PO SRAWNENI@ S n.

zNA^IT, OSNOWNAQ SLOVNOSTX SOSREDOTO^ENA PRI PEREHODE OT PE- REMENNYH x1, . . . , xn K PEREMENNYM y1, . . . , yk I NAOBOROT ([IFRA- CIQ I DE[IFRACIQ). lEGKO POKAZATX, ^TO TAKIE PREOBRAZOWANIQ OSU-

— 63 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

]ESTWIMY S LINEJNOJ SLOVNOSTX@. mY WIDIM, ^TO DLQ POLU^ENIQ NELINEJNYH NIVNIH OCENOK NELXZQ OPIRATXSQ TOLXKO NA STRUKTUR- NYE SWOJSTWA MATRICY. nEOBHODIMO TAKVE U^ITYWATX, ^TO FUNK- CII, WHODQ]IE W SISTEMU, OTLI^A@TSQ DRUG OT DRUGA NA BOLX[OM ^ISLE NABOROW. pREVDE, ^EM POSTROITX ITOGOWU@ SHEMU, RASSMOTRIM NESKOLXKO WSPOMOGATELXNYH ZADA^, PREDSTAWLQ@]IH SAMOSTOQTELX- NYJ INTERES.

sLOVENIE. nA WHOD SHEMY PODA@TSQ DWA ^ISLA, x I y, ZAPISAN- NYE W DWOI^NOJ SISTEME S^ISLENIQ: x1, . . ., xk I y1, . . . , yk (RAZRQD

x_1 — STAR[IJ, x_k — MLAD[IJ). tREBUETSQ WY^ISLITX IH SUMMU

z = x+y I OTWET PREDSTAWITX W DWOI^NOJ SISTEME: z_0, z_1, . . . , z_k (z_0 —

SAMYJ STAR[IJ RAZRQD). wY^ISLENIE BUDEM PROIZWODITX ”STOLBI- KOM”. a IMENNO, SLOVIM MLAD[IE RAZRQDY xk I yk I POLU^IM MLAD- [IJ RAZRQD SUMMY zk I PERENOS W SLEDU@]IJ RAZRQD, KOTORYJ OBO- ZNA^IM ^EREZ tk (tk = 1, ESLI PERENOS ESTX, I tk = 0, ESLI PERENOSA NET). rAZRQDY zk I tk MOVNO WY^ISLITX PO RAZRQDAM xk I yk NEKO- TOROJ SHEMOJ, KOTORU@ OBOZNA^IM ^EREZ Σ1.

dALEE NA KAVDOM [AGE SLOVIM O^EREDNYE DWA RAZRQDA xi, yi I PERENOS IZ PREDYDU]EGO RAZRQDA ti+1. pRI “TOM POLU^IM O^ERED- NOJ RAZRQD SUMMY zi I NOWYJ PERENOS ti. sHEMU, OSU]ESTWLQ@]U@ WY^ISLENIE RAZRQDOW zi I ti PO IZWESTNYM xi, yi I ti+1, OBOZNA^IM ^EREZ Σ^′. nAM DOSTATO^NO ZNATX, ^TO SHEMY Σ1 I Σ^′ SU]ESTWU@T; IH “KONOMNAQ REALIZACIQ OBSUVDAETSQ W UPRAVNENII 32. sHEMA, OSU- ]ESTWLQ@]AQ SLOVENIE k-RAZRQDNYH ^ISEL, IZOBRAVENA NA RIS. 19. oBOZNA^IM E¡ ^EREZ Σk. sLOVNOSTX “TOJ SHEMY LINEJNA, A IMENNO

L(Σ_k) = L(Σ_1) + (k − 1)L(Σ^′) 6 C_1k, GDE C_1 = max{L(Σ_1), L(Σ^′)}.

kORREKCIQ PO MODUL@ p POSLE SLOVENIQ. dOPUSTIM, MY PROIZWODIM OPERACII PO MODUL@ p, PRI “TOM ^ISLA PREDSTAWLENY W WIDE OSTATKOW PRI DELENII NA p, T. E. PRINADLEVAT OTREZKU [0, p − 1]. tOGDA POSLE SLOVENIQ DWUH ^ISEL POLU^ITSQ ^ISLO IZ OTREZKA

[0, 2p−2]. nEOBHODIMO WY^ISLITX OSTATOK OT EGO DELENIQ NA p. pUSTX

NA WHODE IMEETSQ ^ISLO x W DWOI^NOJ ZAPISI x0, . . . , xk (2^{k−1} 6 p <

2^k). pRIBAWIM K x ^ISLO 2^k −p (S POMO]X@ SHEMY Σ_{k+1}). pOLU^ENNOE

^ISLO OBOZNA^IM ^EREZ y. tOGDA y = x + 2^k − p 6 2p − 2 + 2^k − p =

— 64 —

x 15. fUNKCII PERWOGO SLOQ

x_1 y_1 . . . x_{k−1} y_{k−1} x_k y_k

Σ^′

z_0 z_1

. . . Σ^′ z_{k−1}

Σ_1 z_k x_0. . .x_k

U_2

z_1 . . . U_2 z_k

Σ_{k+1} y_0 . . .

2^k − p . . .

rIS. 19 rIS. 20

p − 2 + 2^k < 2^{k+1}, ZNA^IT, (k + 2)-J RAZRQD ^ISLA y RAWEN NUL@ I EGO

MOVNO OTBROSITX. oSTANUTSQ RAZRQDY y0, y1, . . . , yk.

wOZMOVNY DWA SLU^AQ. eSLI y0 = 0, TO y < 2^k, SLEDOWATELXNO,

x+2^k −p < 2^k, T. E. x < p. w “TOM SLU^AE ^ISLO x NE NUVDAETSQ W KOR-

REKCII. eSLI VE y0 = 1, TO x > p. w TAKOM SLU^AE OTWETOM QWLQETSQ ^ISLO x − p = y − 2^k, IME@]EE DWOI^NU@ ZAPISX y1, . . . , yk. sHEMA, OSU]ESTWLQ@]AQ KORREKCI@, IZOBRAVENA NA RIS. 20. pOSLE WY^ISLE- NIQ ^ISLA y, W ZAWISIMOSTI OT RAZRQDA y0, NA WYHOD SHEMY PODA¡TSQ LIBO ^ISLO x, LIBO ^ISLO S DWOI^NOJ ZAPISX@ y1, . . . , yk. dLQ WYBORA ODNOJ IZ DWUH WOZMOVNOSTEJ ISPOLXZUETSQ UNIWERSALXNAQ FUNKCIQ

U_2, OBLADA@]AQ SWOJSTWAMI: U_2(0, x, y) = x, U_2(1, x, y) = y. ~ISLO

2^k − p QWLQETSQ KONSTANTOJ, PO“TOMU EGO ZADADIM NABOROM IZ NULEJ

I EDINIC; NULX I EDINICU MOVNO WY^ISLITX TAK: 0 = xx, 1 = x ∨ x. mY WIDIM, ^TO SLOVNOSTX POSTROENNOJ SHEMY LINEJNA.

sLOVENIE PO MODUL@ p SOSTOIT IZ SLOVENIQ I KORREKCII POSLE SLOVENIQ. dANNU@ SHEMU OBOZNA^IM ^EREZ Σ^p_k.

dOPOLNENIE PO MODUL@ p. dANO ^ISLO x (OSTATOK OT DELENIQ NA p). nUVNO WY^ISLITX −x (mod p), DRUGIMI SLOWAMI, p − x. dO- POLNENIE ISPOLXZUETSQ PRI WY^ITANII: x − y = x + (−y). wNA^ALE WY^ISLIM y = x + (2^k − 1 − p). iMEEM: y 6 (p − 1) + (2^k − 1 − p) < 2^k, PO“TOMU (k + 1)-J RAZRQD ^ISLA y RAWEN 0. iNWERTIRUEM PERWYE n RAZRQDOW ^ISLA y, T. E. WOZXM¡M OTRICANIE OT KAVDOGO IZ NIH. tEM SAMYM MY WY^ISLIM ^ISLO z, SWQZANNOE S y RAWENSTWOM z+y = 2^k −1. iMEEM: z = 2^k − 1 − y = 2^k − 1 − x − (2^k − 1 − p) = p − x, T. E. ^IS- LO z QWLQETSQ ISKOMYM. pOSTROENNU@ SHEMU OBOZNA^IM ^EREZ −p; E¡ SLOVNOSTX LINEJNA.

— 65 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

–IFRATOR. nA WHODY POSTUPA@T RAZRQDY x1, . . . , xp, IZ KO- TORYH ROWNO ODIN RAWEN EDINICE. nUVNO WY^ISLITX NOMER “TOGO RAZRQDA. a IMENNO, ESLI xi = 1, TO NUVNO WYDATX ^ISLO (i − 1), ZAPISANNOE W DWOI^NOJ SISTEME: y1, . . . , yk, GDE 2^{k−1} 6 p < 2^k. eS- LI KOLI^ESTWO EDINIC SREDI RAZRQDOW x1, . . . , xp OTLI^NO OT 1, TO ZNA^ENIQ NA WYHODAH SHEMY MOGUT BYTX L@BYMI.

zAMETIM, ^TO KAVDU@ PEREMENNU@ yi MOVNO PREDSTAWITX W WIDE BULEWOJ SUMMY OT PEREMENNYH x1, . . . , xp. a IMENNO, RAWENSTWO yi = 1 WYPOLNENO W NEKOTORYH SLU^AQH, PRI^¡M KAVDYJ SLU^AJ SOSTOIT W TOM, ^TO NEKOTORAQ PEREMENNAQ xj RAWNA EDINICE. qWNO PERE^ISLIW WSE “TI SLU^AI, MY POLU^IM USLOWIE: xj_1 = 1 ILI xj_2 = 1 I T. D. dRUGIMI SLOWAMI, yi = xj_1 ∨xj_2 ∨. . . nAPRIMER, y1 = x_2k�1_{+1}∨. . .∨xp,

y_k = x_2 ∨ x_4 ∨ x_6 ∨ . . .

–IFRATOR OBOZNA^IM ^EREZ CDp. sLOVNOSTX KAVDOJ BULEWOJ SUMMY NE BOLX[E, ^EM p−1, ZNA^IT, L(CDp) 6 k(p−1) < kp. wOOB]E, ZA S^¡T NALI^IQ PRQMOUGOLXNIKOW DANNU@ SISTEMU BULEWYH SUMM MOVNO WY^ISLITX S LINEJNOJ SLOVNOSTX@ (SM. UPRAVNENIE 33).

dE[IFRATOR RE[AET OBRATNU@ ZADA^U: DANO ^ISLO y W DWO- I^NOJ ZAPISI: y1, . . ., yk. nUVNO WYDATX NABOR x1, . . ., xp, W KOTOROM

x_{y+1} = 1, A OSTALXNYE ZNA^ENIQ RAWNY NUL@. kAVDYJ RAZRQD x_i

RAWEN EDINICE TOLXKO W ODNOM SLU^AE, KOGDA PEREMENNYE y1, . . . , yk PRINIMA@T OPREDEL¡NNYE ZNA^ENIQ: y1 = α1, . . ., yk = αk. pO“TOMU

x_i RAWNO KON˙@NKCII PEREMENNYH y_1, . . . , y_k ILI IH OTRICANIJ (PE-

REMENNAQ yj BER¡TSQ S OTRICANIEM, ESLI αj = 0). dLQ RE[ENIQ ZADA- ^I NAM DOSTATO^NO WY^ISLITX SISTEMU WSEWOZMOVNYH KON˙@NKCIJ PEREMENNYH y1, . . . , yk ILI IH OTRICANIJ (TAKIE KON˙@NKCII NAZY- WA@TSQ “LEMENTARNYMI).

wY^ISLENIE PROWED¡M INDUKCIEJ PO k; SLOVNOSTX ISKOMOJ SHE- MY OBOZNA^IM ^EREZ ck. tOGDA c1 = 1 (NUVNO WY^ISLITX FUNKCII

y_1 I y_1). dALEE, PUSTX WSE KON˙@NKCII OT PEREMENNYH y_1, . . . , y_{k−1}

WY^ISLENY. kAVDOJ TAKOJ KON˙@NKCII K SOOTWETSTWU@T DWE KON˙- @NKCII OT k PEREMENNYH, A IMENNO, Kyk I Ky_k. dLQ WY^ISLENIQ “TIH DWUH KON˙@NKCIJ DOSTATO^NO TR¡H “LEMENTOW (DWA i I ODIN ne). zNA^IT, DLQ WY^ISLENIQ WSEH KON˙@NKCIJ DOSTATO^NO (DOPOL- NITELXNO K UVE IME@]IMSQ) 3 · 2^{k−1} “LEMENTOW. pOLU^IM CEPO^KU

— 66 —

x 15. fUNKCII PERWOGO SLOQ

NERAWENSTW:

c_k 6 c_{k−1}+3·2^{k−1} 6 . . . 6 c_1+3+3·2+. . .+3·2^{k−1} = 1+3(2^k−1) 6 3·2^k.

mY WIDIM, ^TO SLOVNOSTX DE[IFRATORA LINEJNA OTNOSITELXNO p. dE[IFRATOR OBOZNA^IM ^EREZ DCp.

pEREJD¡M K POSTROENI@ SHEMY, WY^ISLQ@]EJ FUNKCII h^{(1)}_1 , . . . ,

h^{(1)}_n . wNA^ALE POSTROIM SHEMU S_1, KOTORAQ WY^ISLQET FUNKCII, SOW-

PADA@]IE S DANNYMI NA 1-M SLOE. sHEMA S1 IZOBRAVENA NA RIS. 21. nA E¡ WHODY PODA@TSQ ZNA^ENIQ PEREMENNYH x1, . . ., xn (GDE n = p^2), SREDI KOTORYH ROWNO ODNO RAWNO EDINICE (DRUGIE SLU^AI MY POKA NE RASSMATRIWAEM). pEREMENNYE x1, . . ., xn SOOTWETSTWU@T STOLBCAM MATRICY Tn (SM. RIS. 15), A FUNKCII h^{(1)}_1 , . . . , h^{(1)}n — STROKAM. zA- METIM, ^TO ZNA^ENIQ FUNKCIJ NA DANNOM WHODNOM NABORE PERE^IS- LENY W TOM STOLBCE MATRICY Tn, KOTOROMU SOOTWETSTWUET PEREMEN- NAQ, RAWNAQ EDINICE. pUSTX “TOT STOLBEC IMEET KOORDINATY (j, l), T. E. NAHODITSQ W j-M BLOKE MATRICY Tn, I QWLQETSQ l-M STOLBCOM W BLOKE (BLOKI I STOLBCY NUMERU@TSQ S NULQ: 0, . . . , p − 1).

wNA^ALE WY^ISLIM ^ISLA j I l. dLQ “TOGO WWED¡M WSPOMOGATELX- NYE PEREMENNYE:

y_1 = x_1 ∨ x_2 ∨ . . . ∨ x_p, . . . , y_p = x_p2_{−p+1} ∨ . . . ∨ x_p2 ,

z_1 = x_1 ∨ x_{p+1} ∨ . . . ∨ x_p2_{−p+1}, . . . , z_p = x_p ∨ . . . ∨ x_p2 .

(27)

w KAVDOM IZ NABOROW (y1, . . . , yp) I (z1, . . . , zp) SODERVITSQ PO ODNOJ EDINICE. pOLOVENIE EDINICY W PERWOM NABORE UKAZYWAET NA NOMER BLOKA, A POLOVENIE EDINICY WO WTOROM NABORE — NA NOMER STOLB- CA W BLOKE, KOTOROMU SOOTWETSTWUET PEREMENNAQ xi, RAWNAQ EDINICE. sHEMA S2 NA RIS. 21 WY^ISLQET ZNA^ENIQ y1, . . . , yp I z1, . . . , zp PO FORMULAM (27). sLEDU@]IE ZA NEJ [IFRATORY WY^ISLQ@T ^ISLA j I l, ZAPISANNYE W DWOI^NOJ SISTEME S^ISLENIQ.

kAVDYJ STOLBEC MATRICY Tn SOSTOIT IZ p ^ASTEJ, SOOTWETSTWU- @]IH BLOKAM. w KAVDOJ ^ASTI STOLBCA IMEETSQ ROWNO ODNA EDINI- CA. rASSMOTRIM STOLBEC S KOORDINATAMI (j, l). oBOZNA^IM POLOVE- NIE EDINICY (T. E. NOMER STROKI WNUTRI BLOKA) W i-J ^ASTI “TOGO STOLBCA ^EREZ ki; ZDESX i I ki OTS^ITYWA@TSQ OT NULQ. sPRAWEDLIWA FORMULA (SM. (26))_{l − ki ≡ ij (mod p),}

— 67 — gLAWA IV. bULEWY SUMMY

x_1 x_n

DC_p h_1 . . . h_p DC_p h_{p+1} . . . h_{2p} . . . DC_p h_p2_{−p+1} . . . h_p2

Σ^p_k l−j(p−1) . . . Σ^p_k l−j

−_p −j

CD_p j y_1 . . . y_p CD_p l z_1 . . . z_p S_2 . . .

rIS. 21 OTKUDA_{ki ≡ l − ij (mod p).}

wY^ISLIM ZNA^ENIQ k0, k1, . . . , kp−1 POSLEDOWATELXNO: k0 = l,

k_1 = k_0 + (−j) (mod p), k_2 = k_1 + (−j) (mod p) I T. D. dLQ “TOGO

WNA^ALE NAJD¡M DOPOLNENIE K ^ISLU j PO MODUL@ p, A ZATEM ISPOLX- ZUEM CEPO^KU SUMMATOROW PO MODUL@ p (SM. RIS. 21). nAKONEC, DLQ KAVDOJ ^ASTI STOLBCA MY ZNAEM NOMER MESTA, NA KOTOROM STOIT EDI- NICA, PO“TOMU DLQ POLU^ENIQ “TOJ ^ASTI STOLBCA PRIMENIM DE[IF- RATOR. nAPRIMER, DE[IFROWAW ^ISLO k0, POLU^IM ZNA^ENIQ FUNKCIJ

h^{(1)}_1 , . . . , h^{(1)}_p ; PO ^ISLU k_1 WY^ISLIM ZNA^ENIQ h^{(1)}_{p+1}, . . ., h^{(1)}_{2p} I T. D.

iTAK, SHEMA S1 POSTROENA. oCENIM E¡ SLOVNOSTX (ZDESX C2, C3 I C4 — NEKOTORYE KONSTANTY):

L(S_1) = L(S_2) + 2L(CP_p) + L(−_p) + (p − 1)L(Σ^p_k) + pL(DC_p) 6

6 2p(p − 1) + 2pk + C2k + (p − 1)C3k + 3p^2 6 C4p^2 = C4n.

mY WIDIM, ^TO SLOVNOSTX LINEJNA. oSTALOSX ISPRAWITX ZNA^ENIQ FUNKCIJ NA SLOQH, OTLI^NYH OT PERWOGO. dLQ “TOGO PO NABORU x1, . . . ,

— 68 —

x 15. fUNKCII PERWOGO SLOQ

x_n WY^ISLIM DWUZNA^NOE ^ISLO y_1, y_2, HARAKTERIZU@]EE KOLI^ESTWO

EDINIC W “TOM NABORE. eSLI EDINIC NET, TO y1 = y2 = 0, ESLI EDINICA ODNA — TO y1 = 0, y2 = 1; NAKONEC, ESLI ^ISLO EDINIC NE MENX[E DWUH, TO y1 = 1, y2 = 0.

—TO WY^ISLENIE MOVNO OSU]ESTWITX POSLEDOWATELXNO: WNA^ALE POLOVITX y1 = y2 = 0, A ZATEM NA KAVDOM [AGE PO UVE IME@]IMSQ ZNA^ENIQM y1 I y2 I NOWOJ PEREMENNOJ xi WY^ISLITX SLEDU@]IE ZNA- ^ENIQ y1, y2. pOLU^ITSQ CEPO^KA SHEM (PODOBNAQ RIS. 19), IME@]AQ LINEJNU@ SLOVNOSTX. nAKONEC, W ZAWISIMOSTI OT PEREMENNYH y1 I y2 NUVNO WYBRATX, WYDAWATX LI NA WYHODY SHEMY NULI, EDINICY ILI WYDAWATX TO, ^TO WY^ISLILA SHEMA S1. kAVDYJ WYBOR OSU]ESTWLQ- ETSQ S POMO]X@ FUNKCII U2 PODOBNO RIS. 20. nAMI DOKAZANA

tEOREMA 8. eSLI h1, . . . , hn — BULEWY SUMMY, POSTROENNYE PO MATRICE Tn, TO SLOVNOSTX SISTEMY FUNKCIJ h^{(1)}_1 , . . . , h^{(1)}n W KLASSE sf— W BAZISE B0 LINEJNA.

uPRAVNENIE 32. pOSTROJTE SHEMY Σ1 I Σ^′ (ISPOLXZUEMYE PRI SLOVENII) W BAZISE B0 TAK, ^TOBY ONI IMELI SLOVNOSTX 4 I 9 SOOTWETSTWENNO.

uPRAVNENIE 33. dOKAVITE, ^TO SLOVNOSTX [IFRATORA LI- NEJNA OTNOSITELXNO p.

— 69 — kOMMENTARII I LITERATURA

kOMMENTARII I LITERATURA

dLQ DALXNEJ[EGO ZNAKOMSTWA S NIVNIMI OCENKAMI SLOVNOSTI LU^[E WSEGO PODOJD¡T KNIGA r. g. nIGMATULLINA [1]. w NESKOLXKO INOM ASPEKTE, S BÓLX[IM UKLONOM W STORONU PRAKTIKI, SLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ IZLOVENA W KNIGE dV. s“WIDVA [2], PEREWED¡NNOJ NA RUSSKIJ QZYK. ~ITATEL@, WLADE@]EMU ANGLIJSKIM QZYKOM, MOV- NO REKOMENDOWATX KNIGU i. wEGENERA [3], POLXZU@]U@SQ BOLX[ÍM AWTORITETOM ZA RUBEVOM (“TA KNIGA DOSTUPNA W iNTERNETE). rAZNO- OBRAZNAQ INFORMACIQ PO PROBLEME NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI SOBRA- NA NA iNTERNET-SAJTE [4].

pERWYE REZULXTATY O SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII (§§ 4, 5) POLU^ILI k. –ENNON W SOAWTORSTWE S dV. rIORDANOM [5] I s. w. qB- LONSKIJ [6]. nIVN@@ OCENKU n^{3/2} (TEOREMA 2) DOKAZALA b. a. sUB- BOTOWSKAQ [7]. mETOD POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI S POMO- ]X@ PODSTANOWKI KONSTANT WMESTO PEREMENNYH NAZYWAETSQ METO- DOM sUBBOTOWSKOJ. nIVN@@ OCENKU n^2 I METOD OCENKI SLOVNOSTI PROIZWOLXNYH FUNKCIJ (TEOREMA 3) DOKAZAL w. m. hRAP^ENKO [8]. iZLOVENNOE NAMI DOKAZATELXSTWO METODA hRAP^ENKO DAL pATERSON (SM. [3]).

oB]IJ PRI¡M DOKAZATELXSTWA SU]ESTWOWANIQ DOSTATO^NO SLOV- NYH FUNKCIJ (LEMMY 6, 7) PREDLOVIL –ENNON. iDEQ ISPOLXZOWATX UNIWERSALXNYE FUNKCI@ DLQ POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK PRINADLE- VIT —. i. nE^IPORUKU [9]. bOLEE PROSTOJ WARIANT METODA nE^I- PORUKA, IZLOVENNYJ NAMI (GLAWA III), SODERVITSQ, NAPRIMER, W NE- OPUBLIKOWANNOM OBZORE [10]. nE^IPORUK TAKVE UKAZAL MATRICU BEZ PRQMOUGOLXNIKOW (gLAWA IV) I PRIMENIL E¡ K POLU^ENI@ NIVNIH OCENKOK SLOVNOSTI [11]. sLOJ-FUNKCII WW¡L bERKOWIC (SM. [3]).

lITERATURA

[1] nIGMATULLIN r. g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. — m.: nAUKA,

1991.

[2] s“WIDV dV. —. sLOVNOSTX WY^ISLENIJ. — m.: iZ-WO ”fAKTO- RIAL”, 1998.

— 70 — lITERATURA

[3] Wegener I. The Complexity of Boolean Functions. — Teubner, Wiley, 1987. — http://www.eccc.uni-trier.de/eccc-local/ECCC- Books/wegener book readme.html.

[4] nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ. — http://

boolba.narod.ru.

[5] –ENNON k. rABOTY PO TEORII INFORMACII I KIBERNETIKE. — m.: il, 1963.

[6] qBLONSKIJ s. w. rEALIZACIQ LINEJNOJ FUNKCII W KLASSE p- SHEM // dan sssr. — 1954. — t. 94, 5. — s. 805–806.

[7] sUBBOTOWSKAQ b. a. o REALIZACII LINEJNYH FUNKCIJ FORMULA- MI W BAZISE ∨, &, − // dan sssr. — 1961. — t. 136, 3. — s. 784–787.

[8] hRAP^ENKO w. m. oB ODNOM METODE POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI p-SHEM // mATEM. ZAMETKI. — 1972. — t. 10, 1. — s. 83–92.

[9] nE^IPORUK —. i. oB ODNOJ BULEWSKOJ FUNKCII // dan sssr. —

1966. — t. 169, 4. — s. 765–766.

[10] kRI^EWSKIJ r. e, nE^IPORUK —. i., hRAP^ENKO w. m. nELINEJ-

NYE NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI REALIZACII BULEWYH FUNKCIJ.

[11] nE^IPORUK —. i. oB ODNOJ BULEWSKOJ MATRICE // pROBL. KIBER-

NETIKI. wYP. 21. — m.: nAUKA, 1969. — s. 237–240.

— 71 —