moskowskij gosudarstwennyj uniwersitet imeni m. w. lomonosowa

mehaniko-matemati~eskij fakulxtet

nA PRAWAH RUKOPISI udk 519.714

~ERUHIN dMITRIJ ‘RXEWI^

o srawnenii bazisow pri realizacii bulewyh funkcij formulami

01.01.09 MATEMATI^ESKAQ KIBERNETIKA

dISSERTACIQ NA SOISKANIE U^ENOJ STEPENI KANDIDATA FIZIKO-MATEMATI^ESKIH NAUK

nAU^NYJ RUKOWODITELX DOKTOR FIZIKO-MATEMATI^ESKIH NAUK, ^LEN-KORRESPONDENT ran, PROFESSOR o. b. lUPANOW.

moskwa 2000

Typeset by AMS-TEX

– 2 –

oglawlenie wWEDENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 gLAWA I. sWOJSTWA FUNKCIJ SPECIALXNOGO WIDA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 §1. oSNOWNYE PONQTIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 §2. sTEPENI FUNKCIJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 §3. fUNKCII, p-UNIWERSALXNYE DLQ DANNOGO BAZISA . . . . . . . . . . 20 gLAWA II. sWOJSTWA FORMUL SPECIALXNOGO WIDA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 §4. tEHNIKA ZABIWANIQ μ^s_L-FORMUL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 §5. rANG FUNKCII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 §6. oCENKA KOLI^ESTWA μ^s_L-PODFORMUL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 gLAWA III. nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI FUNKCIJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 §7. oSNOWNAQ LEMMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 §8. oCENKA SLOVNOSTI STEPENEJ NEKOTORYH FUNKCIJ . . . . . . . . . 71 gLAWA IV. sRAWNENIE BULEWYH BAZISOW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 §9. kRITERIJ SRAWNENIQ PROIZWOLXNYH BAZISOW . . . . . . . . . . . . . . 78

§10. iSSLEDOWANIE STRUKTURY BAZISOW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 lITERATURA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

– 3 –

wwedenie

rEZULXTATY DISSERTACII OTNOSQTSQ K MATEMATI^ESKOJ TEORII SIN- TEZA I SLOVNOSTI UPRAWLQ@]IH SISTEM [20, 4]. pREDMETOM ISSLEDOWA- NIQ QWLQ@TSQ FORMULY W POLNYH KONE^NYH BULEWYH BAZISAH [21, 2]. w DISSERTACII IZU^AETSQ ZAWISIMOSTX SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ W KLASSE FORMUL OT FUNKCIONALXNOGO BAZISA [3, 7].

o. b. lUPANOW POKAZAL [2, 4], ^TO SLOVNOSTX PO^TI WSEH BULEWYH FUNKCIJ ASIMPTOTI^ESKI NE ZAWISIT OT BAZISA. w TO VE WREMQ, SU- ]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX BULEWYH FUNKCIJ, SLOVNOSTX KOTOROJ W ODNOM BAZISE PO PORQDKU BOLX[E, NEVELI W DRUGOM BAZISE. nAPRI- MER, SLOVNOSTX POSLEDOWATELXNOSTI LINEJNYH FUNKCIJ x1 ⊕ . . . ⊕ xn W BAZISE {&, ∨, ¬, ⊕} RAWNA n. w TO VE WREMQ, KAK POKAZALA b. a. sUB- BOTOWSKAQ [11], SLOVNOSTX “TOJ POSLEDOWATELXNOSTI W BAZISE {&, ∨, ¬} PO PORQDKU NE MENX[E, ^EM n^{3/2}.

w SWQZI S REZULXTATOM b. a. sUBBOTOWSKOJ [11], o. b. lUPANOW PREDLOVIL WWESTI SLEDU@]EE OTNO[ENIE PRED[ESTWOWANIQ NA MNO- VESTWE BAZISOW, HARAKTERIZU@]EE SLOVNOSTX OTDELXNYH POSLEDOWA- TELXNOSTEJ FUNKCIJ: BAZIS b1 PRED[ESTWUET BAZISU b2, ESLI SU]EST- WU@T TAKIE DEJSTWITELXNYE KONSTANTY C I D, ^TO DLQ L@BOJ BULE- WOJ FUNKCII f WYPOLNENO NERAWENSTWO Lb_1 (f) 6 CLb_2 (f) + D, GDE

Lb(f) — SLOVNOSTX FUNKCII f W BAZISE b. oTNO[ENIE PRED[ESTWO-

WANIQ ESTESTWENNO POROVDAET OTNO[ENIQ “KWIWALENTNOSTI, STROGOGO PRED[ESTWOWANIQ, NESRAWNIMOSTI I NEPOSREDSTWENNOGO PRED[ESTWO- WANIQ NA MNOVESTWE BAZISOW.

oTNO[ENIE PRED[ESTWOWANIQ WPERWYE BYLO WWEDENO I ISSLEDOWANO W RABOTE b. a. sUBBOTOWSKOJ [12]. o. b. lUPANOW DAL (SM. [12]) SLEDU@- ]IJ PRIZNAK WYPOLNIMOSTI OTNO[ENIQ PRED[ESTWOWANIQ DLQ PROIZ- WOLXNYH BAZISOW b1 I b2: ESLI WSE FUNKCII IZ BAZISA b2 BESPOWTORNO WYRAZIMY [12] W BAZISE b1, TO BAZIS b1 PRED[ESTWUET BAZISU b2. s

– 4 –

POMO]X@ “TOGO PRIZNAKA o. b. lUPANOW POKAZAL (SM. [12]), ^TO L@BOJ BAZIS PRED[ESTWUET BAZISU b0, b0 = {&, ∨, ¬}, T. E. BAZIS b0 QWLQETSQ MAKSIMALXNYM.

b. a. sUBBOTOWSKAQ PRIWELA [12] PRIMER BAZISA, STROGO PRED[EST- WU@]EGO BAZISU b0. iSHODQ IZ REZULXTATOW RABOTY [11], ONA POKAZALA, ^TO BAZIS b0 ∪ {⊕} STROGO PRED[ESTWUET BAZISU b0. b. a. sUBBOTOW- SKAQ DALA [12] KRITERIJ “KWIWALENTNOSTI PROIZWOLXNOGO BAZISA b BA- ZISU b0. oNA POKAZALA, ^TO BAZIS b “KWIWALENTEN BAZISU b0 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WSE FUNKCII IZ BAZISA b BESPOWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b0. tEM SAMYM b. a. sUBBOTOWSKAQ OPISALA KLASS BAZISOW, STROGO PRED[ESTWU@]IH BAZISU b0.

dALEE, b. a. mU^NIK (sUBBOTOWSKAQ) DLQ PROIZWOLXNYH BAZISOW b1 I b2 POKAZALA [5], ^TO BAZIS b1 PRED[ESTWUET BAZISU b2 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SLOVNOSTX ODNOJ KONKRETNOJ POSLEDOWATELXNOSTI FUNK- CIJ f1, f2, . . . (OPREDELQEMOJ BAZISAMI b1 I b2) W BAZISE b2 PO PORQDKU NE MENX[E EE SLOVNOSTI W BAZISE b1. tEM SAMYM b. a. mU^NIK SWELA ZADA^U SRAWNENIQ DWUH PROIZWOLXNYH BAZISOW K SRAWNENI@ SLOVNOS- TEJ ODNOJ BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI BULEWYH FUNKCIJ W “TIH BAZISAH. wOPROS O SU]ESTWOWANII ALGORITMA SRAWNENIQ PROIZWOLX- NYH BAZISOW OSTALSQ OTKRYTYM.

sLEDU@]IJ REZULXTAT TAKVE PRINADLEVIT b. a. mU^NIK. oNA RASSMOTRELA [6] SLOVNOSTX LINEJNYH FUNKCIJ W ÆÆNELINEJNYHŒŒ [6] BAZISAH. b. a. mU^NIK POKAZALA [6], ^TO SLOVNOSTX LINEJNOJ FUNKCII

x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n W PROIZWOLXNOM ÆÆNELINEJNOMŒŒ BAZISE PO PORQDKU NE

MENX[E, ^EM n^{1+c}, GDE c — DEJSTWITELXNAQ POLOVITELXNAQ KONSTANTA, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT BAZISA. tEM SAMYM BYLO POKAZANO, ^TO ESLI b — PROIZWOLXNYJ ÆÆNELINEJNYJŒŒ BAZIS, A b^′ — PROIZWOLXNYJ ÆÆLINEJNYJŒŒ BAZIS, TO BAZIS b^′ NE PRED[ESTWUET BAZISU b, I BAZIS b STROGO PRED[ESTWUET BAZISU b ∪ b^′.

– 5 –

pRIMEROM ÆÆNELINEJNOGOŒŒ BAZISA QWLQETSQ BAZIS b0 ∪ {xy ∨ xz ∨

yz}, PRIMEROM LINEJNOGO BAZISA — BAZIS b_0 ∪ {⊕}. w SILU REZULXTA-

TOW RABOTY [6], BAZIS b0 ∪{⊕, xy∨xz∨yz} STROGO PRED[ESTWUET BAZISU

b_0 ∪ {xy ∨ xz ∨ yz}. pOSLEDNIJ BAZIS, W SILU REZULXTATOW RABOTY [12],

STROGO PRED[ESTWUET BAZISU b0. tAKIM OBRAZOM, ISPOLXZUQ REZULX- TATY b. a. mU^NIK [6, 12], MOVNO POSTROITX POSLEDOWATELXNOSTX IZ TREH BAZISOW, KAVDYJ SLEDU@]IJ IZ KOTORYH STROGO PRED[ESTWUET PREDYDU]EMU. wOPROS O SU]ESTWOWANII POSLEDOWATELXNOSTI BOLX[EJ DLINY, UDOWLETWORQ@]EJ “TOMU USLOWI@, OSTALSQ OTKRYTYM.

iSSLEDOWANIE ZADA^I SRAWNENIQ POLNYH BAZISOW PRODOLVIL w. a. sTECENKO. oN RASSMOTREL [10] KLASS PREDMAKSIMALXNYH BAZISOW, T. E. BAZISOW, NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWU@]IH MAKSIMALXNOMU BAZISU b0. w. a. sTECENKO POKAZAL, ^TO KAVDYJ PREDMAKSIMALXNYJ BAZIS “KWIWALENTEN BAZISU WIDA b0 ∪ {f}, GDE

f — S-FUNKCIQ [10]. oN TAKVE POLNOSTX@ OPISAL [10] MNOVESTWO

S-FUNKCIJ. tEM SAMYM w. a. sTECENKO DAL NEOBHODIMOE USLOWIE TOGO, ^TO DANNYJ BAZIS QWLQETSQ PREDMAKSIMALXNYM. wOPROS O SU]ESTWOWANII PREDMAKSIMALXNYH BAZISOW OSTALSQ OTKRYTYM.

rQD REZULXTATOW POLU^IL n. a. pERQZEW. w ^ASTNOSTI, ON RASPRO- STRANIL [8] REZULXTAT b. a. mU^NIK [6] NA KLASS ÆÆMONOLINEJNYHŒŒ BAZISOW [8], POKAZAW TEM SAMYM, ^TO NIKAKOJ ÆÆNEMONOLINEJNYJŒŒ BAZIS NE PRED[ESTWUET NIKAKOMU ÆÆMONOLINEJNOMUŒŒ BAZISU. zATEM ON POLU^IL [9] REZULXTAT, ANALOGI^NYJ REZULXTATU w. a. sTECENKO

[10], KLASSIFICIROWAW WSE FUNKCII, ÆÆSLABOPOWTORNYEŒŒ [9] W BAZISE,

SOSTOQ]EM IZ WSEH DWUMESTNYH FUNKCIJ.

oTMETIM, ^TO PRI PERE^ISLENII REZULXTATOW PRED[ESTWENNIKOW MY OGRANI^ILISX REZULXTATAMI O SRAWNENII POLNYH KONE^NYH BULE- WYH BAZISOW.

w DISSERTACII POLU^ENY SLEDU@]IE REZULXTATY. aWTOR DOKAZAL

[13, 14, 17], ^TO SU]ESTWUET BESKONE^NAQ POSLEDOWATELXNOSTX BAZI-

– 6 –

SOW, KAVDYJ SLEDU@]IJ ^LEN KOTOROJ STROGO PRED[ESTWUET PREDY- DU]EMU. pRIMEROM TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTI QWLQETSQ POSLEDOWA- TELXNOSTX P2(2), P2(3), . . . , GDE P2(n) — MNOVESTWO WSEH n-MESTNYH BULEWYH FUNKCIJ. iZ DANNOGO REZULXTATA SLEDUET, ^TO NE SU]ESTWU- ET MINIMALXNOGO BAZISA, T. E. TAKOGO BAZISA, KOTORYJ PRED[ESTWUET L@BOMU BAZISU.

dALEE, AWTOR DOKAZAL [16, 17, 18] SU]ESTWOWANIE PREDMAKSIMALX- NYH BAZISOW. kAK BYLO POKAZANO W [16], BAZIS b PREDMAKSIMALEN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA b “KWIWALENTEN BAZISU WIDA b0 ∪ {f}, GDE f — S-FUNKCIQ. tAKIM OBRAZOM, NEOBHODIMOE USLOWIE, DANNOE w. a. sTECENKO, QWLQETSQ TAKVE DOSTATO^NYM. nA OSNOWANII SPISKA S-FUNKCIJ, DANNOGO w. a. sTECENKO, AWTOR KLASSIFICIROWAL [16] WSE PREDMAKSIMALXNYE BAZISY S TO^NOSTX@ DO “KWIWALENTNOSTI. aWTOR TAKVE DOKAZAL [16] SU]ESTWOWANIE BESKONE^NOGO MNOVESTWA POPARNO NESRAWNIMYH BULEWYH BAZISOW. pRIMEROM TAKOGO MNOVESTWA QWLQET- SQ MNOVESTWO {b0 ∪ {f} : f ∈ T }, GDE T — MNOVESTWO PREDSTAWITELEJ WSEH KLASSOW S-FUNKCIJ PO OTNO[ENI@ OBOB]ENNOJ ODNOTIPNOSTI [10].

nAKONEC, AWTOR DOKAZAL [17, 19] SLEDU@]IJ KRITERIJ SRAWNENIQ PROIZWOLXNYH BAZISOW b1 I b2: BAZIS b1 PRED[ESTWUET BAZISU b2 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WSE FUNKCII IZ BAZISA b2 BESPOWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b1. tEM SAMYM, DOSTATO^NYJ PRIZNAK SRAWNENIQ BAZISOW, DANNYJ o. b. lUPANOWYM (SM. [12]), QWLQETSQ TAKVE NEOBHO- DIMYM. aWTOR WWEL PONQTIE QDRA BAZISA [19]. qDRO BAZISA QWLQETSQ KONE^NYM MNOVESTWOM FUNKCIJ, “FFEKTIWNO WY^ISLIMYM ISHODQ IZ BAZISA. aWTOR DOKAZAL, ^TO DLQ PROIZWOLXNYH BAZISOW b1 I b2 SPRA- WEDLIW SLEDU@]IJ KRITERIJ: BAZIS b1 PRED[ESTWUET BAZISU b2 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA QDRO BAZISA b2 QWLQETSQ PODMNOVESTWOM QDRA BAZISA b1. tEM SAMYM AWTOR DOKAZAL [19] ALGORITMI^ESKU@ RAZRE[I- MOSTX ZADA^I SRAWNENIQ PROIZWOLXNYH BAZISOW. iSPOLXZUQ PONQTIE QDRA BAZISA, AWTOR DAL [19] SLEDU@]IJ KRITERIJ NEPOSREDSTWENNOGO

– 7 –

PRED[ESTWOWANIQ ODNOGO BAZISA DRUGOMU: BAZIS b1 NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b2 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA QDRO BAZISA b2 QWLQETSQ STROGIM PODMNOVESTWOM QDRA BAZISA b1 I OTLI^AETSQ OT NEGO ROWNO NA ODNU FUNKCI@.

kRITERII SRAWNENIQ BAZISOW, DOKAZANNYE W [19], POZWOLQ@T WY- QWITX NEKOTORYE FAKTY O STRUKTURE OTNO[ENIQ PRED[ESTWOWANIQ NA MNOVESTWE BAZISOW. nAPRIMER, MOVNO POKAZATX, ^TO KAVDYJ BAZIS PRED[ESTWUET LI[X KONE^NOMU ^ISLU KLASSOW “KWIWALENTNOSTI BAZI- SOW. tAKIM OBRAZOM, NE SU]ESTWUET BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOS- TI BAZISOW, KAVDYJ ^LEN KOTOROJ STROGO PRED[ESTWUET SLEDU@]EMU. dALEE, DLQ KAVDOGO BAZISA SU]ESTWUET BESKONE^NOE ^ISLO POPARNO NE “KWIWALENTNYH BAZISOW, NEPOSREDSTWENNO EMU PRED[ESTWU@]IH. nA- KONEC, ESLI RASSMOTRETX DWE PROIZWOLXNYE CEPI BAZISOW, U KOTORYH SOWPADA@T NA^ALA I KONCY, I W KOTORYH KAVDYJ SLEDU@]IJ ^LEN STROGO PRED[ESTWUET PREDYDU]EMU, TO DLINY “TIH CEPEJ SOWPADUT. pOSLEDNIJ FAKT POZWOLQET WSE BAZISY RASPREDELITX PO QRUSAM. nA NULEWOM QRUSE NAHODITSQ KLASS “KWIWALENTNOSTI BAZISA b0, NA PER- WOM QRUSE — KLASSY “KWIWALENTNOSTI PREDMAKSIMALXNYH BAZISOW, NA WTOROM QRUSE — KLASSY “KWIWALENTNOSTI BAZISOW, NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWU@]IH PREDMAKSIMALXNYM I T. D.

oSNOWNYM REZULXTATOM DISSERTACII QWLQETSQ KRITERIJ SRAWNENIQ PROIZWOLXNYH BAZISOW (SM. OSNOWNU@ TEOREMU W §9 GLAWY IV). s PO- MO]X@ “TOGO KRITERIQ DOKAZANY WSE OSTALXNYE WY[EOPISANNYE RE- ZULXTATY O SRAWNENII BAZISOW, POLU^ENNYE AWTOROM (SM. TEOREMY

3–13 W §10 GLAWY IV). oSNOWNAQ TEOREMA OPIRAETSQ NA NIVNIE OCENKI

SLOVNOSTI INDIWIDUALXNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ FUNKCIJ W RAZLI^- NYH BAZISAH (SM. OSNOWNU@ LEMMU W § 7 I TEOREMY 1, 2 W § 8 GLAWY III). rEZULXTATY GLAWY III, W SWO@ O^EREDX, OPIRA@TSQ NA REZULXTATY GLAW I I II. rEZULXTATY GLAW I I II NOSQT WSPOMOGATELXNYJ HARAKTER.

– 8 –

gLAWA I POSWQ]ENA POSTROENI@ I ISSLEDOWANI@ SWOJSTW POSLEDOWA- TELXNOSTI FUNKCIJ, DLQ KOTOROJ W GLAWE III BUDET DOKAZANA NIVNQQ OCENKA SLOVNOSTI. w § 1 MY WWEDEM OSNOWNYE PONQTIQ I OBOZNA^ENIQ, ISPOLXZUEMYE W DISSERTACII. w § 2 DLQ KAVDOJ FUNKCII f MY WWEDEM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ f^{(m)} I DOKAVEM NESKOLXKO EE SWOJSTW. w § 3 MY WWEDEM PONQTIE p-UNIWERSALXNOJ FUNKCII DLQ DANNOGO BAZI- SA b (ZDESX p — NATURALXNYJ PARAMETR) I POSTROIM p-UNIWERSALXNYE FUNKCII DLQ KAVDOGO BAZISA b I ^ISLA p. w ^ASTNOSTI MY DOKA- VEM, ^TO PRI NEKOTORYH USLOWIQH, NAKLADYWAEMYH NA FUNKCI@ f, I ^ISLA m I p, FUNKCIQ f^{(m)} QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ DANNOGO BAZISA b.

gLAWA II POSWQ]ENA ISSLEDOWANI@ NEKOTORYH KLASSOW PODFORMUL ZADANNOJ FORMULY, ZA S^ET KOTORYH WOZMOVNO UMENX[ENIE SLOVNOS- TI FORMULY PRI SPECIALXNO WYBRANNOJ PODSTANOWKE KONSTANT. w § 4 MY WWEDEM KLASS ν-FORMUL I EGO PODKLASSY μ^s_L-FORMUL (L, s — PARA- METRY). mY POKAVEM, ^TO PRI NEKOTOROM USLOWII, NAKLADYWAEMOM NA FUNKCI@ f I μ^s_L-FORMULU F (SWQZANNOM S p-UNIWERSALXNOSTX@), SU- ]ESTWUET PODSTANOWKA KONSTANT A I PEREMENNAQ xi TAKIE, ^TO FUNK- CIQ f|A (POLU^ENNAQ W REZULXTATE DEJSTWIQ PODSTANOWKI KONSTANT A NA FUNKCI@ f) SU]ESTWENNO ZAWISIT OT xi, A FORMULA F |A (POLU^EN- NAQ W REZULXTATE DEJSTWIQ PODSTANOWKI KONSTANT A NA FORMULU F ) DOPUSKAET UPRO]ENIE HOTQ BY NA ODNO WHOVDENIE PEREMENNOJ xi (DRU- GIMI SLOWAMI, FUNKCIQ f ZABIWAET FORMULU F ). w § 5 MY WWEDEM ODNI WAVNYJ PARAMETR FUNKCII EE RANG, I POKAVEM SWQZX RANGA FUNKCII S KOLI^ESTWOM ν-PODFORMUL W PROIZWOLXNOJ FORMULE, REALIZU@]EJ DANNU@ FUNKCI@. w § 6, ISPOLXZUQ REZULXTATY § 5, MY OCENIM SNIZU KOLI^ESTWO μ^s_L-FORMUL SREDI PODFORMUL DANNOJ FORMULY F .

gLAWA III POSWQ]ENA POLU^ENI@ NELINEJNYH NIVNIH OCENOK SLOV- NOSTI “FFEKTIWNO ZADANNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ FUNKCIJ. w § 7 MY DOKAVEM OSNOWNU@ LEMMU, SWODQ]U@, PRI NEKOTORYH PREDPOLO-

– 9 –

VENIQH, SLOVNOSTX FUNKCII f^{(m)} K SLOVNOSTI FUNKCII f^{(m0)} DLQ NEKOTOROGO m^′ < m. w § 8, OPIRAQSX NA OSNOWNU@ LEMMU, MY POKA- VEM, ^TO PRI NEKOTOROM USLOWII, NAKLADYWAEMOM NA FUNKCI@ f I BAZIS b (SWQZANNOM S p-UNIWERSALXNOSTX@), POSLEDOWATELXNOSTX f^{(m)} IMEET NELINEJNU@ SLOVNOSTX PRI REALIZACII FORMULAMI W BAZISE b.

nAKONEC, W GLAWE IV MY DOKAVEM OSNOWNU@ TEOREMU (§9) I W KA^EST- WE SLEDSTWIJ IZ NEE POLU^IM DRUGIE REZULXTATY O SRAWNENII BAZISOW

(§10).

pOLXZUQSX SLU^AEM, AWTOR WYRAVAET GLUBOKU@ BLAGODARNOSTX SWO- EMU NAU^NOMU RUKOWODITEL@ ^L.-KORR. ran o. b. lUPANOWU ZA POSTA- NOWKU ZADA^I I WSEMERNU@ PODDERVKU W PROCESSE EE RE[ENIQ.

– 10 –

glawa I. swojstwa funkcij specialxnogo wida

§1. oSNOWNYE PONQTIQ.

wWEDEM OSNOWNYE PONQTIQ I OBOZNA^ENIQ, ISPOLXZUEMYE W DISSER- TACII. pROIZWOLXNAQ FUNKCIQ f : {0, 1}^n → {0, 1} [KONSTANTA 0 ILI 1 PRI n = 0] NAZYWAETSQ (n-MESTNOJ) BULEWOJ FUNKCIEJ (INOGDA SLOWO ÆÆBULEWAŒŒ MY BUDEM OPUSKATX). mNOVESTWO WSEH BULEWYH FUNKCIJ n ARGUMENTOW OBOZNA^IM P2(n). bULEWA FUNKCIQ ODNOZNA^NO OPREDELQ- ETSQ NABOROM SWOIH ZNA^ENIJ (f(0, . . . , 0, 0), f(0, . . . , 0, 1), . . . , f(1, . . . , 1, 1)). zADADIM NEKOTORYE BULEWY FUNKCII NABORAMI IH ZNA^ENIJ. oTRICANIE (¬) ZADAETSQ NABOROM (1, 0), KON˙@NKCIQ (&) — NABOROM (0, 0, 0, 1), DIZ˙@NKCIQ (∨) — NABOROM (0, 1, 1, 1), SUMMA PO MODUL@ DWA (⊕) — NABOROM (0, 1, 1, 0). pUSTX f I g — BULEWY FUNKCII n ARGUMENTOW, (f1, . . . , f2n ) I (g1, . . . , g2n ) SOOTWETSTWENNO — NABORY IH ZNA^ENIJ. sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f

LEKSIKOGRAFI^ESKI PRED[ESTWUET FUNKCII g, ESLI SU]ESTWUET

TAKOE ^ISLO k, 1 6 k 6 2^n, ^TO fi = gi DLQ WSEH i, 1 6 i < k, I

f_k < g_k.

oBOZNA^IM ^EREZ X S^ETNOE MNOVESTWO PEREMENNYH {x1, x2, . . . }. sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ xi, 1 6 i 6 n, ESLI SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn, ^TO f(σ_1, . . . , σ_{i−1}, 0, σ_{i+1}, . . . , σ_n) ≠ f(σ_1, . . . , σ_{i−1}, 1, σ_{i+1}, . . . , σ_n). mNOVESTWO WSEH SU]ESTWENNYH PEREMENNYH FUNKCII f OBOZNA^IM V (f). pOLOVIM nes(f) = |V (f)|. pUSTX V (f) = {xi_1 , xi_2 , . . . , xi_k }, i1 < i2 < . . . < ik. tOGDA ^EREZ ⟨f⟩

– 11 –

OBOZNA^IM BULEWU FUNKCI@ k ARGUMENTOW, PRINIMA@]U@ NA PROIZWOLXNOM NABORE (σ1, . . . , σk) ZNA^ENIE f(0, . . . , 0, σ_1, 0, . . . , 0, σ_2, 0, . . . , 0, σ_k, 0, . . . , 0), GDE KONSTANTY σ1, . . . , σk STOQT W i1-J, . . . , ik-J POZICIQH SOOTWET- STWENNO.

pUSTX M — PROIZWOLXNOE MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ. oPREDE- LIM PO INDUKCII MNOVESTWO FORMUL NAD M, A TAKVE MNOVESTWO POD-

FORMUL KAVDOJ FORMULY.

bAZIS INDUKCII. pUSTX f — n-MESTNAQ FUNKCIQ, f ∈ M. tOGDA WYRAVENIE f(x1, . . . , xn) PRI n ¿ 1 [WYRAVENIE f PRI n = 0] QWLQETSQ FORMULOJ NAD M. fORMULA f(x1, . . . , xn) [f] QWLQETSQ EDINSTWENNOJ SWOEJ PODFORMULOJ.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD. pUSTX f — n-MESTNAQ FUNKCIQ, n ¿ 1,

f ∈ M, KAVDOE IZ WYRAVENIJ F_1, . . . , F_n QWLQETSQ LIBO RANEE POSTRO-

ENNOJ FORMULOJ NAD M, LIBO PEREMENNOJ IZ MNOVESTWA X. tOGDA WYRAVENIE f(F1, . . . , Fn) QWLQETSQ FORMULOJ NAD M. pODFORMULAMI FORMULY f(F1, . . . , Fn) QWLQ@TSQ FORMULA f(F1, . . . , Fn) I PODFORMU- LY TEH IZ WYRAVENIJ F1, . . . , Fn, KOTORYE QWLQ@TSQ FORMULAMI.

fORMULOJ BUDEM NAZYWATX FORMULU NAD MNOVESTWOM WSEH BULEWYH

FUNKCIJ. pUSTX F , G — FORMULY. pOSREDSTWOM F^−∘ G BUDEM OBO- ZNA^ATX GRAFI^ESKOE RAWENSTWO FORMUL F I G (T. E. SOWPADENIE IH KAK WYRAVENIJ). uSLOWIMSQ, ^TO ZAPISX WIDA F^−∘ f(F1, . . . , Fn) TAKVE OBOZNA^AET, ^TO f QWLQETSQ FUNKCIEJ, A KAVDOE IZ WYRAVE- NIJ F1, . . . , Fn — LIBO FORMULOJ, LIBO PEREMENNOJ. pUSTX KAVDOE IZ WYRAVENIJ F1, F2 — LIBO FORMULA, LIBO PEREMENNAQ. tOGDA FOR- MULY ¬(F1), &(F1, F2), ∨(F1, F2), ⊕(F1, F2) TAKVE BUDEM OBOZNA^ATX

F̄_1, F_1&F_2 (ILI F_1 · F_2 ILI F_1F_2), F_1 ∨ F_2 I F_1 ⊕ F_2 SOOTWETSTWEN-

NO (S^ITAEM, ^TO WNA^ALE WYPOLNQETSQ OPERACIQ &, ZATEM ∨ I, NAKO- NEC, ⊕). eSLI F^−∘ f(x1, . . . , xn), TO FORMULU F INOGDA BUDEM OBO-

– 12 –

ZNA^ATX SIMWOLOM f (OPUSKAQ PRI “TOM STANDARTNYJ NABOR PEREMEN- NYH (x1, . . . , xn)). eSLI F^−∘ f(F1, . . . , Fn), TO FUNKCI@ f NAZOWEM WNE[NEJ FUNKCIEJ FORMULY F , A WYRAVENIQ F1, . . . , Fn NAZOWEM SUBFORMULAMI FORMU- LY F . eSLI F^−∘ c, c ∈ {0, 1}, TO WNE[NEJ FUNKCIEJ FORMULY F NAZOWEM KONSTANTU c. w “TOM SLU^AE FORMULA F NE IMEET SUBFORMUL. pUSTX F — PROIZWOLXNAQ FORMULA, xi ∈ X, Y ⊆ X. oBOZNA^IM ^E- REZ Lx_i (F ) ^ISLO WHOVDENIJ W FORMULU F PEREMENNOJ xi. ~EREZ LY (F ) OBOZNA^IM SUMMARNOE ^ISLO WHOVDENIJ W FORMULU F WSEH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA Y . pOLOVIM L(F ) = LX (F ). ~ISLO L(F ) NAZYWAETSQ

SLOVNOSTX@ FORMULY F . mNOVESTWO WSEH PEREMENNYH, WHODQ]IH

W FORMULU F , OBOZNA^IM V (F ).

pUSTX xj — PEREMENNAQ. uSLOWIMSQ, ^TO MNOVESTWO PODFORMUL WYRAVENIQ xj PUSTO. pOLOVIM Lx_i (xj ) = 1, ESLI i = j, Lx_i (xj ) = 0, ESLI i ≠ j. dALEE, LY (xj ) = 1, ESLI xj ∈ Y , LY (xj ) = 0, ESLI xj /∈ Y . nAKONEC, L(xj) = 1, V (xj ) = {xj}.

pODSTANOWKOJ KONSTANT NAZYWAETSQ PROIZWOLXNOE KONE^NOE

MNOVESTWO PAR {(xi_1 , c1), . . . , (xi_n , cn)}, GDE xi_1 , . . . , xi_n — POPARNO RAZLI^NYE PEREMENNYE, c1, . . . , cn — KONSTANTY IZ MNOVESTWA {0, 1} (PODSTANOWKA MOVET BYTX PUSTOJ). pODSTANOWKU KONSTANT {(xi_1 , c1), . . . , (xi_n , cn)}, GDE i1, . . . , in POPARNO RAZLI^NY, TAKVE BUDEM OBOZNA^ATX {xi_1 = c1, . . . , xi_n = cn}. pUSTX {xj = c} — PODSTANOWKA KONSTANT MO]NOSTI 1, WYRAVENIE F QWLQETSQ LIBO FORMULOJ, LIBO PEREMENNOJ, I f — FUNKCIQ k ARGUMENTOW. oBOZNA^IM ^EREZ F |_{{xj =c}} WYRAVENIE, POLU^ENNOE IZ F ZAMENOJ KAVDOGO WHOVDENIQ PEREMENNOJ xj NA KONSTANTU c. oPREDELIM FUNKCI@ f|_{{xj =c}} OT k ARGUMENTOW. eSLI j > k, TO POLOVIM

f|_{{xj =c}} = f, A ESLI 1 6 j 6 k, TO ZNA^ENIE FUNKCII f|_{{xj =c}} NA

PROIZWOLXNOM NABORE (σ1, . . . , σk) POLOVIM RAWNYM f(σ_1, . . . , σ_{j−1}, c, σ_{j+1}, . . . , σ_k).

– 13 –

pUSTX TEPERX A — PROIZWOLXNAQ PODSTANOWKA KONSTANT, A = {xi_1 =

c_1, . . . , x_{in} = c_n}. pOLOVIM F |_A = (. . . (F |_{{xi1 =c1}}) . . . )|_{{xin =cn}}, f|_A = (. . . (f|_{{xi1 =c1}}) . . . )|_{{xin =cn}} (ESLI A = ?, TO F |A = F, f|A = f). fUNKCIQ f|A NAZYWAETSQ POD-

FUNKCIEJ FUNKCII f. eSLI PRI “TOM a ≠ ?, TO PODFUNKCIQ f|_A NAZY-

WAETSQ SOBSTWENNOJ. oBOZNA^IM ^EREZ V (A) MNOVESTWO {xi_1 , . . . , xi_n }. pUSTX Y ⊆ X. oGRANI^ENIEM PODSTANOWKI KONSTANT A NA MNOVES- TWO Y NAZYWAETSQ PODMNOVESTWO MNOVESTWA A, SOSTOQ]EE IZ TEH I TOLXKO TEH PAR (xj , c), DLQ KOTORYH xj ∈ Y .

pUSTX F — FORMULA SLOVNOSTI NULX. tOGDA F NE SODERVIT PERE- MENNYH. oPREDELIM ZNA^ENIE FORMULY F INDUKCIEJ PO ^ISLU WHOV- DENIJ FUNKCIJ W F .

bAZIS INDUKCII: FORMULA F SODERVIT ODNO WHOVDENIE FUNKCII. w “TOM SLU^AE F^−∘ c, c ∈ {0, 1}. zNA^ENIEM FORMULY F QWLQETSQ KONSTANTA c.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: FORMULA F SODERVIT NE MENX[E DWUH WHOVDENIJ FUNKCIJ. tOGDA F^−∘ f(F1, . . . , Fn), GDE F1, . . . , Fn — FORMULY SLOVNOSTI NULX I IH ZNA^ENIQ UVE OPREDELENY. pUSTX c1, . . . , cn — ZNA^ENIQ FORMUL F1, . . . , Fn SOOTWETSTWENNO. zNA^ENIEM FORMULY F QWLQETSQ KONSTANTA f(c1, . . . , cn).

pUSTX F I G — PROIZWOLXNYE FORMULY ILI PEREMENNYE. eSLI A — PODSTANOWKA KONSTANT I V (A) ⊇ V (F ), TO FORMULA F |A NE SO- DERVIT PEREMENNYH I EE ZNA^ENIE OPREDELENO. sKAVEM, ^TO WYRAVE- NIQ F I G TOVDESTWENNO RAWNY, ESLI DLQ L@BOJ TAKOJ PODSTANOWKI KONSTANT A, ^TO V (A) = V (F ) ∪ V (G), ZNA^ENIQ FORMUL F |A I G|A RAWNY. tOVDESTWENNOE RAWENSTWO WYRAVENIJ F I G OBOZNA^IM ^E- REZ F ≡ G. pUSTX f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW. sKAVEM, ^TO WYRA- VENIE F REALIZUET FUNKCI@ f, ESLI WYRAVENIQ F I f(x1, . . . , xn) [f PRI n = 0] TOVDESTWENNO RAWNY (FUNKCIQ, REALIZUEMAQ WYRAVENIEM,

– 14 –

OPREDELENA, WOOB]E GOWORQ, NE ODNOZNA^NO). pUSTX g — FUNKCIQ k ARGUMENTOW. sKAVEM, ^TO FUNKCII f I g TOVDESTWENNO RAWNY, ESLI FORMULY f(x1, . . . , xn) [f PRI n = 0] I g(x1, . . . , xk) [g PRI k = 0] TOVDESTWENNO RAWNY. tOVDESTWENNOE RAWENSTWO FUNKCIJ f I g OBO- ZNA^IM f ≡ g.

pUSTX f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW, {1, . . . , n} = {i1, . . . , in}, g — FUNKCIQ k ARGUMENTOW I 0 6 k 6 n. sKAVEM, ^TO MNOVESTWO PEREMEN- NYH {xi_1 , . . . , xi_k } FUNKCII f QWLQETSQ g-WYDELIMYM, ESLI SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ h, ^TO SPRAWEDLIWO TOVDESTWO: f(x_1, . . . , x_n) ≡ h(g(x_{i1} , . . . , x_{ik} ), x_{ik+1} , . . . , x_{in} ). w “TOM SLU^AE TAKVE SKAVEM, ^TO MNOVESTWO PEREMENNYH {xi_1 , . . . , xi_k } FUNKCII f WYDELIMO [1]. sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f OT n ARGUMENTOW RAZDELIMA (RAZLOVIMA) [1] ESLI LIBO

nes(f) < n, LIBO SU]ESTWUET WYDELIMOE MNOVESTWO PEREMENNYH

FUNKCII f, MO]NOSTX KOTOROGO NE MENX[E DWUH I NE BOLX[E, ^EM n − 1.

pUSTX f I g — FUNKCII OT n ARGUMENTOW. sKAVEM, ^TO FUNKCII f I g OBOB]ENNO ODNOTIPNY [10], ESLI SU]ESTWUET TAKAQ PERESTANOWKA

(i_1, . . . , i_n) NABORA (1, . . . , n) (T. E. WYPOLNENO {i_1, . . . , i_n} = {1, . . . , n})

I TAKIE KONSTANTY c0, c1, . . . , cn, ^TO SPRAWEDLIWO TOVDESTWO: f(x_1, . . . , x_n) ≡ g(x_{i1} ⊕ c_1, . . . , x_{in} ⊕ c_n) ⊕ c_0. oTNO[ENIE OBOB]ENNOJ ODNOTIPNOSTI QWLQETSQ “KWIWALENTNOSTX@.

pUSTX b — KONE^NOE MNOVESTWO BULEWYH FUNKCIJ. mNOVESTWO b NAZYWAETSQ BAZISOM, ESLI L@BU@ BULEWU FUNKCI@ MOVNO REALIZOWATX FORMULOJ NAD b. pRIMEROM BAZISA QWLQETSQ b0 = {&, ∨, ¬}. nOR-

MALXNYM ZAMYKANIEM BAZISA b NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEWOZMOVNYH

FUNKCIJ ⟨f|A⟩, GDE f ∈ b, A — PODSTANOWKA KONSTANT. nORMALXNOE

– 15 –

ZAMYKANIE BAZISA b OBOZNA^IM ^EREZ [b]. o^EWIDNO, ^TO MNOVES- TWO [b] QWLQETSQ BAZISOM. bAZIS b NAZYWAETSQ NORMALXNYM, ESLI

[b] = b. o^EWIDNO, ^TO [[b]] = [b], T. E. BAZIS [b] NORMALEN. pORQD- KOM BAZISA b NAZOWEM NAIBOLX[EE ^ISLO ARGUMENTOW U FUNKCIJ IZ

BAZISA b. pORQDOK BAZISA b OBOZNA^IM ^EREZ nes(b).

oPREDELIM QDRO BAZISA b. pUSTX f — PROIZWOLXNAQ NERAZLOVIMAQ FUNKCIQ IZ MNOVESTWA [b]. oBOZNA^IM ^EREZ^^f TU FUNKCI@, OBOB]EN- NO ODNOTIPNU@ S FUNKCIEJ f, KOTORAQ LEKSIKOGRAFI^ESKI PRED[EST- WUET WSEM DRUGIM FUNKCIQM, OBOB]ENNO ODNOTIPNYM S f (FUNKCIQ^^f SU]ESTWUET I EDINSTWENNA). fUNKCI@^^f NAZOWEM LEKSIKOGRAFI^ES- KI MINIMALXNOJ. qDROM BAZISA b NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEH TAKIH FUNKCIJ^^f, ^TO f NERAZLOVIMA I f ∈ [b]. qDRO BAZISA b OBOZNA- ^IM Ker(b).

fORMULY NAD MNOVESTWOM b TAKVE BUDEM NAZYWATX FORMULAMI

W BAZISE b. pUSTX f — PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ. sLOVNOS- TX@ FUNKCII f W BAZISE b NAZYWAETSQ NAIMENX[AQ SLOVNOSTX, KO-

TORU@ MOVET IMETX FORMULA W BAZISE b, REALIZU@]AQ FUNKCI@ f. sLOVNOSTX FUNKCII f W BAZISE b OBOZNA^IM ^EREZ Lb(f). pOLOVIM

Mb (f) =^Lb^{(f)}nes_{(f)} (ESLI nes(f) ≠ 0). sKAVEM, ^TO BAZIS b_1 PRED- [ESTWUET BAZISU b_2 [12] (OBOZNA^ENIE: b_1 4 b_2), ESLI SU]ESTWU@T

TAKIE ^ISLA C I D, ^TO DLQ L@BOJ BULEWOJ FUNKCII f WYPOLNENO

Lb_1 (f) 6 CLb_2 (f) + D. bAZISY b_1 I b_2 “KWIWALENTNY (OBOZNA^ENIE: b_1 ∼ b_2), ESLI b_1 4 b_2 I b_2 4 b_1. bAZIS b_1 STROGO PRED[EST- WUET BAZISU b_2 (OBOZNA^ENIE: b_1 ≺ b_2), ESLI b_1 4 b_2 I b_2 4̸ b_1.

bAZISY b1 I b2 NESRAWNIMY, ESLI b1 4̸ b2 I b2 4̸ b1. nAKONEC, BA- ZIS b1 NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b2, ESLI b1 ≺ b2 I NE SU]ESTWUET TAKOGO BAZISA b^′, ^TO WYPOLNENO b1 ≺ b^′ ≺ b2. bAZIS b NAZYWAETSQ PREDMAKSIMALXNYM (SM. [10]), ESLI b NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b0.

– 16 –

pUSTX FORMULA F REALIZUET FUNKCI@ f. fORMULA F NAZYWAET- SQ BESPOWTORNOJ, ESLI KAVDAQ PEREMENNAQ, SU]ESTWENNAQ DLQ FUNK- CII f, WHODIT W FORMULU F ROWNO ODIN RAZ. nESLOVNO POKAZATX, ^TO ESLI FUNKCII f I g REALIZU@TSQ FORMULOJ F , TO V (f) = V (g). tAKIM OBRAZOM, OPREDELENIE BESPOWTORNOJ FORMULY KORREKTNO. sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f BESPOWTORNO REALIZUETSQ (WYRAVAETSQ) ^EREZ MNOVES-

TWO FUNKCIJ M [W BAZISE b], ESLI SU]ESTWUET BESPOWTORNAQ FORMU-

LA NAD MNOVESTWOM M [W BAZISE b], KOTORAQ REALIZUET FUNKCI@ f. fUNKCIQ f NAZYWAETSQ S-FUNKCIEJ [10], ESLI f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH PEREMENNYH, f BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W BAZISE b0, A L@BAQ PODFUNKCIQ FUNKCII f, OTLI^NAQ OT f, BESPOWTORNO WYRAZIMA W b0.

w. a. sTECENKO KLASSIFICIROWAL [10] S-FUNKCII S TO^NOSTX@ DO OTNO[ENIQ OBOB]ENNOJ ODNOTIPNOSTI. oN DOKAZAL [10], ^TO L@BAQ S-FUNKCIQ OBOB]ENNO ODNOTIPNA ODNOJ IZ SLEDU@]IH FUNKCIJ:

x_1x_2 · . . . · x_n ∨ x̄_1x̄_2 · . . . · x̄_n, n ¿ 2,

x_1(x_2 ∨ . . . ∨ x_n) ∨ x_2 · . . . · x_n, n ¿ 3,

x_1(x_2 ∨ x_3 · . . . · x_n) ∨ x_2x̄_3 · . . . · x̄_n, n ¿ 3,

x_1(x_2 ∨ x_3) ∨ x_3x_4,

x_1(x_3x_4 ∨ x_5) ∨ x_2(x_3 ∨ x_4x_5);

(1)

I FUNKCII IZ MNOVESTWA (1) POPARNO NE OBOB]ENNO ODNOTIPNY.

wSE OSTALXNYE PONQTIQ I OBOZNA^ENIQ BUDEM WWODITX PO MERE NE- OBHODIMOSTI.

– 17 –

§2. sTEPENI FUNKCIJ I IH SWOJSTWA.

pUSTX f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW, m — NATURALXNOE ^ISLO. iN- DUKCIEJ PO m OPREDELIM m-@ STEPENX FUNKCII f, KOTORU@ BUDEM OBOZNA^ATX f^{(m)}.

bAZIS INDUKCII: m = 1. pOLOVIM f^{(1)} = f.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: m ¿ 2 I FUNKCIQ f^{(m−1)} UVE OPREDE- LENA. eSLI n = 0, TO POLOVIM f^{(m)} = f. eSLI n ¿ 1, TO ZADADIM FUNKCI@ f^{(m)} OT n^m ARGUMENTOW FORMULOJ f(f^{(m−1)}(x_1, . . . , x_nm�1 ), . . . , f^{(m−1)}(x_nm�1_{(n−1)+1}, . . . , x_nm )). fUNKCII f^{(m)} RASSMATRIWALA b. a. sUBBOTOWSKAQ [12].

pUSTX g — PODFUNKCIQ FUNKCII f^{(m)}, s — NATURALXNOE ^ISLO, s 6 m. mNOVESTWO PEREMENNYH Z NAZYWAETSQ s-MNOVESTWOM FUNKCII g, ESLI SU]ESTWUET TAKOE NATURALXNOE ^ISLO i, i 6 n^{m−s}, ^TO Z = V (g) ∩ {x_ns_{(i−1)+1}, . . . , xnsi}. mNOVESTWO Z, QWLQ@]EESQ s-MNOVESTWOM FUNKCII g, NAZYWAETSQ REGULQRNYM, ESLI |Z| = n^s. pEREMENNAQ xj NAZYWAETSQ s-REGULQRNOJ PEREMENNOJ FUNKCII g, ESLI s-MNOVESTWO FUNKCII g, KOTOROMU PRINADLEVIT PEREMENNAQ xj, QWLQETSQ REGULQRNYM. kOLI^ESTWO s-REGULQRNYH PEREMENNYH FUNKCII g OBOZNA^IM ^EREZ Rs(g).

pUSTX t — CELOE ^ISLO, 0 6 t 6 n^{m−s}. fUNKCIQ g NAZYWAET- SQ (s, t)-PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)}, ESLI KAVDOE s-MNOVESTWO FUNK- CII g LIBO IMEET MO]NOSTX 1, LIBO REGULQRNO, PRI^EM KOLI^ESTWO s-MNOVESTW, IME@]IH MO]NOSTX 1, RAWNO t. pUSTX Y ⊆ V (g). mNO- VESTWO Y NAZYWAETSQ s-SPECIALXNYM MNOVESTWOM FUNKCII g, ESLI DLQ KAVDOGO s-MNOVESTWA Z FUNKCII g MO]NOSTX PERESE^ENIQ Y ∩ Z RAWNA 1.

lEMMA 1. pUSTX f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW, n ¿ 2, nes(f) = n, m — NATURALXNOE ^ISLO, Y ⊆ V (f^{(m)}) I |Y | > (n − 1)^m. (2)

– 18 –

tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ PODFUNKCIQ g FUNKCII f^{(m)}, ^TO V (g) ⊆ Y I FUNKCIQ ⟨g⟩ OBOB]ENNO ODNOTIPNA S f.

dOKAZATELXSTWO. pROWEDEM INDUKCI@ PO m.

bAZIS INDUKCII: m = 1. w “TOM SLU^AE IZ (2) SLEDUET, ^TO |Y | = n, A ZNA^IT, Y = V (f^{(1)}). pOLOVIW g = f^{(1)}, POLU^IM TREBUEMOE.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: m ¿ 2, I DLQ WSEH m^′, m^′ < m, LEMMA DOKAZANA.

pREDSTAWIM FUNKCI@ f^{(m)} W WIDE f^{(m)} ≡ f(f_1, . . . , f_n), GDE fi ≡ f^{(m−1)}(x_nm�1_{(i−1)+1}, . . . , x_nm�1_i), 1 6 i 6 n.

oBOZNA^IM

Y_i = Y ∩ V (f_i), 1 6 i 6 n.

rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) DLQ L@BOGO i, 1 6 i 6 n, MNOVESTWO Yi NEPUSTO; 2) SREDI MNOVESTW Yi, 1 6 i 6 n, HOTQ BY ODNO PUSTO.

sLU^AJ 1). rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 n. wYBEREM ^ISLO w(i) TAK, ^TOBY x_{w(i)} ∈ Yi. sU]ESTWUET PODSTANOWKA KON- STANT Ai, V (Ai) = V (fi)\{x_{w(i)}}, I SU]ESTWUET TAKAQ KONSTANTA σi, ^TO fi|A_i ≡ x_{w(i)} ⊕ σi. pOLOVIM A = n⋃ i=1 A_i, g = f|_A. tOGDA g ≡ f(x_{w(1)} ⊕ σ1, . . . , x_{w(n)} ⊕ σn), SLEDOWATELXNO,

V (g) = {x_{w(1)}, . . . , x_{w(n)}} ⊆ Y I FUNKCIQ ⟨g⟩ OBOB]ENNO ODNOTIPNA S

f. sLU^AJ 1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2). nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTX, BUDEM S^ITATX, ^TO Y1 =

?. tOGDA, W SILU (2), MO]NOSTX HOTQ BY ODNOGO IZ MNOVESTW Y2, . . . , Yn BOLX[E, ^EM (n − 1)^{m−1}. nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTX, BUDEM S^ITATX, ^TO |Yn| > (n − 1)^{m−1}. w SILU SU]ESTWENNOJ ZAWISIMOSTI FUNK- CII f OT n-GO ARGUMENTA, SU]ESTWUET TAKAQ KONSTANTA σ, ^TO FUNK- CIQ fn ⊕ σ QWLQETSQ PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)}. fUNKCIQ f^{(m−1)}

– 19 –

MOVET BYTX POLU^ENA IZ fn BIEKTIWNOJ ZAMENOJ PEREMENNYH. kROME TOGO, Yn ⊆ V (fn) I |Yn| > (n − 1)^{m−1}. pO“TOMU, W SILU PREDPOLOVE- NIQ INDUKCII DLQ FUNKCII f^{(m−1)}, SU]ESTWUET TAKAQ PODFUNKCIQ g^′ FUNKCII fn, ^TO V (g^′) ⊆ Yn I FUNKCIQ ⟨g^′⟩ OBOB]ENNO ODNOTIPNA S f. pUSTX g = g^′ ⊕ σ. tOGDA FUNKCIQ g QWLQETSQ PODFUNKCIEJ FUNK- CII f^{(m)}, V (g) ⊆ Yn ⊆ Y , I FUNKCIQ ⟨g⟩ OBOB]ENNO ODNOTIPNA S f. sLU^AJ 2) RASSMOTREN.

lEMMA 1 DOKAZANA.

pUSTX f — PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ. mEROJ USTOJ^IWOSTI FUNK- CII f (OBOZNA^ENIE: u(f)) NAZYWAETSQ NAIMENX[AQ IZ MO]NOSTEJ TA- KIH PODSTANOWOK KONSTANT A, DLQ KOTORYH WYPOLNENO V (f|A) = ?.

lEMMA 2. dLQ L@BOJ FUNKCII f I L@BOGO NATURALXNOGO ^ISLA m WYPOLNENO NERAWENSTWO

u(f^{(m)}) ¿ (u(f))^m. (3)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX n — ^ISLO ARGUMENTOW FUNKCII f. eS- LI n = 0, TO (3) WYPOLNENO. pUSTX TEPERX n ¿ 1. pROWEDEM INDUKCI@ PO m.

bAZIS INDUKCII: m = 1. iMEEM u(f^{(1)}) = u(f) = (u(f))^1, T. E. (3) WYPOLNENO.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: m ¿ 2 I DLQ WSEH m^′, m^′ < m, LEMMA DOKAZANA. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ PODSTANOWKU KONSTANT A, DLQ KOTOROJ WYPOLNENO |A| < (u(f))^m . (4) pOKAVEM, ^TO FUNKCIQ f^{(m)}|A NE RAWNA TOVDESTWENNO KONSTANTE. tEM SAMYM, LEMMA BUDET DOKAZANA. pREDSTAWIM FUNKCI@ f^{(m)} W WIDE f^{(m)} ≡ f(f_1, . . . , f_n), GDE fi ≡ f^{(m−1)}(x_nm�1_{(i−1)+1}, . . . , x_nm�1_i), 1 6 i 6 n.

– 20 –

dLQ KAVDOGO i, 1 6 i 6 n, OBOZNA^IM ^EREZ Ai OGRANI^ENIE PODSTA- NOWKI KONSTANT A NA MNOVESTWO V (fi). pOLOVIM I = {i | 1 6 i 6 n, V (f_i|_{Ai} ) = ?}. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, i ∈ I. w SILU SOOTNO[ENIQ ⟨fi⟩ =

f^{(m−1)} IMEEM u(f_i) = u(f^{(m−1)}). oTS@DA, IZ USLOWIQ i ∈ I I PREDPO-

LOVENIQ INDUKCII SLEDUET

|A_i| ¿ u(f_i) = u(f^{(m−1)}) ¿ (u(f))^{m−1} .

tOGDA, W SILU (4), IMEEM (u(f))^m > |A| ¿ ∑ i∈I |A_i| ¿ |I| · (u(f))^{m−1} . oTS@DA WIDNO, ^TO u(f) > 0, A ZNA^IT, |I| < u(f). tAKIM OBRA- ZOM, KOLI^ESTWO TEH FUNKCIJ SREDI f1|A_1 , . . . , fn|A_n , KOTORYE TOV- DESTWENNO RAWNY KONSTANTE, MENX[E, ^EM u(f). oTS@DA I IZ TOV- DESTWA f|A ≡ f(f1|A_1 , . . . , fn|A_n ) SLEDUET, ^TO FUNKCIQ f|A NE RAWNA TOVDESTWENNO KONSTANTE.

lEMMA 2 DOKAZANA.

§3. fUNKCII, p-UNIWERSALXNYE DLQ DANNOGO BAZISA.

sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f ZABIWAET FUNKCI@ g PODSTANOWKOJ KON-

STANT A, ESLI SU]ESTWUET TAKAQ PEREMENNAQ x_i, ^TO x_i ∈ V (f)∩V (g), x_i ∈ V (f|_A) I x_i /∈ V (g|_A). pUSTX Y ⊆ X — MNOVESTWO PEREMENNYH, h1, . . . , hp — FUNKCII.

oBOZNA^IM ^EREZ vY (h1, . . . , hp) MNOVESTWO WSEWOZMOVNYH NABOROW FUNKCIJ (h1|B, . . . , hp|B), GDE B — PODSTANOWKA KONSTANT, V (B) = Y ∩ (^p⋃ i=1 V (h_i) ) . eSLI Y = X, TO MNOVESTWO vY (h1, . . . , hp)

– 21 –

OBOZNA^IM TAKVE v(h1, . . . , hp). sKAVEM, ^TO FUNKCII h1, . . . , hp

NEZAWISIMY (W SOWOKUPNOSTI) PO MNOVESTWU Y , ESLI

v_Y (h_1, . . . , h_p) = v_Y (h_1) × . . . × v_Y (h_p).

eSLI PRI “TOM Y = X, TO SKAVEM, ^TO FUNKCII h1, . . . , hp NEZAWISIMY

(W SOWOKUPNOSTI).

fUNKCIQ f, NE RAWNAQ TOVDESTWENNO KONSTANTE, NAZYWAETSQ

p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b, ESLI DLQ L@BYH FUNKCIJ h_1, . . . , h_p,

BESPOWTORNO WYRAZIMYH W b, TAKIH, ^TO MNOVESTWA V (h1), . . . , V (hp) POPARNO NE PERESEKA@TSQ I^{p⋃}_{i=1} V (hi) = V (f), WYPOLNENO HOTQ BY ODNO IZ DWUH:

1) LIBO FUNKCIQ f ZABIWAET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ h1, . . . , hp NEKO- TOROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT;

2) LIBO FUNKCII f, h1, . . . , hp NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI. mY BUDEM ISPOLXZOWATX SLEDU@]IE, NESLOVNO DOKAZYWAEMYE, SWOJ- STWA BESPOWTORNOJ WYRAZIMOSTI: ESLI FUNKCIQ h BESPOWTORNO WYRA- ZIMA W BAZISE b, TO L@BAQ PODFUNKCIQ FUNKCII h BESPOWTORNO WY- RAZIMA W b (ZDESX ISPOLXZOWANO TO, ^TO KONSTANTY BESPOWTORNO WY- RAZIMY W L@BOM BAZISE), L@BAQ FUNKCIQ, OBOB]ENNO ODNOTIPNAQ S h, BESPOWTORNO WYRAZIMA W b (OTRICANIE BESPOWTORNO WYRAZIMO W L@- BOM BAZISE), L@BAQ FUNKCIQ, POLU^ENNAQ IZ h BIEKTIWNOJ ZAMENOJ PEREMENNYH, BESPOWTORNO WYRAZIMA W b. zAMETIM TAKVE, ^TO ESLI FUNKCIQ f QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b, TO L@BAQ FUNK- CIQ, OBOB]ENNO ODNOTIPNAQ S f, I L@BAQ FUNKCIQ, POLU^ENNAQ IZ f BIEKTIWNOJ ZAMENOJ PEREMENNYH, QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZI- SA b.

uTWERVDENIE 1. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS. eSLI FUNK- CIQ φ BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W BAZISE b, FUNKCIQ h BESPOWTORNO WYRAZIMA W b, I V (h) ≠ ?, TO |v(φ, h)| ¿ 3.

– 22 –

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. |v(φ, h)| 6 2. tOGDA WOZMOVNY TRI SLU^AQ:

1) FUNKCIQ φ TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE; 2) FUNKCIQ h TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE;

3) DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c WYPOLNENO TOVDESTWO φ ≡ h ⊕ c. pOKAVEM, ^TO NI ODIN IZ “TIH SLU^AEW NEWOZMOVEN. sLU^AJ 1) NE- WOZMOVEN W SILU TOGO, ^TO KONSTANTY BESPOWTORNO WYRAZIMY W L@BOM BAZISE, A FUNKCIQ φ BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W BAZISE b. sLU^AJ 2) NEWOZMOVEN W SILU USLOWIQ V (h) ≠ ?. nAKONEC, SLU^AJ 3) NEWOZMOVEN W SILU TOGO, ^TO FUNKCIQ φ BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W b, A FUNKCIQ h BESPOWTORNO WYRAZIMA W b.

uTWERVDENIE 1 DOKAZANO.

lEMMA 3. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, ψ — FUNKCIQ k AR- GUMENTOW, nes(ψ) = k, I FUNKCIQ ψ BESPOWTORNO NE REALIZUETSQ W b. tOGDA FUNKCIQ φ, ZADAWAEMAQ TOVDESTWOM

φ(x_1, . . . , x_{k+2}) ≡ ψ(x_1, . . . , x_k) · x_{k+1} ∨ x_{k+2}, (5)

QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FUNKCI@ h, BESPO- WTORNO REALIZUEMU@ W BAZISE b, I TAKU@, ^TO V (h) = {x1, . . . , xk+2}. pOKAVEM, ^TO LIBO φ ZABIWAET FUNKCI@ h NEKOTOROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT, LIBO FUNKCII φ I h NEZAWISIMY. tEM SAMYM LEMMA BUDET DOKAZANA. pOLOVIM A0 = {xk+1 = 1, xk+2 = 0}. tOGDA φ|_{A0} ≡ ψ. (6) eSLI V (h|A_0 ) ≠ V (ψ), TO FUNKCIQ φ ZABIWAET FUNKCI@ h PODSTA- NOWKOJ KONSTANT A0. pUSTX TEPERX V (h|A_0 ) = V (ψ). pO USLOWI@ NA- STOQ]EJ LEMMY, FUNKCIQ ψ BESPOWTORNO NE REALIZUETSQ W BAZISE b, A ZNA^IT, W SILU (6), FUNKCIQ φ|A_0 BESPOWTORNO NE REALIZUETSQ W BA- ZISE b. w TO VE WREMQ, FUNKCIQ h|A_0 BESPOWTORNO REALIZUETSQ W b

– 23 –

I V (h|A_0 ) = V (ψ) ≠ ?. oTS@DA, W SILU UTWERVDENIQ 1, SLEDUET

|v(φ|_{A0} , h|_{A0} )| ¿ 3. kROME TOGO, v(φ|_{A0} , h|_{A0} ) ⊆ v(φ, h). pO“TOMU, ESLI

|v(φ|_{A0} , h|_{A0} )| = 4, TO |v(φ, h)| = 4 I W “TOM SLU^AE FUNKCII φ, h NE-

ZAWISIMY. pUSTX TEPERX |v(φ|A_0 , h|A_0 )| = 3. tOGDA SU]ESTWUET EDIN- STWENNAQ PARA FUNKCIJ (c, d), (c, d) ∈ (v(φ|A_0 ) × v(h|A_0 ))\v(φ|A_0 , h|A_0 ) (FUNKCII c I d TOVDESTWENNO RAWNY KONSTANTAM). rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) c ≡ 0; 2) c ≡ 1.

sLU^AJ 1). rASSMOTRIM PARU FUNKCIJ (c^′, d^′), (c^′, d^′) ∈ (v(φ|A_0 ) ×

v(h|_{A0} ))\v(φ|_{A0} , h|_{A0} ), GDE c^′ ≡ c̄, d^′ ≡ d̄. sU]ESTWUET TAKAQ PODSTA-

NOWKA KONSTANT A1, V (A1) = {x1, . . . , xk}, ^TO φ|_{A0∪A1} = c^′ ≡ c̄, h|_{A0∪A1} = d^′ ≡ d̄. (7) oBOZNA^IM B1 = A1 ∪ {xk+2 = 0}. tOGDA

B_1 ∪ {x_{k+1} = 1} = A_0 ∪ A_1. (8)

iSPOLXZUQ (5), (6), (7) I USLOWIE SLU^AQ 1), POLU^IM

φ|_{B1} ≡ ψ|_{A1} · x_{k+1} ∨ 0 ≡ φ|_{A0∪A1} · x_{k+1} ≡ c̄ · x_{k+1} ≡ 1 · x_{k+1} ≡ x_{k+1},

T. E. FUNKCIQ φ|B_1 SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ xk+1.

eSLI FUNKCIQ h|B_1 SU]ESTWENNO NE ZAWISIT OT xk+1, TO FUNKCIQ φ ZABIWAET FUNKCI@ h PODSTANOWKOJ KONSTANT B1. pUSTX TEPERX h|B_1 SU]ESTWENNO ZAWISIT OT xk+1. pOLOVIM D1 = B1 ∪ {xk+1 = 0}. iS- POLXZUQ (8) I (7), POLU^IM φ|_{D1} ≡ φ|_{B1∪{xk+1=0}} ≡ φ|_{B1∪{xk+1=1}} ⊕ 1 ≡ φ|_{A0∪A1} ⊕ 1 ≡ c, h|_{D1} ≡ h|_{B1∪{xk+1=0}} ≡ h|_{B1∪{xk+1=1}} ⊕ 1 ≡ h|_{A0∪A1} ⊕ 1 ≡ d. iTAK, (c, d) ∈ v(φ, h), SLEDOWATELXNO, |v(φ, h)| = 4, A ZNA^IT, FUNK- CII φ, h NEZAWISIMY. sLU^AJ 1) RASSMOTREN.

– 24 –

sLU^AJ 2). rASSMOTRIM PARU FUNKCIJ (c^′, d^′), (c^′, d^′) ∈ (v(φ|A_0 ) ×

v(h|_{A0} ))\v(φ|_{A0} , h|_{A0} ), GDE c^′ ≡ c̄, d^′ ≡ d̄. sU]ESTWUET TAKAQ PODSTA-

NOWKA KONSTANT A2, V (A2) = {x1, . . . , xk}, ^TO φ|_{A0∪A2} = c^′ ≡ c̄, h|_{A0∪A2} = d^′ ≡ d̄. (9) oBOZNA^IM B2 = A2 ∪ {xk+1 = 1}. tOGDA

B_2 ∪ {x_{k+2} = 0} = A_0 ∪ A_2. (10)

iSPOLXZUQ (5), (6), (9) I USLOWIE SLU^AQ 2), POLU^IM

φ|_{B2} ≡ ψ|_{A2} · 1 ∨ x_{k+2} ≡ φ|_{A0∪A2} ∨ x_{k+2} ≡ c̄ ∨ x_{k+2} ≡ 0 ∨ x_{k+2} ≡ x_{k+2},

T. E. FUNKCIQ φ|B_2 SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ xk+2.

eSLI FUNKCIQ h|B_2 SU]ESTWENNO NE ZAWISIT OT xk+2, TO FUNKCIQ φ ZABIWAET FUNKCI@ h PODSTANOWKOJ KONSTANT B2. pUSTX TEPERX h|B_2 SU]ESTWENNO ZAWISIT OT xk+2. pOLOVIM D2 = B2 ∪ {xk+2 = 1}. iS- POLXZUQ (10) I (9), POLU^IM φ|_{D2} ≡ φ|_{B2∪{xk+2=1}} ≡ φ|_{B2∪{xk+2=0}} ⊕ 1 ≡ φ|_{A0∪A2} ⊕ 1 ≡ c, h|_{D2} ≡ h|_{B2∪{xk+2=1}} ≡ h|_{B2∪{xk+2=0}} ⊕ 1 ≡ h|_{A0∪A2} ⊕ 1 ≡ d. iTAK, (c, d) ∈ v(φ, h), SLEDOWATELXNO, |v(φ, h)| = 4, A ZNA^IT, FUNK- CII φ, h NEZAWISIMY. sLU^AJ 2) RASSMOTREN.

lEMMA 3 DOKAZANA.

uTWERVDENIE 2. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, f — FUNKCIQ, 1-UNIWERSALXNAQ DLQ BAZISA b, I FUNKCIQ f QWLQETSQ PODFUNKCIEJ FUNKCII g. tOGDA FUNKCIQ g QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FUNKCI@ h, TAKU@, ^TO V (h) = V (g) I h BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b. pUSTX A — TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT, V (A) = V (g)\V (f), ^TO

f = g|_A. eSLI V (h|_A) ≠ V (g|_A), TO FUNKCIQ g ZABIWAET FUNKCI@ h

– 25 –

PODSTANOWKOJ KONSTANT A. pUSTX TEPERX V (h|A) = V (g|A). tOGDA

V (h|_A) = V (f) I FUNKCIQ h|_A BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b. pO

OPREDELENI@ 1-UNIWERSALXNOSTI, LIBO FUNKCIQ f ZABIWAET FUNKCI@ h|A NEKOTOROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT B, LIBO FUNKCII f, h|A NEZAWISIMY. w PERWOM SLU^AE FUNKCIQ g ZABIWAET FUNKCI@ h PODSTANOWKOJ KONSTANT A ∪ B^′ (GDE B^′ — OGRANI^ENIE PODSTANOWKI B NA MNOVESTWO V (f)). wO WTOROM SLU^AE, W SILU USLOWIQ nes(f) > 0 IMEEM V (f) = V (h|A) ≠ ?, A ZNA^IT,

|v(f, h|_A)| = |v(f) × v(h|_A)| = 2 · 2 = 4. w TO VE WREMQ,

v(f, h|_A) = v(g|_A, h|_A) ⊆ v(g, h), PO“TOMU |v(g, h)| = 4, A ZNA^IT,

FUNKCII g, h NEZAWISIMY. tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ g QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b.

uTWERVDENIE 2 DOKAZANO.

lEMMA 4. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, p, q — NATURALXNYE ^ISLA, r, t — CELYE NEOTRICATELXNYE ^ISLA, f1, . . . , fr — FUNKCII, p-UNIWERSALXNYE DLQ BAZISA b, y1, . . . , yt — POPARNO RAZLI^NYE PE- REMENNYE, θ — FUNKCIQ OT r + t ARGUMENTOW, nes(θ) = r + t, MNOVEST- WA V (f1), . . . , V (fr), {y1, . . . , yt} POPARNO NE PERESEKA@TSQ I g ≡ θ(f_1, . . . , f_r, y_1, . . . , y_t), Y = r⋃ j=1 V (f_j ). (11)

dALEE, PUSTX h1, . . . , hq — FUNKCII, BESPOWTORNO REALIZUEMYE W BAZISE b, MNOVESTWA V (h1), . . . , V (hq) POPARNO NE PERESEKA@TSQ I q⋃ i=1 V (h_i) = Y . nAKONEC, PUSTX KAVDOE IZ MNOVESTW V (f_1), . . . , V (f_r)

SODERVITSQ W OB˙EDINENII NE BOLEE, ^EM p MNOVESTW SREDI V (h1), . . . , V (hq). tOGDA WYPOLNENO HOTQ BY ODNO IZ DWUH:

(i) LIBO FUNKCIQ g ZABIWAET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ h1, . . . , hq NEKO- TOROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT A, V (A) ⊆ Y ;

(ii) LIBO FUNKCII g, h_1, . . . , h_q NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI PO MNO-

VESTWU Y .

dOKAZATELXSTWO. pROWEDEM INDUKCI@ PO r.

– 26 –

bAZIS INDUKCII: r = 0. w “TOM SLU^AE Y = ?, SLEDOWATELXNO, FUNKCII g, h1, . . . , hq NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI PO MNOVESTWU Y , T. E. WYPOLNENO (ii).

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: r > 0 I DLQ WSEH r^′, r^′ < r, LEMMA DOKAZA- NA. oBOZNA^IM ỹ = (y1, . . . , yt). rASSMOTRIM PROIZWOLXNYE FUNKCII

g^∗ ∈ v_Y (g), c_1 ∈ v_Y (h_1), . . . , c_q ∈ v_Y (h_q). (12)

zAMETIM, ^TO FUNKCII c1, . . . , cq TOVDESTWENNO RAWNY KONSTANTAM, A FUNKCIQ g^∗ DOPUSKAET PREDSTAWLENIE W WIDE g^∗ ≡ θ(d_1, . . . , d_r, ỹ), (13) GDE FUNKCIQ di, 1 6 i 6 r, TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE I di ∈ v(fi).

pO USLOWI@ LEMMY, MNOVESTWO V (f1) SODERVITSQ W OB˙EDINENII NE BOLEE, ^EM p MNOVESTW SREDI V (h1), . . . , V (hq). pO“TOMU SU]ESTWUET NATURALXNOE ^ISLO s, s 6 p, I TAKIE POPARNO RAZLI^NYE ^ISLA w(1), . . . , w(s) IZ MNOVESTWA {1, . . . , q}, ^TO KAVDOE IZ MNOVESTW V (h_{w(k)}) ∩ V (f1), 1 6 k 6 s, NEPUSTO I

V (f_1) ⊆^s ⋃ k=1 V (h_{w(k)}). pOLOVIM χ_k = h_{w(k)}, 1 6 k 6 s. mNOVESTWO

PEREMENNYH V (f1) FUNKCII g WYDELIMO, PO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT B1, V (B1) = Y \V (f1), ^TO FUNKCIQ g|B_1 SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA V (f1). rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE k, 1 6 k 6 s. eSLI FUNKCIQ χk|B_1 SU]ESTWENNO NE ZAWISIT HOTQ BY OT ODNOJ PEREMENNOJ IZ MNOVESTWA V (χk) ∩ V (f1), TO FUNKCIQ g ZABIWAET FUNKCI@ χk PODSTANOWKOJ KONSTANT B1 I V (B1) = Y \V (f1) ⊆ Y , T. E. WYPOLNENO (i).

w TO VE WREMQ V (χk|B_1 ) ⊆ V (χk) ∩ V (f1), PO“TOMU OSTALSQ NERAS- SMOTRENNYM TOLXKO SLU^AJ, KOGDA V (χk|B_1 ) = V (χk) ∩ V (f1). pO USLOWI@ NASTOQ]EJ LEMMY, FUNKCIQ f1 QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ

– 27 –

DLQ BAZISA b. pOLOVIM χs+1 = . . . = χp = 0. kAVDAQ IZ FUNK- CIJ χ1|B_1 , . . . , χp|B_1 BESPOWTORNO WYRAVAETSQ W BAZISE b, MNOVEST- WA V (χ1|B_1 ), . . . , V (χp|B_1 ) POPARNO NE PERESEKA@TSQ I^{p⋃}_{k=1} V (χk|B_1 ) =

V (f_1). oTS@DA I IZ OPREDELENIQ p-UNIWERSALXNOSTI SLEDUET, ^TO LIBO

FUNKCIQ f1 ZABIWAET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ χk|B_1 , 1 6 k 6 p, NEKOTO- ROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT, LIBO FUNKCII f1, χ1|B_1 , . . . , χp|B_1 NEZAWI- SIMY W SOWOKUPNOSTI. wNA^ALE RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FUNKCIQ f1 ZABIWAET FUNKCI@ χk|B_1 , 1 6 k 6 p, PODSTANOWKOJ KONSTANT D1. tOG- DA k 6 s. pUSTX D2 — OGRANI^ENIE PODSTANOWKI D1 NA MNOVEST- WO V (f1). tOGDA FUNKCIQ g ZABIWAET FUNKCI@ χk PODSTANOWKOJ KON- STANT D2 ∪ B1 I V (D2 ∪ B1) = Y , T. E. WYPOLNENO (i).

tEPERX RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FUNKCII f1, χ1|B_1 , . . . , χp|B_1 NE- ZAWISIMY. w “TOM SLU^AE FUNKCII f1, χ1|B_1 , . . . , χs|B_1 NEZAWISIMY. nI ODNA IZ FUNKCIJ f1, χ1|B_1 , . . . , χs|B_1 NE RAWNA TOVDESTWENNO KON- STANTE, PO“TOMU

d_1 ∈ v(f_1), c_{w(k)} ∈ v(χ_k|_{B1} ), 1 6 k 6 s.

oTS@DA I IZ NEZAWISIMOSTI FUNKCIJ f1, χ1|B_1 , . . . , χs|B_1 , SLEDUET

(d_1, c_{w(1)}, . . . , c_{w(s)}) ∈ v(f_1, χ_1|_{B1} , . . . , χ_s|_{B1} ).

pO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT B2, V (B2) = V (f1), ^TO d_1 = f_1|_{B2} , c_{w(k)} = χ_k|_{B1∪B2} , 1 6 k 6 s. (14)

oBOZNA^IM Y1 = Y \V (f1). tOGDA IZ (14), S U^ETOM (11) I (13), POLU- ^IM g^∗ ∈ v_{Y1} (g|_{B2} ), c_{w(k)} ∈ v_{Y1} (χ_k|_{B2} ), 1 6 k 6 s. (15) zAMETIM, ^TO ESLI i ∈ {1, . . . , q}\{w(1), . . . , w(s)}, TO hi = hi|B_2 , SLEDOWATELXNO, WWIDU (12), WYPOLNENO ci ∈ vY_1 (hi|B_2 ). oTS@DA I IZ

(15) SLEDUET

g^∗ ∈ v_{Y1} (g|_{B2} ), c_i ∈ v_{Y1} (h_i|_{B2} ), 1 6 i 6 q. (16)

– 28 –

oBOZNA^IM Y2 = V (g|B_2 ) ∩ Y . rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 q. w SILU (16), SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT Ei, V (Ei) =

(Y_1\Y_2) ∩ V (h_i), ^TO

c_i ∈ v_{Y2} (h_i|_{B2∪Ei} ). (17)

pOLOVIM B = B2 ∪^{( q⋃}_{i=1} Ei^). fUNKCIQ g|B_2 SU]ESTWENNO NE ZAWISIT NI OT ODNOJ PEREMENNOJ IZ MNOVESTWA Y1\Y2, PO“TOMU g|B = g|B_2 . oTS@DA, IZ (16), (17) I OPREDELENIQ PODSTANOWKI B, SLEDUET

g^∗ ∈ v_{Y2} (g|_B), c_i ∈ v_{Y2} (h_i|_B), 1 6 i 6 q. (18)

rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 q. fUNKCIQ g|B SU]ESTWENNO ZA- WISIT OT WSEH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA Y2. w TO VE WREMQ V (hi|B) ⊆

V (h_i) ∩ Y_2. pO“TOMU, ESLI V (h_i|_B) ≠ V (h_i) ∩ Y_2, TO FUNKCIQ g ZA-

BIWAET FUNKCI@ hi PODSTANOWKOJ KONSTANT B I V (B) = Y \Y2 ⊆ Y , T. E. WYPOLNENO (i).

oSTALOSX RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA V (hi|B) = V (hi) ∩ Y2. w “TOM SLU^AE

V (g|_B) ∩ Y = Y_2 = q⋃ i=1 V (h_i|_B). (19)

zAMETIM, ^TO FUNKCI@ g|B MOVNO PREDSTAWITX W WIDE g|_B ≡ θ^′(f^′_1, . . . , f^′_r0, y^′_1, . . . , y^′_t0), GDE 0 6 r^′ 6 r, 0 6 t^′ 6 t, {f^′_1, . . . , f^′_r0} ⊆ {f2, . . . , fr}, {y^′_1, . . . , y^′_t0} ⊆ {y_1, . . . , y_t}, WSE f^′_j, 1 6 j 6 r^′, POPARNO RAZLI^NY, WSE

y^′_j, 1 6 j 6 t^′, POPARNO RAZLI^NY, θ^′ — FUNKCIQ r^′ + t^′ ARGUMENTOW I

nes(θ^′) = r^′ + t^′. uBEDIMSQ, ^TO K ^ISLAM p, q, r^′, t^′,

FUNKCIQM f^′_1, . . . , f^′_r0, h1|B, . . . , hq|B I MNOVESTWU Y2 MOVNO PRIMENITX PREDPOLOVENIE INDUKCII.

fUNKCII f^′_1, . . . , f^′_r0 QWLQ@TSQ p-UNIWERSALXNYMI DLQ BAZISA b, MNOVESTWA V (f^′_1), . . . , V (f^′_r0 ), {y^′_1, . . . , y^′_t0} POPARNO NE PERESEKA@TSQ

– 29 –

I, W SILU (19), SPRAWEDLIWO^{r0⋃}_{j=1} V (f^′_j) = V (g|B) ∩ Y = Y2. dALEE, FUNKCII h1|B, . . . , hq|B BESPOWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b, MNOVESTWA V (h1|B), . . . , V (hq |B) POPARNO NE PERESEKA@TSQ I, W SILU

(19),^q ⋃ i=1 V (h_i|_B) = Y_2. kROME TOGO, KAVDOE IZ

MNOVESTW V (f^′_j ), 1 6 j 6 r^′, CELIKOM SODERVITSQ W OB˙EDINENII NE BOLEE, ^EM p MNOVESTW IZ V (h1|B), . . . , V (hq|B). nAKONEC, r^′ < r.

iZ PREDPOLOVENIQ INDUKCII SLEDUET, ^TO LIBO FUNKCIQ g|B ZA- BIWAET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ hi|B, 1 6 i 6 q, NEKOTOROJ PODSTA- NOWKOJ KONSTANT A^′, V (A^′) ⊆ Y2, LIBO FUNKCII g|B, h1|B, . . . , hq|B NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI PO MNOVESTWU Y2. eSLI DLQ NEKOTORO- GO i, 1 6 i 6 q, FUNKCIQ g|B ZABIWAET FUNKCI@ hi|B PODSTANOWKOJ KONSTANT A^′, TO FUNKCIQ g ZABIWAET FUNKCI@ hi PODSTANOWKOJ KON- STANT A^′ ∪ B I V (A^′ ∪ B) ⊆ Y , T. E. W “TOM SLU^AE WYPOLNENO (i).

nAKONEC, RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FUNKCII g|B, h1|B, . . . , hq|B NEZAWISIMY PO MNOVESTWU Y2. tOGDA IZ (18) SLEDUET

(g^∗, c_1, . . . , c_q) ∈ v_{Y2} (g|_B) × v_{Y2} (h_1|_B) × . . . × v_{Y2} (h_q |_B) =

(ISPOLXZUEM NEZAWISIMOSTX FUNKCIJ g|B, h1|B, . . . , hq|B PO MNOVEST- WU Y2) = v_{Y2} (g|_B, h_1|_B, . . . , h_q|_B) ⊆ (ISPOLXZUEM SOOTNO[ENIE V (B) = Y \Y2) ⊆ v_Y (g, h_1, . . . , h_q). oTS@DA, W SILU PROIZWOLXNOSTI WYBORA

g^∗ ∈ v_Y (g), c_1 ∈ v_Y (h_1), . . . , c_q ∈ v_Y (h_q), POLU^IM

v_Y (g) × v_Y (h_1) × . . . × v_Y (h_q) ⊆ v_Y (g, h_1, . . . , h_q).

o^EWIDNO, ^TO OBRATNOE WKL@^ENIE TAKVE IMEET MESTO. tAKIM OBRA- ZOM, FUNKCII g, h1, . . . , hq NEZAWISIMY PO MNOVESTWU Y , T. E. WYPOL- NENO (ii). iNDUKCIQ PROWEDENA.

– 30 –

lEMMA 4 DOKAZANA.

lEMMA 5. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, φ — FUNKCIQ n ARGU- MENTOW, nes(φ) = n, FUNKCIQ φ QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZI- SA b, u = u(φ), u ¿ 2, p — NATURALXNOE ^ISLO I

m(p, φ) = ⌊log( n_n�_1 ) p⌋ + ⌊log_u p⌋ + 2. (20)

tOGDA FUNKCIQ φ^{(m(p,φ))} QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b.

dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM ^EREZ f FUNKCI@ φ^{(m(p,φ))}. rAS- SMOTRIM PROIZWOLXNYE FUNKCII h1, . . . , hp, BESPOWTORNO REALIZUEMYE W BAZISE b, TAKIE, ^TO MNOVESTWA V (h1), . . . , V (hp) POPARNO NE PERE- SEKA@TSQ I^{p⋃}_{i=1} V (hi) = V (f). pOKAVEM, ^TO LIBO FUNKCIQ f ZABIWA- ET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ h1, . . . , hp NEKOTOROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT, LIBO FUNKCII f, h1, . . . , hp NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI. tEM SAMYM LEMMA BUDET DOKAZANA.

rASSMOTRIM PROIZWOLXNYE FUNKCII c ∈ v(f), c_i ∈ v(h_i), 1 6 i 6 p. (21) zAMETIM, ^TO “TI FUNKCII TOVDESTWENNO RAWNY KONSTANTAM. pOLO- VIM s = ⌊log( n_n�_1 ) p⌋ + 1, r = ⌊log_u p⌋ + 1.

oTS@DA I IZ (20) SLEDUET, ^TO s + r = m(p, φ), n^s p > (n − 1)^s, p < u^r. (22)

pREDSTAWIM FUNKCI@ f W WIDE f ≡ φ^{(r)}(f_1, . . . , f_nr ), GDE fj ≡ φ^{(s)}(x_ns_{(j−1)+1}, . . . , xnsj), 1 6 j 6 n^r. (23)

rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE j, 1 6 j 6 n^r. oBOZNA^IM Yj = V (fj ). tOGDA |Yj| = n^s, PO“TOMU MO]NOSTX HOTQ BY ODNOGO IZ MNOVESTW Yj ∩

– 31 –

V (h_i), 1 6 i 6 p, NE MENX[E, ^EM^{ns}_p . wYBEREM ^ISLO w(j) TAK, ^TOBY

WYPOLNQLOSX |Yj ∩ V (h_{w(j)})| ¿^{ns}_p . tOGDA IZ WTOROGO SOOTNO[ENIQ W (22) SLEDUET |Yj ∩ V (h_{w(j)})| > (n − 1)^s. fUNKCIQ fj MOVET BYTX POLU^ENA IZ FUNKCII φ^{(s)} ZAMENOJ PEREMENNYH BEZ OTOVDESTWLENIQ, PO“TOMU, W SILU LEMMY 1 IZ § 2, SU]ESTWUET TAKAQ PODFUNKCIQ gj FUNKCII fj, ^TO V (gj) ⊆ Yj ∩ V (h_{w(j)}) I FUNKCIQ ⟨gj⟩ OBOB]ENNO ODNOTIPNA S φ. pUSTX Bj — TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT, ^TO V (Bj) =

Y_j\V (g_j) I g_j = f_j|_{Bj} . oBOZNA^IM

Z = n^r⋃

j=1 V (g_j), W = {w(j) | 1 6 j 6 n^r}. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, i ∈ {1, . . . , p}\W , DLQ KOTOROGO WYPOL- NENO V (hi) ≠ ?. sREDI MNOVESTW Yj ∩ V (hi), 1 6 j 6 n^r, NAJDETSQ NE- PUSTOE. wYBEREM ^ISLO t(i) TAK, ^TOBY WYPOLNQLOSX Y_{t(i)} ∩V (hi) ≠ ?. pOLOVIM T = {t(i) | i ∈ {1, . . . , p}\W, V (h_i) ≠ ?}, B = ⋃ j∈{1,... ,n^r }\T B_j , Y_T = ⋃ j∈T Y_j. w SILU WYBORA PODSTANOWOK Bj I PREDSTAWLENIQ (23), POLU^IM

V (f|_B ) = Z ∪ Y_T . (24)

rASSMOTRIM TEPERX PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 p. eSLI V (hi) = ?, TO WWIDU (21), SPRAWEDLIWO

c_i ∈ v(h_i) = v(h_i|_B), 1 6 i 6 p, V (h_i) = ?. (25)

pUSTX TEPERX V (hi) ≠ ?. eSLI i ∈ W , TO Z ∩ V (hi) ≠ ?, A ESLI i /∈ W , TO YT ∩ V (hi) ≠ ?. w L@BOM SLU^AE

(Z ∪ Y_T ) ∩ V (h_i) ≠ ?. (26)

– 32 –

iZ WYBORA PODSTANOWKI B I USLOWIQ V (hi) ⊆ V (f) SLEDUET, ^TO

V (h_i|_B) ⊆ (Z ∪ Y_T ) ∩ V (h_i). eSLI V (h_i|_B) ≠ (Z ∪ Y_T ) ∩ V (h_i), TO,

W SILU (24), FUNKCIQ f ZABIWAET FUNKCI@ hi PODSTANOWKOJ KONSTANT B.

oSTALOSX RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA V (hi|B) = (Z ∪ YT ) ∩ V (hi). w “TOM SLU^AE, W SILU (26), IMEEM V (hi|B) ≠ ?, A ZNA^IT

c_i ∈ v(h_i|_B), 1 6 i 6 p, V (h_i) ≠ ?. (27)

oB˙EDINQQ (25) I (27), POLU^IM ci ∈ v(hi|B), 1 6 i 6 p. oTS@DA I IZ USLOWIQ, ^TO MNOVESTWA V (hi), 1 6 i 6 p, POPARNO NE PERE- SEKA@TSQ, SLEDUET, ^TO SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT D,

V (D) = Y_T , ^TO c_i ∈ v(h_i|_{B∪D}), 1 6 i 6 p. nAKONEC, SU]ESTWUET TA-

KAQ PODSTANOWKA KONSTANT E, V (E) = V (f)\(V (f|B∪D) ∪ B ∪ D), ^TO

c_i ∈ v(h_i|_{B∪D∪E}), 1 6 i 6 p. oBOZNA^IM a = B ∪ D ∪ E, Y = V (f|_A). tOGDA

c_i ∈ v(h_i|_A), 1 6 i 6 p. (28)

rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 p. iZ WYBORA PODSTANOWKI KON- STANT A I WLOVENIQ V (hi) ⊆ V (f) SLEDUET, ^TO V (hi|A) ⊆ V (hi) ∩ Y . eSLI V (hi|A) ≠ V (hi)∩Y , TO FUNKCIQ f ZABIWAET FUNKCI@ hi PODSTA- NOWKOJ KONSTANT A. oSTALOSX RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA V (hi|A) =

V (h_i) ∩ Y . w “TOM SLU^AE p⋃ i=1 V (h_i|_A) = Y = V (f|_A). (29)

zAMETIM, ^TO FUNKCIQ f|A DOPUSKAET PREDSTAWLENIE W WIDE f|_A ≡ θ(g^′_1, . . . , g^′_r0),

– 33 –

GDE r^′ — CELOE ^ISLO, r^′ ¿ 0, {g^′_1, . . . , g^′_r0} ⊆ {g1, . . . , gnr }, WSE

g^′_1, . . . , g^′_r0 POPARNO RAZLI^NY, θ — FUNKCIQ r^′ ARGUMENTOW I

nes(θ) = r^′. uBEDIMSQ, ^TO K ^ISLAM p^′ = 1, q^′ = p, r^′, t^′ = 0,

FUNKCIQM f|A, h1|A, . . . , hp|A I MNOVESTWU Y MOVNO PRIMENITX LEMMU 4.

fUNKCII ⟨g^′_j⟩, 1 6 j 6 r^′, OBOB]ENNO ODNOTIPNY S FUNKCIEJ φ. pO USLOWI@ NASTOQ]EJ LEMMY, FUNKCIQ φ QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b. sLEDOWATELXNO, FUNKCII g^′_j, 1 6 j 6 r^′, QWLQ@TSQ 1-UNIWERSALXNYMI DLQ BAZISA b. mNOVESTWA V (g^′_1), . . . , V (g^′_r0) PO- PARNO NE PERESEKA@TSQ I, W SILU (29),^{r0⋃}_{j=1} V (g^′_j) = V (f|A) = Y . dALEE, FUNKCII h1|A, . . . , hp|A BESPOWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b, MNOVEST- WA V (h1|A), . . . , V (hp|A) POPARNO NE PERESEKA@TSQ I IH OB˙EDINENIE, W SILU (29), SOWPADAET S MNOVESTWOM Y . nAKONEC, KAVDOE IZ MNO- VESTW V (g^′_j) CELIKOM SODERVITSQ W ODNOM IZ MNOVESTW V (hi), 1 6 i 6 p, A ZNA^IT, I W ODNOM IZ MNOVESTW V (hi|A), 1 6 i 6 p.

pRIMENIW LEMMU 4, POLU^IM, ^TO LIBO FUNKCIQ f|A ZABIWAET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ h1|A, . . . , hp|A PODSTANOWKOJ KONSTANT A^′,

V (A^′) ⊆ Y , LIBO FUNKCII f|_A, h_1|_A, . . . , h_p|_A NEZAWISIMY

W SOWOKUPNOSTI PO MNOVESTWU Y . eSLI FUNKCIQ f|A ZABIWAET FUNKCI@ hi|A PODSTANOWKOJ KONSTANT A^′, TO FUNKCIQ f ZABIWAET FUNKCI@ hi PODSTANOWKOJ A ∪ A^′. rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ, KOGDA FUNKCII f|A, h1|A, . . . , hp|A NEZAWISIMY PO MNOVESTWU Y . tOGDA, W SILU (29), FUNKCII f|A, h1|A, . . . , hp|A NEZAWISIMY. pO OPREDELENI@ NEZAWISIMOSTI v(f|_A) × v(h_1|_A) × . . . × v(h_p|_A) = v(f|_A, h_1|_A, . . . , h_p|_A). (30) rASSMOTRIM PODSTANOWKU KONSTANT D^′ = {(xj, fj|D) | j ∈ T }. iZ OPREDELENIQ MNOVESTWA T , TRETXEGO SOOTNO[ENIQ W (22), I LEMMY 2 (IZ § 2) SLEDUET

|D^′| = |T | 6 p < u^r = u(φ)^r 6 u(φ^{(r)}).

– 34 –

w TO VE WREMQ V (D^′) ⊆ {x1, . . . , xnr } = V (φ^{(r)}), A ZNA^IT,

V (φ^{(r)}|_D0) ≠ ?. oTS@DA I IZ PREDSTAWLENIQ (23) SLEDUET, ^TO

V (f|_D) ≠ ?, NO TOGDA I V (f|_A) ≠ ?, PO“TOMU c ∈ v(f|_A). oB˙EDINIW

WKL@^ENIE c ∈ v(f|A) S WKL@^ENIQMI (28), POLU^IM (c, c_1, . . . , c_p) ∈ v(f|_A) × v(h_1|_A) × . . . × v(h_p|_A) = (ISPOLXZUEM RAWENSTWO (30)) = v(f|_A, h_1|_A, . . . , h_p|_A) ⊆ (ISPOLXZUEM OPREDELENIE MNOVESTWA v(f, h1, . . . , hp)) ⊆ v(f, h_1, . . . , h_p). oTS@DA, W SILU PROIZWOLXNOSTI WYBORA c ∈ v(f), ci ∈ v(hi), 1 6 i 6 p, SLEDUET v(f) × v(h_1) × . . . × v(h_p) ⊆ v(f, h_1, . . . , h_p). oBRATNOE WKL@^ENIE TAKVE WYPOLNENO, A ZNA^IT, FUNKCII f, h1, . . . , hp NEZAWISIMY.

lEMMA 5 DOKAZANA.

– 35 –

glawa II. swojstwa formul specialxnogo wida

§4. tEHNIKA ZABIWANIQ μ^s_L-FORMUL.

pUSTX f — PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ n ARGUMENTOW, b — PROIZWOLX- NYJ BAZIS, xi, 1 6 i 6 n, — PEREMENNAQ. fUNKCIQ f NAZYWAETSQ

LINEJNOJ, ESLI SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY a_0, . . . , a_n, ^TO

f ≡ a_1x_1 ⊕ . . . ⊕ a_nx_n ⊕ a_0.

w PROTIWNOM SLU^AE FUNKCIQ f NAZYWAETSQ NELINEJNOJ. wWEDEM FUNK- CI@ ⊕n OT n ARGUMENTOW, ZADAW EE TOVDESTWOM ⊕_n ≡ x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n. bAZIS b NAZOWEM LINEJNYM, ESLI FUNKCIQ ⊕2 BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b. w PROTIWNOM SLU^AE BAZIS b NAZOWEM NELINEJNYM.

sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f LINEJNO ZAWISIT OT xi, ESLI f|_{{xi =0}} ≡ f|_{{xi =1}} ⊕ 1. (31) sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f NELINEJNO ZAWISIT OT xi, ESLI xi ∈ V (f) I TOVDESTWO (31) NE WYPOLNENO.

pUSTX F — PROIZWOLXNAQ FORMULA. fORMULA F NAZYWAETSQ PRIWE-

DENNOJ, ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:

a) LIBO F^−∘ c, c ∈ {0, 1}, LIBO NI ODNA PODFORMULA FORMULY F NE REALIZUET KONSTANTU;

b) WNE[NQQ FUNKCIQ KAVDOJ PODFORMULY FORMULY F SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW I LIBO LINEJNA, LIBO NELINEJNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW;

c) NI ODNA PODFORMULA G FORMULY F NE SODERVIT WHOVDENIJ PE- REMENNYH, NESU]ESTWENNYH DLQ FUNKCII, REALIZUEMOJ FORMULOJ G.

– 36 –

uTWERVDENIE 3. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, F — FORMULA W b. tOGDA SU]ESTWUET PRIWEDENNAQ FORMULA F^′ W BAZISE [b], UDOW- LETWORQ@]AQ SLEDU@]IM SWOJSTWAM:

(i) F^′ ≡ F ;

(ii) ∀i L_{xi} (F^′) 6 L_{xi} (F ).

dOKAZATELXSTWO. pROWEDEM POSTROENIE FORMULY F^′ W NESKOLXKO “TAPOW. wNA^ALE DLQ KAVDOJ PODFORMULY G FORMULY F ZAMENIM WSE WHOVDENIQ W G PEREMENNYH, NESU]ESTWENNYH DLQ FUNKCII E@ REALI- ZUEMOJ, ODINAKOWYMI KONSTANTAMI. pOLU^ENNU@ FORMULU OBOZNA^IM ^EREZ F1. zATEM RASSMOTRIM WSE PODFORMULY FORMULY F1, REALIZU@- ]IE KONSTANTY. sREDI NIH WYDELIM MAKSIMALXNYE PO WKL@^ENI@, I ZAMENIM IH SOOTWETSTWU@]IMI KONSTANTAMI. pOLU^ENNU@ FORMULU OBOZNA^IM ^EREZ F2. eSLI F2 REALIZUET KONSTANTU, TO F2^−∘ c, GDE c — “TA KONSTANTA. w “TOM SLU^AE POLOVIM F^′ = F2, I UTWERVDENIE DO- KAZANO. w PROTIWNOM SLU^AE PRODOLVIM POSTROENIE.

pUSTX G — PROIZWOLXNAQ PODFORMULA FORMULY F2, OTLI^NAQ OT KONSTANTY, G^−∘ g(G1, . . . , Gn). oBOZNA^IM A = {(x_i, c_i) | x_i ∈ V (g), G_i ≡ c_i, c_i ∈ {0, 1}}, g^′ = ⟨g|_A⟩. pUSTX V (g|A) = {j1, . . . , jk}, j1 < . . . < jk. zAMENIM PODFORMULU G PODFORMULOJ G^′ = g^′(Gj_1 , . . . , Gj_k ). pRI “TOM FUNKCIQ g^′ PRINAD- LEVIT BAZISU [b] I SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH PEREMENNYH. kROME TOGO, NI ODNA IZ SUBFORMUL Gj_1 , . . . , Gj_k NE REALIZUET KON- STANTU. zAMENIM TEPERX KAVDU@ PODFORMULU G FORMULY F2 NA SO- OTWETSTWU@]U@ EJ PODFORMULU G^′. pOLU^ENNU@ FORMULU OBOZNA^IM ^EREZ F3.

fORMULA F3 NE SODERVIT PODFORMUL, REALIZU@]IH KONSTANTY, I WNE[NQQ FUNKCIQ KAVDOJ PODFORMULY FORMULY F3 SU]ESTWENNO ZA- WISIT OT WSEH SWOIH PEREMENNYH. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ PODFOR- MULU H FORMULY F3, WNE[NQQ FUNKCIQ KOTOROJ NELINEJNA I LINEJNO

– 37 –

ZAWISIT HOTQ BY OT ODNOGO SWOEGO ARGUMENTA. eSLI HOTQ BY ODNA TA- KAQ PODFORMULA SU]ESTWUET, TO BAZIS [b] LINEEN, A ZNA^IT, SU]EST- WUET TAKAQ KONSTANTA σ, ^TO FUNKCIQ Λ, Λ(x1, x2) ≡ x1 ⊕ x2 ⊕ σ, PRINADLEVIT BAZISU [b]. pUSTX H^−∘ h(H1, . . . , Hm). pUSTX TAKVE

x_{t1} , . . . , x_{ts} , t_1 < . . . < t_s, — WSE PEREMENNYE, OT KOTORYH FUNKCIQ h

ZAWISIT NELINEJNO, xt_{s+1} , . . . , xt_m , ts+1 < . . . < tm, — WSE PEREMEN- NYE, OT KOTORYH FUNKCIQ h ZAWISIT LINEJNO. pOLOVIM B = {xt_{s+1} = σ, . . . , x_{tm} = σ}, h^′ = ⟨h|_B⟩. tOGDA h(x_1, . . . , x_m) ≡ h^′(x_{t1} , . . . , x_{ts} ) ⊕ (x_{ts+1} ⊕ σ) ⊕ . . . ⊕ (x_{tm} ⊕ σ). dLQ KAVDOGO r, s 6 r 6 m, OPREDELIM FORMULU H^′_r, POLOVIW H^′_r = Λ(. . . (Λ(h^′(H_{t1} , . . . , H_{ts} ), H_{ts+1} ) . . . ), H_{tr} ). eSLI NI ODNA IZ FORMUL H^′_r, s 6 r 6 m − 1, NE REALIZUET KONSTAN- TU, TO POLOVIM H^′ = H^′_m. w PROTIWNOM SLU^AE OBOZNA^IM ^EREZ w NAIBOLX[EE IZ ^ISEL r, s 6 r 6 m − 1, DLQ KOTORYH FORMULA H^′_r REALIZUET KONSTANTU. pUSTX H^′_w ≡ τ, τ ∈ {0, 1}. oBOZNA^IM

H^∗ = Λ(. . . (Λ(H_{tw+1} , H_{tw+2} ) . . . ), H_{tm} )

zAMETIM, ^TO ¬ ∈ [b]. pOLOVIM H^′ = ¬(¬(H^∗)) PRI τ = σ, H^′ =

¬(H^∗) PRI τ = σ̄.

zAMENIM TEPERX KAVDU@ IZ RASSMOTRENNYH PODFORMUL H FORMU- LY F3 NA SOOTWETSTWU@]U@ EJ PODFORMULU H^′. pOLU^ENNU@ FORMULU PRIMEM ZA F^′. nI ODNA PODFORMULA FORMULY F^′ NE SODERVIT WHOV- DENIJ PEREMENNYH, NESU]ESTWENNYH DLQ FUNKCII, E@ REALIZUEMOJ (W SILU WYBORA FORMULY F1). dALEE, WNE[NQQ FUNKCIQ f KAVDOJ POD- FORMULY FORMULY F^′ QWLQETSQ LIBO FUNKCIEJ WIDA g^′ (ESLI ONA LI- NEJNA LIBO NELINEJNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW), LIBO FUNK- CIEJ WIDA h^′, LIBO ODNOJ IZ FUNKCIJ Λ, ¬. w L@BOM SLU^AE, FUNKCIQ f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW I LIBO LINEJNA, LIBO

– 38 –

NELINEJNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW. kROME TOGO, f ∈ [b]. iZ POSTROENIQ PODFORMUL G^′ I H^′ SLEDUET, ^TO FORMULA F^′ NE SODERVIT PODFORMUL, REALIZU@]IH KONSTANTY. iTAK, FORMULA F^′ PRIWEDENA, QWLQETSQ FORMULOJ W BAZISE [b] I F ≡ F1 ≡ F2 ≡ F3 ≡ F^′. nAKONEC, ZAMETIM, ^TO W PROCESSE POSTROENIQ FORMULY F^′ NE DOBAWILOSX NI OD- NOGO WHOVDENIQ PEREMENNOJ, A ZNA^IT, ∀i Lx_i (F^′) 6 Lx_i (F ). sWOJSTWA (i) I (ii) WYPOLNENY.

uTWERVDENIE 3 DOKAZANO.

pUSTX F — FORMULA, F^−∘ f(F1, . . . , Fn). fORMULA F NAZYWAET- SQ ν-FORMULOJ, ESLI NE SU]ESTWUET TAKOJ LINEJNOJ FUNKCII Λ, ^TO WYPOLNENO TOVDESTWO F ≡ Λ(F_1, . . . , F_n). sKAVEM, ^TO FUNKCIQ f ZABIWAET FORMULU F W BAZISE b PODSTA-

NOWKOJ KONSTANT A, ESLI SU]ESTWUET FORMULA F^′ W BAZISE b I SU-

]ESTWUET TAKAQ PEREMENNAQ z, ^TO WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:

a) z ∈ V (f|_A);

b) F^′ ≡ F |_A;

c) ∀i L_{xi} (F^′) 6 L_{xi} (F |_A);

d) L_z(F^′) < L_z(F |_A).

lEMMA 6. pUSTX b — NORMALXNYJ LINEJNYJ BAZIS, p = nes(b), f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW, nes(f) = n, FUNKCIQ f QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ b, m — NATURALXNOE ^ISLO I g — PODFUNKCIQ FUNKCII f^{(m)}. dALEE, PUSTX H — PRIWEDENNAQ ν-FORMULA W BAZISE b, H^−∘ h(H1, . . . , Hq), WSE PEREMENNYE, WHODQ]IE W H, SU]ESTWENNY DLQ g, T =^{⋃q−1}_{i=1} V (Hi), I WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA T QWLQ@TSQ 1-REGULQRNYMI DLQ g. nAKONEC, PUSTX SU]ESTWU@T TAKIE PEREMENNYE z1 ∈ V (H1), . . . , zq ∈ V (Hq), ^TO

z_q /∈ T I NI ODNA IZ PEREMENNYH z_1, . . . , z_{q−1} NE WHODIT W TO

1-MNOVESTWO FUNKCII g, W KOTOROM SODERVITSQ zq. tOGDA

– 39 –

SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) ⊆ T , ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ A.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) SU]ESTWUET PEREMENNAQ z, SUMMARNOE ^ISLO WHOVDENIJ KOTOROJ W SUBFORMULY H1, . . . , Hq−1 NE MENX[E DWUH; 2) SUMMARNOE ^ISLO WHOVDENIJ KAVDOJ PEREMENNOJ W SUBFORMULY H1, . . . , Hq−1 NE BOLX[E ODNOGO.

sLU^AJ 1). w SILU USLOWIQ z ∈ V (g), SU]ESTWUET TAKAQ PODSTA- NOWKA KONSTANT A, V (A) = T \{z}, ^TO z ∈ V (g|A). pUSTX FUNKCIQ φ TAKOWA, ^TO H|A ≡ φ(z, Hq|A). w SILU LINEJNOSTI I NORMALXNOSTI BAZISA b, SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ ψ, ψ ∈ b, I TAKIE KONSTAN- TY σ1, σ2 I σ3, ^TO φ(x1, x2) ≡ ψ(x1 ⊕ σ1, x2 ⊕ σ2) ⊕ σ3. pOLOVIM

H^′ = θ_{σ3} (ψ(θ_{σ1} (z), θ_{σ2} (H_q))), GDE θ_0(F ) −∘ F, θ_1(F ) −∘ ¬(F ). tOGDA,

W SILU USLOWIQ SLU^AQ 1), IMEEM Lz(H^′) < Lz(H|A). wWIDU “TOGO, FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ A. sLU- ^AJ 1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2). pOLOVIM z = zq. oBOZNA^IM ^EREZ Z TO 1-MNOVESTWO FUNKCII g, KOTOROE SODERVIT PEREMENNU@ z. pUSTX Z1, . . . , Zr — WSE RAZLI^NYE REGULQRNYE 1-MNOVESTWA FUNKCII g, NE SODERVA]IE PEREMENNU@ z I PERESEKA@]IESQ HOTQ BY S ODNIM IZ MNOVESTW V (H1), . . . , V (Hq−1). pREDSTAWIM FUNKCI@ g W WIDE g ≡ θ(f_1, . . . , f_r, f^∗, ỹ), GDE θ, f1, . . . , fr, f^∗ — FUNKCII, PRI^EM FUNKCII f1, . . . , fr POLU^E- NY IZ f BIEKTIWNOJ ZAMENOJ PEREMENNYH, V (f1) = Z1, . . . , V (fr) =

Z_r, V (f^∗) = Z, ỹ — NABOR, SOSTAWLENNYJ IZ WSEH RAZLI^NYH PERE-

MENNYH, SU]ESTWENNYH DLQ FUNKCII g, I NE WHODQ]IH NI W ODNO IZ MNOVESTW Z1, . . . , Zr, Z. fUNKCIQ θ SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH SWO- IH ARGUMENTOW. sU]ESTWUET PODSTANOWKA KONSTANT B, V (B) = Z\{z}, I TAKAQ KONSTANTA σ, ^TO f^∗|B ≡ z ⊕ σ. tOGDA g|_B ≡ θ(f_1, . . . , f_r, z ⊕ σ, ỹ). (32)

– 40 –

pOLOVIM Y = r⋃ j=1 Z_j, Y_i = V (H_i|_B), 1 6 i 6 q − 1, Y_q = Y \( q−1⋃ i=1 Y_i). rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 q − 1. oBOZNA^IM ^EREZ hi FUNK- CI@, REALIZUEMU@ FORMULOJ Hi|B. wSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA Yi SU]ESTWENNY DLQ FUNKCII g|B. pO“TOMU, ESLI KAKAQ-TO PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA Yi NESU]ESTWENNA DLQ FUNKCII hi, TO FUNKCIQ g ZABI- WAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT B. rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ, KOGDA V (hi) = Yi, 1 6 i 6 q − 1. eSLI Yq = ?, TO POLO- VIM hq = 0, A ESLI Yq ≠ ?, TO OBOZNA^IM ^EREZ hq SUMMU PO MODUL@ DWA WSEH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA Yq.

uBEDIMSQ, ^TO K ^ISLAM p, q, r, t + 1 (GDE t RAWNO DLINE NABORA ỹ), FUNKCIQM g|B, h1, . . . , hq I MNOVESTWU Y PRIMENIMA LEMMA 4 IZ § 3. w SILU USLOWIQ SLU^AQ 2), KAVDOE IZ WYRAVENIJ H1|B, . . . , Hq−1|B — LIBO PEREMENNAQ, LIBO BESPOWTORNAQ FORMULA W BAZISE b. w L@BOM SLU^AE FUNKCII h1, . . . , hq−1 BESPOWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b. w SI- LU LINEJNOSTI BAZISA b, FUNKCIQ hq TAKVE BESPOWTORNO WYRAZIMA W b. iZ USLOWIQ SLU^AQ 2) I OPREDELENIQ FUNKCII hq SLEDUET, ^TO MNOVESTWA V (h1), . . . , V (hq) POPARNO NE PERESEKA@TSQ. oB˙EDINENIE MNOVESTW V (h1), . . . , V (hq) SOWPADAET S MNOVESTWOM Y . pO USLOWI@ LEMMY, FUNKCIQ f QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b, PO“TO- MU KAVDAQ IZ FUNKCIJ f1, . . . , fs QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BA- ZISA b. nAKONEC ZAMETIM, ^TO W SILU NERAWENSTWA q 6 p, KAVDOE IZ MNOVESTW V (fj), 1 6 j 6 s, SODERVITSQ W OB˙EDINENII NE BOLEE, ^EM p MNOVESTW SREDI V (h1), . . . , V (hq).

pRIMENIW LEMMU 4, POLU^IM, ^TO LIBO FUNKCIQ g|B ZABIWAET KAKU@-TO IZ FUNKCIJ h1, . . . , hq NEKOTOROJ PODSTANOWKOJ KONSTANT D, V (D) ⊆ Y , LIBO FUNKCII g|B, h1, . . . , hq NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI PO MNOVESTWU Y . wNA^ALE RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FUNKCIQ g|B ZABIWAET FUNKCI@ hi, 1 6 i 6 q, PODSTANOWKOJ

– 41 –

KONSTANT D. w SILU LINEJNOSTI FUNKCII hq, NIKAKAQ FUNKCIQ EE ZABIWATX NE MOVET, PO“TOMU i 6 q − 1. oBOZNA^IM ^EREZ D^′ OGRANI^ENIE PODSTANOWKI KONSTANT D ∪ B NA MNOVESTWO V (Hi). tOGDA FUNKCIQ g ZABIWAET FUNKCI@, REALIZUEMU@ WYRAVENIEM Hi, PODSTANOWKOJ KONSTANT D^′, A ZNA^IT, FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT D^′.

nAKONEC, RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FUNKCII g|B, h1, . . . , hq NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI PO MNOVESTWU Y . tOGDA FUNKCII g|B, h1, . . . , hq−1 NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI PO MNOVESTWU Y . pO OPREDELENI@ NEZAWISIMOSTI,

v_Y (g|_B) × v_Y (h_1) × . . . × v_Y (h_{q−1}) = v_Y (g|_B, h_1, . . . , h_{q−1}). (33)

fORMULA H QWLQETSQ ν-FORMULOJ, SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ h NE- LINEJNA. w SILU PRIWEDENNOSTI FORMULY H, FUNKCIQ h NELINEJ- NO ZAWISIT OT PEREMENNOJ xq. pO“TOMU SU]ESTWU@T TAKIE KONSTAN- TY c1, . . . , cq−1, ^TO FUNKCIQ h(c1, . . . , cq−1, xq) TOVDESTWENNO RAW- NA KONSTANTE. pO USLOWI@ LEMMY, SU]ESTWUET PEREMENNAQ zi, zi ∈

V (H_i)\Z, 1 6 i 6 q − 1. tOGDA z_i ∈ Y_i = V (h_i), A ZNA^IT, V (h_i) ≠ ?.

pO“TOMU SU]ESTWUET FUNKCIQ c^′_i, DLQ KOTOROJ WYPOLNENO

c^′_i ∈ v(h_i) = v_Y (h_i), c^′_i ≡ c_i, 1 6 i 6 q − 1. (34)

fUNKCIQ θ SU]ESTWENNO ZAWISIT OT (r + 1)-GO ARGUMENTA, PO“TOMU SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY d1, . . . , dr, ^TO FUNKCIQ θ(d1, . . . , dr, z⊕

σ, ỹ) SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ z. pUSTX g^′ — TAKAQ FUNK-

CIQ, ^TO g^′ ∈ v_Y (g|_B), g^′ ≡ θ(d_1, . . . , d_r, z ⊕ σ, ỹ). (35) oB˙EDINQQ WKL@^ENIQ (34) I (35), POLU^IM

(g^′, c^′_1, . . . , c^′_{q−1}) ∈ v_Y (g|_B) × v_Y (h_1) × . . . × v_Y (h_{q−1}) =

– 42 –

(ISPOLXZUEM RAWENSTWO (33)) = v_Y (g|_B, h_1, . . . , h_{q−1}). sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT E, V (E) = Y , ^TO g|_{B∪E} ≡ g^′, h_1|_E ≡ c_1, . . . , h_{q−1}|_E ≡ c_{q−1}. w KA^ESTWE A WOZXMEM OGRANI^ENIE PODSTANOWKI KONSTANT B ∪ E NA MNOVESTWO T . fUNKCIQ g^′ SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ z, PO- “TOMU I FUNKCIQ g|A SU]ESTWENNO ZAWISIT OT z. dALEE, H|_A ≡ h(H_1|_{B∪E}, . . . , H_{q−1}|_{B∪E}, H_q|_A) ≡ h(c_1, . . . , c_{q−1}, H_q|_A). fUNKCIQ h(c1, . . . , cq−1, xq) TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE, A ZNA^IT, FORMULA H|A REALIZUET KONSTANTU. w TO VE WREMQ FORMULA H|A SO- DERVIT HOTQ BY ODNO WHOVDENIE PEREMENNOJ z. tAKIM OBRAZOM, FUNK- CIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT A.

lEMMA 6 DOKAZANA.

fORMULA F NAZYWAETSQ “LEMENTARNOJ, ESLI L(F ) ¿ 2, I SLOVNOSTX L@BOJ PODFORMULY FORMULY F , OTLI^NOJ OT F , NE BOLX[E EDINICY. zAMETIM, ^TO KAVDAQ FORMULA, SLOVNOSTX KOTOROJ NE MENX[E DWUH, SODERVIT “LEMENTARNU@ PODFORMULU.

lEMMA 7. pUSTX b — NORMALXNYJ NELINEJNYJ BAZIS,

p = nes(b), f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW, nes(f) = n, KAVDAQ

PEREMENNAQ FUNKCII f WHODIT W NEKOTOROE ⊕p-WYDELIMOE MNOVESTWO PEREMENNYH FUNKCII f, m — NATURALXNOE ^ISLO I g — PODFUNKCIQ FUNKCII f^{(m)}. dALEE, PUSTX H — PRIWEDENNAQ ν-FORMULA W BAZISE b,

H −∘ h(H_1, . . . , H_q), I WSE PEREMENNYE, WHODQ]IE W FORMULU H,

SU]ESTWENNY DLQ FUNKCII g. nAKONEC, PUSTX T =^{q−1⋃}_{i=1} V (Hi), WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA T QWLQ@TSQ 1-REGULQRNYMI DLQ FUNKCII g I SU]ESTWUET PEREMENNAQ zq, zq ∈ V (Hq)\T . tOGDA

– 43 –

SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) ⊆ T , ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ A.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) SLOVNOSTX HOTQ BY ODNOJ IZ FORMUL H1, . . . , Hq−1 NE MENX[E DWUH; 2) SLOVNOSTX KAVDOJ IZ FORMUL H1, . . . , Hq−1 MENX[E DWUH.

sLU^AJ 1). pUSTX SLOVNOSTX FORMULY Hi_0 , 1 6 i0 6 q − 1, NE MENX[E DWUH. tOGDA SU]ESTWUET “LEMENTARNAQ PODFORMULA H^′ FOR- MULY H. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1.1) FORMULA H^′ BESPOWTORNA; 1.2) FORMULA H^′ NE BESPOWTORNA.

sLU^AJ 1.1). pUSTX FORMULA H^′ REALIZUET FUNKCI@ φ. bAZIS b NELINEEN, PO“TOMU FUNKCIQ φ NE MOVET BYTX LINEJNOJ FUNKCIEJ, SU- ]ESTWENNO ZAWISQ]EJ OT DWUH I BOLEE PEREMENNYH. w TO VE WREMQ, W SILU “LEMENTARNOSTI, L(H^′) ¿ 2, PO“TOMU |V (H^′)| ¿ 2. w SILU PRI- WEDENNOSTI FORMULY H, FORMULA H^′ NE SODERVIT WHOVDENIJ PEREMEN- NYH, NESU]ESTWENNYH DLQ FUNKCII φ, PO“TOMU nes(φ) ¿ 2, A ZNA^IT FUNKCIQ φ NELINEJNA. tOGDA SU]ESTWUET PEREMENNAQ z, z ∈ V (φ), I TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) = V (φ)\{z}, ^TO FUNKCIQ φ|A TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE.

w SILU “LEMENTARNOSTI FORMULY H^′, IMEEM L(H^′) 6 q, A ZNA^IT,

|A| 6 V (φ) − 1 = L(H^′) − 1 6 q − 1 6 p − 1. (36)

kAVDAQ PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA V (A) QWLQETSQ 1-REGULQRNOJ DLQ FUNKCII g. zAMETIM, ^TO KAVDAQ 1-REGULQRNAQ PEREMENNAQ FUNKCII g WHODIT W NEKOTOROE ⊕p-WYDELIMOE MNOVESTWO PEREMENNYH FUNKCII g. pO“TOMU DLQ L@BOJ PODSTANOWKI KONSTANT B MO]NOSTI, NE PREWOS- HODQ]EJ p − 1, OPREDELENNOJ TOLXKO NA 1-REGULQRNYH PEREMENNYH FUNKCII g, FUNKCIQ g|B SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA V (g)\V (B). oTS@DA I IZ (36) SLEDUET, ^TO V (g|A) =

V (g)\V (A), A TOGDA z ∈ V (g|_A). w TO VE WREMQ, FORMULA H^′|_A REALI-

ZUET KONSTANTU I SODERVIT WHOVDENIE PEREMENNOJ z. tAKIM OBRAZOM,

– 44 –

FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H^′, A ZNA^IT, I FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT A. kROME TOGO, V (A) ⊆ V (H^′) ⊆ V (Hi_0 ) ⊆ T . sLU^AJ 1.1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 1.2). pUSTX PEREMENNAQ z WHODIT W FORMULU H^′ NE MENX- [E DWUH RAZ. pEREMENNAQ z SU]ESTWENNA DLQ FUNKCII g, PO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) = V (H^′)\{z}, ^TO FUNKCIQ g|A SU]ESTWENNO ZAWISIT OT z. fORMULA H^′|A REALIZUET FUNKCI@, SU]ESTWENNO ZAWISQ]U@ NE BOLEE, ^EM OT ODNOJ PEREMENNOJ, PO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ FORMULA H^{′′} W BAZISE b, ^TO H^{′′} ≡ H^′|A I L(H^{′′}) 6 1. oTS@DA SLEDUET, ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H^′, A ZNA^IT, I FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT A. kROME TOGO, V (A) ⊆ V (H^′) ⊆ V (Hi_0 ) ⊆ T . sLU^AJ 1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2). w “TOM SLU^AE, W SILU PRIWEDENNOSTI FORMULY H, IMEEM L(H1) = . . . = L(Hq−1) = 1. oBOZNA^IM H^∗ = h(H_1, . . . , H_{q−1}, z_q). rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 2.1) SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT B, V (B) = T , ^TO FORMULA H^∗|B REALIZUET KONSTANTU; 2.2) NI DLQ ODNOJ PODSTANOWKI KONSTANT B, V (B) = T , FORMULA H^∗|B NE REALIZUET KONSTANTU.

sLU^AJ 2.1). pOLOVIM A = B, z = zq. tOGDA FORMULA H|A REALIZUET KONSTANTU. pO USLOWI@ LEMMY, z /∈ T , PO“TOMU FORMU- LA H|A SODERVIT WHOVDENIE PEREMENNOJ z. nAKONEC, PODSTANOWKA KONSTANT A OPREDELENA TOLXKO NA 1-REGULQRNYH PEREMENNYH FUNK- CII g, KAVDAQ 1-REGULQRNAQ PEREMENNAQ FUNKCII g WHODIT W NEKOTO- ROE ⊕p-WYDELIMOE MNOVESTWO PEREMENNYH I |A| = |T | 6 q − 1 6 p − 1. pO“TOMU V (g|A) = V (g)\V (A), A ZNA^IT, z ∈ V (g|A). tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT A. sLU^AJ 2.1) RASSMOTREN.

– 45 –

sLU^AJ 2.2). w “TOM SLU^AE DLQ L@BOJ PODSTANOWKI KONSTANT B,

V (B) = T , IMEEM H^∗|_{B∪{zq =0}} ≡ H^∗|_{B∪{zq =1}} ⊕ 1, A ZNA^IT, H^∗|_{{zq=0}} ≡ H^∗|_{{zq =1}} ⊕ 1. tOGDA H^∗ ≡ h(H_1, . . . , H_{q−1}, 0) ⊕ z_q. (37) oTS@DA, PODSTAWLQQ WMESTO WSEH WHOVDENIJ PEREMENNOJ zq WYRAVE- NIE Hq, POLU^IM H ≡ h(H_1, . . . , H_{q−1}, 0) ⊕ H_q. (38) fUNKCI@, REALIZUEMU@ FORMULOJ h(H1, . . . , Hq−1, 0), OBOZNA^IM ^EREZ φ. pREDPOLOVIM, ^TO FUNKCIQ φ LINEJNA. kAVDAQ IZ SUBFOR- MUL H1, . . . , Hq−1 SODERVIT PO ODNOJ PEREMENNOJ, PO“TOMU SU]ESTWU- ET TAKAQ LINEJNAQ FUNKCIQ Λ, ^TO h(H_1, . . . , H_{q−1}, 0) ≡ Λ(H_1, . . . , H_{q−1}, 0). (39) pUSTX Λ ≡ a1x1⊕. . .⊕aqxq ⊕a0. rASSMOTRIM LINEJNU@ FUNKCI@ Λ^′ OT q ARGUMENTOW, ZADAWAEMU@ TOVDESTWOM Λ^′ ≡ a1x1⊕. . .⊕aq−1xq−1⊕xq ⊕

a_0. tOGDA IZ (38) I (39) SLEDUET H ≡ Λ^′(H_1, . . . , H_q), T. E. FORMULA H

NE QWLQETSQ ν-FORMULOJ, A “TO PROTIWORE^IT USLOWI@ LEMMY.

tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ φ NELINEJNA. tOGDA SU]ESTWUET PERE- MENNAQ z ∈ V (φ) I TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) = T \{z}, ^TO FUNKCIQ φ|A TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE. mO]NOSTX PODSTANOWKI KONSTANT A NE PREWOSHODIT p − 1, I KAVDAQ PEREMENNAQ IZ MNOVES- TWA V (A) WHODIT W NEKOTOROE ⊕p-WYDELIMOE MNOVESTWO PEREMENNYH FUNKCII g, PO“TOMU V (g|A) = V (g)\V (A). oTS@DA I IZ USLOWIQ z /∈ T

– 46 –

SLEDUET z ∈ V (g|A). pUSTX σ — TAKAQ KONSTANTA, ^TO φ|A ≡ σ. pOLO- VIM H^′ = ¬(¬(Hq|A)) PRI σ = 0, H^′ = ¬(Hq|A) PRI σ = 1. w L@BOM SLU^AE, Lz(H^′) < Lz(H|A). oTS@DA WIDNO, ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ A. sLU^AJ 2) RASSMOTREN.

lEMMA 7 DOKAZANA.

pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, p = nes(b). sKAVEM, ^TO FUNK- CIQ f SOGLASOWANA S BAZISOM b, ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:

a) ESLI BAZIS b LINEEN, TO FUNKCIQ f QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ b;

b) ESLI BAZIS b NELINEEN, TO nes(f) > 0 I KAVDAQ SU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ FUNKCII f SODERVITSQ W NEKOTOROM ⊕p-WYDELIMOM MNO- VESTWE PEREMENNYH FUNKCII f.

pUSTX f — FUNKCIQ, m, s — NATURALXNYE ^ISLA, s 6 m, g — POD- FUNKCIQ FUNKCII f^{(m)}. dALEE, PUSTX F — PROIZWOLXNAQ ν-FORMULA, WSE PEREMENNYE, WHODQ]IE W F , SU]ESTWENNY DLQ FUNKCII g. nAKO- NEC, PUSTX L — CELOE NEOTRICATELXNOE ^ISLO. fORMULA F NAZYWAETSQ

ν^s_L-FORMULOJ (DLQ FUNKCII g), ESLI LIBO L(F ) ¿ L, LIBO HOTQ BY OD-

NA PEREMENNAQ, WHODQ]AQ W FORMULU F , NE QWLQETSQ s-REGULQRNOJ DLQ FUNKCII g.

pUSTX F QWLQETSQ ν^s_L-FORMULOJ I F^−∘ f(F1, . . . , Fn). sUBFORMU- LA Fi, 1 6 i 6 n, FORMULY F NAZYWAETSQ ν^s_L-CENTRALXNOJ, ESLI NI OD- NA PODFORMULA WYRAVENIQ Fi NE QWLQETSQ ν^s_L-FORMULOJ. fORMULA F NAZYWAETSQ μ^s_L-FORMULOJ, ESLI WSE EE SUBFORMULY, ZA ISKL@^ENIEM, BYTX MOVET, ODNOJ, QWLQ@TSQ ν^s_L-CENTRALXNYMI.

pUSTX F — PROIZWOLXNAQ FORMULA. oBOZNA^IM ^EREZ ν(F ) KOLI- ^ESTWO ν-FORMUL SREDI PODFORMUL FORMULY F . ~EREZ μ^s_L(F ) OBOZNA- ^IM KOLI^ESTWO μ^s_L-FORMUL SREDI PODFORMUL FORMULY F .

lEMMA 8. pUSTX b — NORMALXNYJ BAZIS, p = nes(b), f — FUNK- CIQ n ARGUMENTOW, nes(f) = n, f SOGLASOWANA S BAZISOM b, m, s — NATURALXNYE ^ISLA, s 6 m, I g — PODFUNKCIQ FUNKCII f^{(m)}. dA-

– 47 –

LEE, PUSTX L = np^2, H — PRIWEDENNAQ μ^s_L-FORMULA W BAZISE b I WSE PEREMENNYE, WHODQ]IE W H, SU]ESTWENNY DLQ g. nAKONEC, PUSTX Z — MNOVESTWO WSEH PEREMENNYH, WHODQ]IH W ν^s_L-CENTRALXNYE SUB- FORMULY FORMULY H, I WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA Z QWLQ@TSQ s-REGULQRNYMI DLQ FUNKCII g. tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, ^TO |A| 6 |Z| + np, WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA V (A) QWLQ@TSQ s-REGULQRNYMI DLQ g, I FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT A.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX H^−∘ h(H1, . . . , Hq). fORMULA H QWLQ- ETSQ μ^s_L-FORMULOJ, PO“TOMU WSE SUBFORMULY H1, . . . , Hq KROME, BYTX MOVET, ODNOJ, QWLQ@TSQ ν^s_L-CENTRALXNYMI. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) KAVDAQ IZ SUBFORMUL H1, . . . , Hq QWLQETSQ ν^s_L-CENTRALXNOJ; 2) SRE- DI SUBFORMUL H1, . . . , Hq ROWNO ODNA NE QWLQETSQ ν^s_L-CENTRALXNOJ.

sLU^AJ 1). w “TOM SLU^AE Z = V (H). rASSMOTRIM DWA SLU^AQ:

1.1) FORMULA H BESPOWTORNA; 1.2) FORMULA H NE BESPOWTORNA.

sLU^AJ 1.1). fORMULA H QWLQETSQ ν^s_L-FORMULOJ I WSE PEREMEN- NYE, WHODQ]IE W H, QWLQ@TSQ s-REGULQRNYMI. pO“TOMU L(H) ¿ L =

np^2. tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ SUBFORMULA H_{i0} , 1 6 i_0 6 q, ^TO

L(H_{i0} ) ¿^{np2}_q ¿ np. nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTX, BUDEM S^ITATX, ^TO

i_0 = q. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 q − 1. w SILU PRI-

WEDENNOSTI FORMULY H, MNOVESTWO V (Hi) NEPUSTO. wYBEREM PROIZ- WOLXNYM OBRAZOM PEREMENNU@ zi, zi ∈ V (Hi). oBOZNA^IM ^EREZ Zi TO 1-MNOVESTWO FUNKCII g, KOTOROE SODERVIT PEREMENNU@ zi. tOGDA | | q−1⋃ i=1 Z_i | | 6 n(q − 1) < np. w TO VE WREMQ, L(Hq) ¿ np, PO“TOMU SU]ESTWUET PEREMENNAQ zq, zq ∈

V (H_q), NE PRINADLEVA]AQ NI ODNOMU IZ MNOVESTW Z_1, . . . , Z_{q−1}.

iTAK, NI ODNA IZ PEREMENNYH z1, . . . , zq−1 NE PRINADLEVIT TOMU 1-MNOVESTWU FUNKCII g, KOTOROMU PRINADLEVIT PEREMENNAQ zq. oBO-

– 48 –

ZNA^IM T =^{q−1⋃}_{i=1} V (Hi). w SILU PRIWEDENNOSTI I BESPOWTORNOSTI FOR- MULY H, PEREMENNAQ zq WHODIT W H ROWNO ODIN RAZ, SLEDOWATELXNO,

z_q /∈ T . fUNKCIQ f SOGLASOWANA S BAZISOM b, PO“TOMU, ESLI b LI-

NEEN, TO FUNKCIQ f QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b. w “TOM SLU^AE, W SILU LEMMY 6, SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A,

V (A) ⊆ T , ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOW-

KOJ KONSTANT A. eSLI VE BAZIS b NELINEEN, TO KAVDAQ SU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ FUNKCII f WHODIT W NEKOTOROE ⊕p-WYDELIMOE MNOVESTWO PEREMENNYH FUNKCII f. w “TOM SLU^AE, W SILU LEMMY 7, SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) ⊆ T , ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET E@ FORMULU H W BAZISE b. w TO VE WREMQ, |A| 6 |T | 6 |Z| + np, I A OPREDELENA TOLXKO NA s-REGULQRNYH PEREMENNYH FUNKCII g. sLU^AJ

1.1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 1.2). pUSTX PEREMENNAQ z WHODIT W FORMULU H NE MENX- [E DWUH RAZ. oBOZNA^IM ^EREZ A TAKU@ PODSTANOWKU KONSTANT, ^TO

V (A) = V (H)\{z} I z ∈ V (g|_A). sU]ESTWUET TAKAQ FORMULA H^′ W BA-

ZISE b, ^TO H^′ ≡ H, V (H^′) ⊆ {z} I L(H^′) 6 1. o^EWIDNO, FUNKCIQ g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT A. w TO VE WREMQ, |A| 6 |Z| + np, I A OPREDELENA TOLXKO NA s-REGULQRNYH PERE- MENNYH FUNKCII g. sLU^AJ 1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2). nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTX, BUDEM S^ITATX, ^TO SUB- FORMULA Hq NE QWLQETSQ ν^s_L-CENTRALXNOJ. oBOZNA^IM T = Z. tOGDA KAVDAQ PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA T QWLQETSQ s-REGULQRNOJ DLQ FUNK- CII g. dLQ KAVDOGO i, 1 6 i 6 q −1, OBOZNA^IM ^EREZ zi PROIZWOLXNU@ PEREMENNU@ IZ MNOVESTWA V (Hi), A ^EREZ Zi — TO 1-MNOVESTWO PE- REMENNYH FUNKCII g, KOTOROE SODERVIT PEREMENNU@ zi. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 2.1) HOTQ BY ODNA PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA V (Hq) NE QWLQETSQ s-REGULQRNOJ; 2.2) WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA V (Hq) QW- LQ@TSQ s-REGULQRNYMI.

– 49 –

sLU^AJ 2.1). oBOZNA^IM ^EREZ zq PROIZWOLXNU@ PEREMENNU@ IZ MNOVESTWA V (Hq), KOTORAQ NE QWLQETSQ s-REGULQRNOJ. tOGDA zq NE WHODIT NI W ODNO IZ MNOVESTW Z1, . . . , Zq−1. w TO VE WREMQ, zq /∈ T . eSLI BAZIS b LINEEN, TO PRIMENQEM LEMMU 6, A ESLI BAZIS b NELINEEN, TO PRIMENQEM LEMMU 7. w L@BOM SLU^AE POLU^IM, ^TO SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) ⊆ T , ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET E@ FORMULU H W BAZISE b. kROME TOGO, |A| < |T | = |Z| < |Z| + np, I PODSTANOWKA A OPREDELENA TOLXKO NA s-REGULQRNYH PEREMENNYH FUNKCII g. sLU^AJ 2.1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2.2). w “TOM SLU^AE WSE PEREMENNYE, WHODQ]IE W FOR- MULU H, QWLQ@TSQ s-REGULQRNYMI DLQ FUNKCII g. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 2.2.1) |V (Hq)\T | ¿ np; 2.2.2) |V (Hq)\T | < np. sLU^AJ 2.2.1). w “TOM SLU^AE^{|q−1⋃}_{i=1} Zi^| < np, PO“TOMU SU]EST- WUET PEREMENNAQ zq, zq ∈ V (Hq)\T , NE WHODQ]AQ NI W ODNO IZ MNO- VESTW Z1, . . . , Zq−1. eSLI BAZIS b LINEEN, TO PRIMENQEM LEMMU 6, A ESLI BAZIS b NELINEEN, TO PRIMENQEM LEMMU 7. w L@BOM SLU^AE POLU- ^IM, ^TO SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) ⊆ T , ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET E@ FORMULU H W BAZISE b. tOGDA |A| < |T | =

|Z| < |Z| + np I PODSTANOWKA A OPREDELENA TOLXKO NA s-REGULQRNYH

PEREMENNYH FUNKCII g. sLU^AJ 2.2.1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2.2.2). sUBFORMULA Hq NE QWLQETSQ ν^s_L-CENTRALXNOJ, PO“TOMU SU]ESTWUET PODFORMULA FORMULY Hq, QWLQ@]AQSQ

ν^s_L-FORMULOJ. pUSTX H^∗ — MINIMALXNAQ PO WKL@^ENI@ FORMULA

SREDI WSEH PODFORMUL FORMULY H^∗, QWLQ@]IHSQ ν^s_L-FORMULAMI. tOGDA KAVDAQ SUBFORMULA FORMULY H^∗ QWLQETSQ ν^s_L-CENTRALXNOJ. pRIMENIW K H^∗ RASSUVDENIQ SLU^AQ 1), POLU^IM, ^TO SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A, V (A) ⊆ V (H^∗), ^TO FUNKCIQ g ZABIWAET E@ FORMULU H^∗ W BAZISE b. tOGDA g ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ A. w TO VE WREMQ WYPOLNENO |A| 6 |V (H^∗)| 6 |V (Hq)| 6 |T | + np = |Z| + np. sLU^AJ 2) RASSMOTREN.

– 50 –

lEMMA 8 DOKAZANA.

§5. rANG FUNKCII.

rANGOM FUNKCII f NAZYWAETSQ NAIMENX[EE CELOE ^ISLO r, DLQ KO-

TOROGO SU]ESTWUET FUNKCIQ ψ I SU]ESTWU@T TAKIE LINEJNYE FUNK- CII Λ1, . . . , Λr, ^TO WYPOLNENO TOVDESTWO f ≡ ψ(Λ_1, . . . , Λ_r). rANG FUNKCII f OBOZNA^IM r(f).

lEMMA 9. pUSTX n, k — NEOTRICATELXNYE CELYE ^ISLA, θ — FUNK- CIQ n + k ARGUMENTOW, nes(θ) = n + k, φ — PROIZWOLXNAQ NELINEJNAQ FUNKCIQ DWUH ARGUMENTOW I g(x_1, . . . , x_{n+2k}) ≡ θ(φ(x_1, x_2), . . . , φ(x_{2k−1}, x_{2k}), x_{2k+1}, . . . , x_{n+2k}). tOGDA r(g) ¿ 2k. dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. r(g) < 2k.

oBOZNA^IM r = r(g). w SILU OPREDELENIQ RANGA, SU]ESTWUET FUNK- CIQ ψ I TAKIE LINEJNYE FUNKCII Λ1, . . . , Λr, ^TO g ≡ ψ(Λ1, . . . , Λr). rASSMOTRIM MATRICU M S r STROKAMI I n + 2k STOLBCAMI, NA PERE- SE^ENII i-J STROKI j-GO STOLBCA KOTOROJ STOIT KO“FFICIENT LINEJ- NOJ FUNKCII Λi PRI PEREMENNOJ xj. sTROKI MATRICY M LINEJNO NEZAWISIMY (W PROTIWNOM SLU^AE, ESLI BY KAKAQ-TO LINEJNAQ FUNK- CIQ Λi_0 LINEJNO WYRAVALASX ^EREZ OSTALXNYE, TO SU]ESTWOWALA BY TAKAQ FUNKCIQ ψ1, ^TO g ≡ ψ1(Λ1, . . . , Λi_0−1, Λi_0+1, . . . , Λr) I, TEM SA- MYM, MY BY IMELI r(g) < r). tAKIM OBRAZOM, RANG MATRICY M RAWEN r. pO“TOMU W MATRICE M SU]ESTWUET NEWYROVDENNAQ PODMATRICA M1 RAZMERA r × r. pUSTX Z — MNOVESTWO PEREMENNYH, SOOTWETSTWU@- ]IH STOLBCAM MATRICY M1. pO NA[EMU PREDPOLOVENI@, |Z| < 2k,

– 51 –

PO“TOMU W MNOVESTWE {x1, . . . , x2k} SU]ESTWUET PEREMENNAQ, NE WHODQ- ]AQ W MNOVESTWO Z. nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTX, BUDEM S^ITATX, ^TO x_1 /∈ Z. rASSMOTRIM PEREMENNU@ x2. oNA SU]ESTWENNA HOTQ BY DLQ ODNOJ IZ FUNKCIJ Λ1, . . . , Λr. nE OGRANI^IWAQ OB]NOSTX, BUDEM S^ITATX, ^TO ONA SU]ESTWENNA DLQ FUNKCII Λ1. oBOZNA^IM ^EREZ ai, 2 6 i 6 r, KO“FFICIENT LINEJNOJ FUNKCII Λi PRI PEREMENNOJ x2. pOLOVIM

Λ^′_1 = Λ_1 I Λ^′_i = Λ_i ⊕ a_iΛ_1, i = 2, . . . , r. pUSTX ψ^′(x_1, x_2, . . . , x_r) ≡

ψ(x_1, x_2 ⊕ a_2x_1, . . . , x_r ⊕ a_rx_1). tOGDA

g ≡ ψ^′(Λ^′_1, . . . , Λ^′_r), (40)

PRI^EM Λ^′_1, . . . , Λ^′_r — LINEJNYE FUNKCII I NI ODNA IZ FUNKCIJ Λ^′_2, . . . , Λ^′_r SU]ESTWENNO NE ZAWISIT OT PEREMENNOJ x2.

fUNKCIQ ψ^′ SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ x1, PO“TOMU SU- ]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY b2, . . . , br, ^TO FUNKCIQ ψ^′(x1, b2, . . . , br) SU]ESTWENNO ZAWISIT OT x1. pOLOVIM b1 = 0 I RASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH URAWNENIJ

Λ^′_i(x_1, . . . , x_{n+2k}) = b_i, i = 1, . . . , r. (41)

zAMETIM, ^TO MATRICA M^′ “TOJ SISTEMY POLU^AETSQ IZ MATRICY M NEWYROVDENNYM LINEJNYM PREOBRAZOWANIEM STROK, PO“TOMU RANG MATRICY M^′ RAWEN r, A ZNA^IT SISTEMA (41) SOWMESTNA. bOLEE TOGO, PODMATRICA M^′_1 MATRICY M^′, OBRAZOWANNAQ TEMI EE STOLBCAMI, KOTORYE SOOTWETSTWU@T PEREMENNYM IZ MNOVESTWA Z, NEWYROVDENA, TAK KAK POLU^AETSQ TEM VE NEWYROVDENNYM PREOBRAZOWANIEM STROK IZ MATRICY M1. sLEDOWATELXNO, ^TOBY POLU^ITX RE[ENIE SISTEMY (41), DOSTATO^NO PROIZWOLXNO WYBRATX ZNA^ENIQ WSEH PEREMENNYH, NE WHODQ]IH W MNOVESTWO Z, a IZ SISTEMY NAJTI ZNA^ENIQ PEREMENNYH, WHODQ]IH W MNOVESTWO Z.

– 52 –

pEREMENNAQ x1 NE WHODIT W MNOVESTWO Z. eE ZNA^ENIE POLOVIM RAWNYM TOJ KONSTANTE c1, DLQ KOTOROJ FUNKCIQ φ(c1, x2) NE ZAWISIT OT PEREMENNOJ x2 (“TO WSEGDA MOVNO SDELATX, TAK KAK φ — NELINEJ- NAQ FUNKCIQ DWUH ARGUMENTOW). zNA^ENIQ OSTALXNYH PEREMENNYH, NE WHODQ]IH W MNOVESTWO Z, POLOVIM RAWNYMI NUL@, I IZ SISTEMY (41) NAJDEM ZNA^ENIQ PEREMENNYH, WHODQ]IH W MNOVESTWO Z. pOLU^ENNOE RE[ENIE SISTEMY (41) OBOZNA^IM ^EREZ c̃ = (c1, . . . , cn+2k). iZ USLOWIQ LEMMY, (40) I (41) SLEDUET CEPO^KA TOVDESTW θ(φ(c_1, x_2), φ(c_3, c_4), . . . , φ(c_{2k−1}, c_{2k}), c_{2k+1}, . . . , c_{n+2k}) ≡ ≡ g(c_1, x_2, c_3, . . . , c_{n+2k}) ≡ ≡ ψ^′(Λ^′_1(c_1, x_2, c_3, . . . , c_{n+2k}), Λ^′_2(c̃), . . . , Λ^′_r(c̃)) ≡

≡ ψ^′(x_2 ⊕ c_2 ⊕ b_1, b_2, . . . , b_r).

w TO VE WREMQ FUNKCIQ, WYRAVAEMAQ FORMULOJ θ(φ(c_1, x_2), φ(c_3, c_4), . . . , φ(c_{2k−1}, c_{2k}), c_{2k+1}, . . . , c_{n+2k}), TOVDESTWENNO RAWNA KONSTANTE, A FUNKCIQ, WYRAVAEMAQ FORMULOJ

ψ^′(x_2 ⊕ c_2 ⊕ b_1, b_2, . . . , b_r),

SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNOJ x2. pROTIWORE^IE.

lEMMA 9 DOKAZANA.

lEMMA 10. pUSTX f — NELINEJNAQ FUNKCIQ n ARGUMENTOW,

nes(f) = n, m — NATURALXNOE ^ISLO I g — PODFUNKCIQ

FUNKCII f^{(m)}. tOGDA r(g) ¿ 2 nes(f)

R_1(g).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX Z1, . . . , Zt — WSE REGULQRNYE 1-MNOVESTWA FUNKCII g, ỹ — NABOR, SOSTOQ]IJ IZ WSEH

– 53 –

SU]ESTWENNYH PEREMENNYH FUNKCII g, NE QWLQ@]IHSQ 1-REGULQRNYMI. pREDSTAWIM FUNKCI@ g W WIDE g ≡ θ(f_1, . . . , f_t, ỹ), GDE FUNKCII f1, . . . , ft MOGUT BYTX POLU^ENY IZ f BIEKTIWNOJ ZAMENOJ PEREMENNYH, V (f1) = Z1, . . . , V (ft) = Zt.

fUNKCIQ f NELINEJNA, PO“TOMU SU]ESTWUET PODFUNKCIQ φ FUNK- CII f, QWLQ@]AQSQ NELINEJNOJ FUNKCIEJ DWUH ARGUMENTOW. tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOGO i, 1 6 i 6 t, SU]ESTWU@T PEREMENNYE xj_i I xk_i I SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT Ai, V (Ai) = Zi\{xj_i , xk_i }, ^TO fi|A_i ≡ φ(xj_i , xk_i ). pOLOVIM A =^{t⋃}_{i=1} Ai. tOGDA g|_A ≡ θ(φ(x_{j1} , x_{k1} ), . . . , φ(x_{jt} , x_{kt} ), ỹ). pO LEMME 9 IMEEM r(g|A) ¿ 2t. o^EWIDNO, ^TO r(g) ¿ r(g|A). oKON^A- TELXNO IMEEM

r(g) ¿ r(g|_A) ¿ 2t = 2

R_1(g) nes(f) . lEMMA 10 DOKAZANA.

lEMMA 11. pUSTX FORMULA G W BAZISE b REALIZUET FUNKCI@ g. tOGDA ν(G) ¿ 1 nes(b) (r(g) − 1). dOKAZATELXSTWO. wNA^ALE RASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA FORMU- LA G QWLQETSQ ν-FORMULOJ. w “TOM SLU^AE INDUKCIEJ PO ν(G) DOKA- VEM, ^TO ν(G) ¿ 1 nes(b) r(g). (42)

bAZIS INDUKCII: ν(G) = 1. pUSTX G^−∘ h(H1, . . . , Ht). pRI KAVDOM i, 1 6 i 6 t, SUBFORMULA Hi NE SODERVIT ν-FORMUL I, SLE- DOWATELXNO, REALIZUET LINEJNU@ FUNKCI@, KOTORU@ MY OBOZNA^IM ^EREZ Λi. tOGDA g ≡ h(Λ1, . . . , Λt), A ZNA^IT, r(g) 6 t. oTS@DA IMEEM

ν(G) = 1 = nes(b) nes(b) ¿ t nes(b) ¿ 1 nes(b) r(g).

– 54 –

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: DLQ WSEH TAKIH ν-FORMUL G^′, ^TO

ν(G^′) < ν(G), NERAWENSTWO (42) DOKAZANO. pUSTX G −∘ h(H_1, . . . , H_t).

rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 t. oBOZNA^IM ^EREZ H^1_i , . . . , H^{ki}_i WSE RAZLI^NYE FORMULY, MAKSIMALXNYE PO WKL@^ENI@ W MNOVESTWE PODFORMUL FORMULY Hi, QWLQ@]IHSQ ν-FORMULAMI (WOZMOVNO, ki = 0), A ^EREZ x̃i — NABOR, SOSTOQ]IJ IZ WSEH PEREMENNYH, HOTQ BY ODNO WHOVDENIE KOTORYH SODERVITSQ W SUBFORMULE Hi WNE KAVDOJ IZ FORMUL H^1_i , . . . , H^{ki}_i . pUSTX hi — FUNKCIQ, REALIZUEMAQ SUBFORMULOJ Hi, h^j_i , j = 1, . . . , ki, — FUNKCIQ, REALIZUEMAQ FORMULOJ H^j_i .

eSLI PODFORMULA H^′ WYRAVENIQ Hi NE SODERVITSQ NI W ODNOJ IZ FORMUL H^1_i , . . . , H^{ki}_i , TO H^′ NE QWLQETSQ ν-FORMULOJ. w “TOM SLU^AE WNE[N@@ FUNKCI@ FORMULY H^′ MOVNO ZAMENITX LINEJNOJ FUNKCIEJ TAK, ^TOBY POLU^ENNAQ FORMULA REALIZOWYWALA TU VE FUNKCI@, ^TO I FORMULA H^′. pO“TOMU SU]ESTWU@T TAKIE LINEJNYE FUNKCII Λ^1_i I

Λ^2_i , ^TO

h_i ≡ Λ^1_i (h^1_i , . . . , h^{ki}_i ) ⊕ Λ^2_i (x̃_i).

oTS@DA SLEDUET

r(h_i) 6 k_i∑

j=1 r(h^j_i ) + 1. (43)

dLQ L@BOGO j, 1 6 j 6 ki, PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII DLQ FORMU- LY H^j_i , IMEEM

ν(H^j_i ) ¿ 1 nes(b) r(h^j_i ). oTS@DA I IZ (43) SLEDUET

ν(H_i) = k_i∑

j=1 ν(H^j_i ) ¿ 1 nes(b) k_i∑

j=1 r(h^j_i ) ¿ 1 nes(b)

(r(h_i) − 1). (44)

dALEE, W SILU TOVDESTWA g ≡ h(h1, . . . , ht), IMEEM r(g) 6 t∑ i=1 r(h_i),

– 55 –

OTKUDA, S U^ETOM (44) I NERAWENSTWA t 6 nes(b), ZAKL@^AEM ν(G) = t∑ i=1 ν(H_i) + 1 ¿ 1 nes(b) t∑ i=1 (r(h_i) − 1) + 1 =

= 1 nes(b) t∑ i=1 r(h_i) + 1 − t nes(b) ¿ 1 nes(b) r(g). iNDUKCIQ PROWEDENA I (42) SPRAWEDLIWO.

pEREJDEM TEPERX K DOKAZATELXSTWU LEMMY.

oBOZNA^IM ^EREZ H^1, . . . , H^k WSE RAZLI^NYE FORMULY, MAKSIMALX- NYE PO WKL@^ENI@ W MNOVESTWE WSEH PODFORMUL FORMULY G, QWLQ@- ]IHSQ ν-FORMULAMI (WOZMOVNO, k = 0), A ^EREZ x̃ — NABOR, SOSTOQ- ]IJ IZ WSEH PEREMENNYH, HOTQ BY ODNO WHOVDENIE KOTORYH SODERVIT- SQ W FORMULE G WNE KAVDOJ IZ FORMUL H^1, . . . , H^k. pUSTX h^j , j =

1, . . . , k, — FUNKCIQ, REALIZUEMAQ FORMULOJ H^j.

eSLI PODFORMULA H^′ FORMULY G NE SODERVITSQ NI W ODNOJ IZ FORMUL H^1, . . . , H^k, TO H^′ NE QWLQETSQ ν-FORMULOJ. w “TOM SLU^AE WNE[N@@ FUNKCI@ FORMULY H^′ MOVNO ZAMENITX LINEJNOJ FUNKCIEJ TAK, ^TOBY POLU^ENNAQ FORMULA REALIZOWYWALA TU VE FUNKCI@, ^TO I FORMULA H^′. pO“TOMU SU]ESTWU@T TAKIE LINEJNYE FUNKCII Λ^1 I

Λ^2, ^TO

g ≡ Λ^1(h^1, . . . , h^k) ⊕ Λ^2(x̃).

oTS@DA SLEDUET r(g) 6 k∑ j=1 r(h^j) + 1. (45)

iZ (42) SLEDUET

ν(H^j) ¿ 1 nes(b) r(h^j ), j = 1, . . . , k. oTS@DA I IZ (45) OKON^ATELXNO POLU^IM ν(G) = k∑ j=1 ν(H^j) ¿ 1 nes(b) k∑ j=1 r(h^j) ¿ 1 nes(b) (r(g) − 1).

– 56 –

lEMMA 11 DOKAZANA.

§6. oCENKA KOLI^ESTWA μ^s_L-PODFORMUL.

pUSTX G — PROIZWOLXNAQ FORMULA I P — PROIZWOLXNOE PODMNOVES- TWO MNOVESTWA PODFORMUL FORMULY G. oPREDELIM PODMNOVESTWO μP MNOVESTWA P SLEDU@]IM OBRAZOM: FORMULA H, H ∈ P , PRINADLEVIT MNOVESTWU μP TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA NIKAKAQ SUBFORMULA FOR- MULY H, ZA ISKL@^ENIEM, BYTX MOVET ODNOJ, NE SODERVIT PODFORMUL, PRINADLEVA]IH MNOVESTWU P .

lEMMA 12. dLQ L@BOJ FORMULY G I L@BOGO PODMNOVESTWA P MNOVESTWA PODFORMUL FORMULY G SPRAWEDLIWO |μP | ¿ 1 2 |P |. (46) dOKAZATELXSTWO. eSLI |P | = 0, TO NERAWENSTWO (46) WYPOLNENO.

w SLU^AE, ESLI |P | ¿ 1, INDUKCIEJ PO |P | DOKAVEM NERAWENSTWO |μP | ¿ 1 2 + 1 2 |P |, (47) IZ KOTOROGO SLEDUET (46).

bAZIS INDUKCII: |P | = 1. pUSTX H, H^−∘ h(H1, . . . , Ht), — TA PODFORMULA FORMULY G, KOTORAQ PRINADLEVIT MNOVESTWU P . nI OD- NA IZ SUBFORMUL H1, . . . , Ht NE SODERVIT PODFORMUL, PRINADLEVA]IH MNOVESTWU P , PO“TOMU H ∈ μP , SLEDOWATELXNO |μP | = 1 = 1 2 + 1 2 = 1 2 + 1 2 |P |. iNDUKTIWNYJ PEREHOD: DLQ WSEH TAKIH G^′ I P^′, ^TO |P^′| < |P |, NERAWENSTWO (47) DOKAZANO. pUSTX G^−∘ h(G1, . . . , Gt) I, DLQ OPREDE- LENNOSTI, SUBFORMULY G1, . . . , Gk SODERVAT PODFORMULY, PRINADLE- VA]IE MNOVESTWU P (I, SLEDOWATELXNO, G1, . . . , Gk QWLQ@TSQ FORMU- LAMI), A Gk+1, . . . , Gt TAKOWYH NE SODERVAT. dLQ KAVDOGO i, 1 6 i 6 k,

– 57 –

OBOZNA^IM ^EREZ Pi PERESE^ENIE MNOVESTWA P S MNOVESTWOM PODFOR- MUL FORMULY Gi. k FORMULE Gi, i = 1, . . . , k, PRIMENIMO PREDPOLO- VENIE INDUKCII, SOGLASNO KOTOROMU IMEEM |μP_i| ¿ 1 2 + 1 2 |P_i|. (48) rASSMOTRIM TRI SLU^AQ: 1) G ∈ μP ; 2) G ∈ P I G /∈ μP ; 3) G /∈ P .

sLU^AJ 1). w “TOM SLU^AE 0 6 k 6 1. oTS@DA I IZ (48) IMEEM |μP | = 1 + k∑ i=1 |μP_i| ¿ 1 + k 2 + 1 2 k∑ i=1 |P_i| ¿ 1 + 1 2 k∑ i=1 |P_i| =

= 1 2 + 1 2 ( 1 + k∑ i=1 |P_i| ) = 1 2 + 1 2 |P |. sLU^AJ 2). w “TOM SLU^AE k ¿ 2. s U^ETOM (48), IMEEM |μP | = k∑ i=1 |μP_i| ¿ k 2 + 1 2 k∑ i=1 |P_i| ¿ 1 + 1 2 k∑ i=1 |P_i| =

= 1 2 + 1 2 ( 1 + k∑ i=1 |P_i| ) = 1 2 + 1 2 |P |. sLU^AJ 3). mY DOKAZYWAEM (47) W PREDPOLOVENII |P | ¿ 1.

pO“TOMU IZ USLOWIQ G ∉ P SLEDUET, ^TO HOTQ BY ODNA IZ SUBFORMUL G1, . . . , Gt SODERVIT PODFORMULU, PRINADLEVA]U@ MNOVESTWU P , A ZNA^IT, k ¿ 1. iSPOLXZUQ (48), IMEEM |μP | = k∑ i=1 |μP_i| ¿ k 2 + 1 2 k∑ i=1 |P_i| ¿ 1 2 + 1 2 k∑ i=1 |P_i| = 1 2 + 1 2 |P |. iNDUKCIQ PROWEDENA.

lEMMA 12 DOKAZANA.

lEMMA 13. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS, p = nes(b), f — NELI- NEJNAQ FUNKCIQ n ARGUMENTOW, nes(f) = n, m, s, L, k — NATURALXNYE ^ISLA, s 6 m, I

n^s ¿ 2L^2n^2pk. (49)

– 58 –

dALEE, PUSTX g — PODFUNKCIQ FUNKCII f^{(m)}, G — FORMULA W BAZI- SE b, REALIZU@]AQ FUNKCI@ g. nAKONEC, PUSTX KAVDAQ s-REGULQRNAQ PEREMENNAQ FUNKCII g WHODIT W FORMULU G NE BOLX[E, ^EM k RAZ. tOGDA

μ^s_L(G) ¿ 1 8L^2n^4p^2k

R_s(g). (50)

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM MNOVESTWO W = { t | t ∈ N, n^t ¿ 2L^2n^2pk } . w SILU (49), MNOVESTWO W NEPUSTO, PO“TOMU SU]ESTWUET w = min W . tOGDA

w 6 s, n^w ¿ 2L^2n^2pk, n^{w−1} < 2L^2n^2pk. (51) rASSMOTRIM MNOVESTWO WSEH PODFORMUL FORMULY G, QWLQ@]IH- SQ ν-FORMULAMI, NO NE QWLQ@]IHSQ ν^s_L-FORMULAMI. oBOZNA^IM ^E- REZ H1, . . . , Ht WSE RAZLI^NYE MAKSIMALXNYE PO WKL@^ENI@ FORMULY IZ “TOGO MNOVESTWA. pUSTX M — MNOVESTWO WSEH s-REGULQRNYH PE- REMENNYH FUNKCII g. oBOZNA^IM ^EREZ M1, . . . , Mr WSE RAZLI^NYE REGULQRNYE (w − 1)-MNOVESTWA FUNKCII g, QWLQ@]IESQ PODMNOVES- TWAMI MNOVESTWA M (ZAMETIM, ^TO w ¿ 2). dLQ L@BYH PEREMEN- NYH y1 ∈ M, . . . , yq ∈ M OBOZNA^IM ^EREZ R(y1, . . . , yq) KOLI^ESTWO TEH FORMUL SREDI H1, . . . , Ht, KOTORYE SODERVAT NE MENEE DWUH RAZ- LI^NYH PEREMENNYH IZ MNOVESTWA {y1, . . . , yq}. tOGDA R(y_1, . . . , y_q) 6 ∑ 16i,j6q^{R(yi, yj). (52)} fORMULA Hi, 1 6 i 6 t, QWLQETSQ ν-FORMULOJ, NO NE QWLQETSQ

ν^s_L-FORMULOJ, PO“TOMU H_i SODERVIT TOLXKO PEREMENNYE IZ MNOVEST-

WA M I L(Hi) 6 L. kROME TOGO, KAVDAQ PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA M WHODIT NE BOLEE, ^EM W k FORMUL SREDI H1, . . . , Ht. oTS@DA SLEDUET ∑ y∈M,z∈M R(y, z) = ∑ y∈M ∑ z∈M R(y, z) 6 ∑ y∈M ∑ i,y∈V (H_i) |V (H_i)| 6 6^∑_{y∈M} L · |{i | y ∈ V (Hi)}| 6^∑_{y∈M} Lk = |M|Lk. (53)

– 59 –

zAMETIM, ^TO |M1| = . . . = |Mr|. iSPOLXZUQ (52) I (53), POLU^IM ∑ y1∈M1,... ,y_r ∈M_r R(y_1, . . . , y_r) 6 ∑ y1∈M1,... ,y_r ∈M_r ∑ 16i,j6r^{R(yi, yj) =} = ∑ 16i,j6r ∑ y1∈M1,... ,y_r ∈M_r R(y_i, y_j) = = ∑ 16i,j6r ∑ y_i∈M_i,y_j ∈M_j R(y_i, y_j) · |M_1|^{r−2} = = ∑ y∈M,z∈M R(y, z) · |M_1|^{r−2} 6 |M|Lk · |M_1|^{r−2}. (54) mO]NOSTX MNOVESTWA M1 × . . . × Mr RAWNA |M1|^r, PO“TOMU IZ (54) SLEDUET, ^TO SREDNEE ZNA^ENIE WELI^INY R(y1, . . . , yr) PRI

y_1 ∈ M_1, . . . , y_r ∈ M_r NE BOLX[E, ^EM |M|Lk/|M_1|^2. tOGDA

SU]ESTWU@T TAKIE PEREMENNYE y^′_1 ∈ M1, . . . , y^′_r ∈ Mr, ^TO R(y^′_1, . . . , y^′_r) 6 |M|Lk |M_1|^2 = (ZAMETIM, ^TO |M1| = n^{w−1}, |M| = Rs(g)) = Lk n^{2w−2} R_s(g). (55)

pUSTX H_{d(1)}, . . . , H_{d(l)} — WSE RAZLI^NYE FORMULY IZ MNOVESTWA {H1, . . . , Ht}, KAVDAQ IZ KOTORYH SODERVIT HOTQ BY DWE RAZLI^NYE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA {y^′_1, . . . , y^′_r}. tOGDA

l = R(y^′_1, . . . , y^′_r). oBOZNA^IM ^EREZ R^′ MNOVESTWO, SOSTOQ]EE IZ WSEH

PODFORMUL FORMUL H_{d(1)}, . . . , H_{d(l)}, KOTORYE QWLQ@TSQ ν-FORMULAMI. zAMETIM, ^TO DLQ L@BOJ FORMULY F SPRAWEDLIWO ν(F ) 6 L(F ) − 1 (“TO NESLOVNO DOKAZATX INDUKCIEJ PO L(F ) ISPOLXZOWAW TOT FAKT, ^TO ESLI F QWLQETSQ ν-FORMULOJ, TO HOTQ BY DWE SUBFORMULY FORMULY F IME@T SLOVNOSTX, NE MENX[U@ EDINICY). kROME TOGO, SLOVNOSTX KAVDOJ IZ FORMUL H_{d(1)}, . . . , H_{d(l)} MENX[E, ^EM L (NI

– 60 –

ODNA IZ NIH NE QWLQETSQ ν^s_L-FORMULOJ). oTS@DA I IZ (55) SLEDUET |R^′| = l∑ j=1 ν(H_{d(j)}) 6 l∑ j=1 (L(H_{d(j)}) − 1) 6 6 L · l = L · R(y^′_1, . . . , y^′_r) 6^{kL2}_{n2w−2} Rs(g). (56) pREDSTAWIM FUNKCI@ g W WIDE g ≡ f^{(m−w+1)}(g_1, . . . , g_nm�w+1), GDE FUNKCIQ gi, 1 6 i 6 n^{m−w+1}, POLU^AETSQ ZAMENOJ PEREMENNYH IZ NEKOTOROJ PODFUNKCII FUNKCII f^{(w−1)}, MNOVESTWA V (g1), . . . , V (g_nm�w+1 ) QWLQ@TSQ (w − 1)-MNOVESTWAMI PEREMENNYH FUNKCII g I POPARNO NE PERESEKA@TSQ. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 n^{m−w+1}. eSLI MNOVESTWO V (gi) PUSTO, TO POLOVIM Ai = ?, rASSMOTRIM TEPERX PROIZWOLXNOE i, DLQ KOTOROGO MNOVESTWO V (gi) NEPUSTO. eSLI MNOVESTWO V (gi) PRISUTSTWUET SREDI MNOVESTW M1, . . . , Mr, A IMENNO, V (gi) = Mj , TO POLOVIM

z_i = y^′_j. eSLI MNOVESTWO V (g_i) NE PRISUTSTWUET SREDI

MNOVESTW M1, . . . , Mr, TO W KA^ESTWE zi WOZXMEM PROIZWOLXNU@ PEREMENNU@ IZ MNOVESTWA V (gi). pEREMENNAQ zi SU]ESTWENNA DLQ FUNKCII g, PO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT Ai,

V (A_i) = V (g_i)\{z_i}, I TAKAQ KONSTANTA σ_i, ^TO g_i|_{Ai} ≡ z_i ⊕ σ_i.

pOLOVIM A = n^m�^w+1 ⋃ i=1 A_i. kAVDOJ PODFORMULE H FORMULY G POSTAWIM W SOOTWETSTWIE POD- FORMULU H^′ FORMULY G|A, W KOTORU@ PEREHODIT FORMULA H PRI DEJSTWII PODSTANOWKI KONSTANT A. eSLI FORMULA H NE QWLQETSQ ν-FORMULOJ, TO I FORMULA H^′ NE QWLQETSQ ν-FORMULOJ. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FORMULU H, KOTORAQ QWLQETSQ ν-FORMULOJ, NE QWLQET- SQ ν^s_L-FORMULOJ I NE PRINADLEVIT MNOVESTWU R^′. tOGDA H SODERVIT

– 61 –

TOLXKO s-REGULQRNYE PEREMENNYE. pODSTANOWKA A OPREDELENA, W ^AST- NOSTI, NA WSEH s-REGULQRNYH PEREMENNYH FUNKCII g, NE WO[ED[IH W MNOVESTWO {y^′_1, . . . , y^′_r}, PO“TOMU V (H^′) ⊆ {y^′_1, . . . , y^′_r}. kROME TOGO,

H /∈ R^′, PO“TOMU V (H^′) 6 1. pUSTX H^′ −∘ h(H_1, . . . , H_q). fUNKCII,

REALIZUEMYE FORMULOJ H^′ I EE SUBFORMULAMI, SU]ESTWENNO ZAWISQT NE BOLEE, ^EM OT ODNOJ, OB]EJ DLQ NIH WSEH, PEREMENNOJ. pO“TO- MU SU]ESTWUET TAKAQ LINEJNAQ FUNKCIQ Λ, ^TO Λ(H1, . . . , Hq) ≡ H^′, T. E. FORMULA H^′ NE QWLQETSQ ν-FORMULOJ. iTAK, ESLI FORMULA H^′ QW- LQETSQ ν-FORMULOJ, TO FORMULA H LIBO PRINADLEVIT MNOVESTWU R^′, LIBO QWLQETSQ ν^s_L-FORMULOJ DLQ FUNKCII g. oTS@DA SLEDUET ν^s_L(G) ¿ ν(G|_A) − |R^′|. (57) fUNKCIQ g|A SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH PEREMENNYH zi (DLQ TEH i, DLQ KOTORYH zi OPREDELENA), I TOLXKO OT NIH. oBOZNA^IM ^EREZ g^′ FUNKCI@, POLU^ENNU@ IZ g|A ZAMENOJ KAVDOJ PEREMENNOJ zi NA SOOTWETSTWU@]U@ PEREMENNU@ xi I NAWE[IWANIEM OTRICANIJ NA TE PEREMENNYE xi, DLQ KOTORYH σi = 1. fUNKCIQ g^′ QWLQETSQ PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m−w+1)}, PRI^EM, ESLI PEREMENNAQ zi QWLQETSQ w-REGULQRNOJ DLQ FUNKCII g, TO PEREMENNAQ xi QWLQETSQ 1-REGULQRNOJ DLQ FUNKCII g^′. kAVDAQ PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA {y^′_1, . . . , y^′_r} QWLQETSQ w-REGULQRNOJ DLQ FUNKCII g, PO“TOMU

R_1(g^′) ¿ r = R_s(g) n^{w−1} . (58)

w SILU OBOB]ENNOJ ODNOTIPNOSTI FUNKCIJ ⟨g^′⟩ I ⟨g|A⟩ IMEEM

r(g^′) = r(g|_A). (59)

eSLI Rs(g) = 0, TO NERAWENSTWO (50) SPRAWEDLIWO. rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ, KOGDA Rs(g) > 0. w “TOM SLU^AE, W SILU OCENKI (58), IMEEM

R_1(g^′) > 0. kROME TOGO, PO USLOWI@ LEMMY, FUNKCIQ f NELINEJNA,

– 62 –

PO“TOMU FUNKCIQ g^′ NELINEJNA, A ZNA^IT, FUNKCIQ g|A NELINEJNA. tOGDA r(g|A) ¿ 2. pRIMENIW K FUNKCII g|A I FORMULE G|A LEMMU 11 I ISPOLXZOWAW NERAWENSTWO r(g|A) ¿ 2, POLU^IM ν(G|_A) ¿ 1 nes(b ∪ {0, 1})

(r(g|_A) − 1) = 1 nes(b)

(r(g|_A) − 1) ¿

¿^1_{2 nes(b)}r(g|A) =^1_{2p}r(g|A). (60)

pRIMENIW K FUNKCII g^′ LEMMU 10 (W SILU NELINEJNOSTI FUNKCII f), POLU^IM

r(g^′) ¿ 2 nes(f)

R_1(g^′) = 2 n R_1(g^′). (61)

oBOZNA^IM ^EREZ P MNOVESTWO, SOSTOQ]EE IZ WSEH PODFORMUL FOR- MULY G, QWLQ@]IHSQ ν^s_L-FORMULAMI. zAMETIM, ^TO MNOVESTWO μP SOSTOIT IZ WSEH PODFORMUL FORMULY G, QWLQ@]IHSQ μ^s_L-FORMULAMI. pRIMENIW LEMMU 12, POLU^IM μ^s_L(G) = |μP | ¿ 1 2 |P | = 1 2 ν^s_L(G). (62)

dALEE, IZ (60), (59), (61) I (58) SLEDUET ν(G|_A) ¿ 1 2p r(g|_A) = 1 2p r(g^′) ¿ 1 np R_1(g^′) ¿ 1 n^wp R_s(g). (63)

nAKONEC, IZ (62), (57), (63), (56), WTOROGO I TRETXEGO SOOTNO[ENIJ W (51), POLU^IM

μ^s_L(G) ¿ 1 2 ν^s_L(G) ¿ 1 2 (ν(G|_A) − |R^′|) ¿ 1 2 ( 1 n^wp − L^2k n^{2w−2} ) R_s(g) = = n^{w−2} − L^2pk 2n^{2w−2}p R_s(g) > 2L^2pk − L^2pk 8L^4n^4p^3k^2

R_s(g) = 1 8L^2n^4p^2k R_s(g), T. E. OCENKA (50) SPRAWEDLIWA.

lEMMA 13 DOKAZANA.

– 63 –

glawa III. nivnie ocenki slovnosti funkcij

§7. oSNOWNAQ LEMMA.

oSNOWNAQ LEMMA. pUSTX b — NORMALXNYJ BAZIS PORQDKA p, f — FUNKCIQ n ARGUMENTOW, nes(f) = n, FUNKCIQ f NELINEJNA, SOGLASOWANA S BAZISOM b, u = u(f) I u ¿ 2. dALEE, PUSTX m, s — NATURALXNYE ^ISLA, s < m I

u^s ¿ 99n^6p^6(Mb (f^{(m)}))^2. (64)

tOGDA

Mb(f^{(m−s)}) 6 Mb (f^{(m)}) − 1 6n^s . dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM FORMULU F W BAZISE b, REALIZU- @]U@ FUNKCI@ f^{(m)} I IME@]U@ SLOVNOSTX L(F ) = Lb (f^{(m)}). oBO- ZNA^IM k = Mb (f^{(m)}). tOGDA

L(F ) = kn^m. (65)

pUSTX W1, . . . , Wa — WSE RAZLI^NYE s-MNOVESTWA FUNKCII f^{(m)}, KAV- DOE IZ KOTORYH SODERVIT DWE PEREMENNYE, WHODQ]IE W FORMULU F RAZLI^NOE ^ISLO RAZ. oBOZNA^IM

T = max { 0, ⌈ n^{m−s} − 6a 6n^s ⌉} . (66)

dLQ KAVDOGO t, t = 0, 1, . . . , T , POSTROIM PODFUNKCI@ gt FUNKCII f^{(m)} I FORMULU Gt W BAZISE b, REALIZU@]U@ FUNKCI@ gt TAK, ^TOBY WY- POLNQLISX USLOWIQ (67), (68) I (69).

FUNKCIQ gt QWLQETSQ (s, vt)-PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)} I vt 6 n^st + a +^1_3n^{m−s};^{(67)} DLQ L@BOGO s-SPECIALXNOGO MNOVESTWA Y FUNKCII gt WYPOLNQETSQ LY (Gt) 6 kn^{m−s} −^a_{ns} − t;^{(68)} KAVDAQ s-REGULQRNAQ PEREMENNAQ WHODIT W FORMULU Gt NE BOLEE, ^EM 3k RAZ.^{(69)}

– 64 –

pOSTROENIE BUDEM WESTI INDUKCIEJ PO t.

bAZIS INDUKCII (pOSTROENIE g0 I G0). oBOZNA^IM ^EREZ Wa+1, . . . , Wa+b WSE RAZLI^NYE s-MNOVESTWA FUNKCII f^{(m)}, NE WHODQ]IE W SPISOK W1, . . . , Wa, KAVDOE IZ KOTORYH SODERVIT PEREMENNU@, WHODQ]U@ W FORMULU F BOLX[E, ^EM 3k RAZ. tOGDA

L(F ) ¿ a+b∑ i=a+1 L_{Wi} (F ) ¿ a+b∑ i=a+1 3kn^s = 3kn^sb. oTS@DA I IZ (65) SLEDUET

b 6^{L(F )}_{3kns} =^{knm}_{3kns} =^1_3n^{m−s}. (70)

w MNOVESTWE Wi, 1 6 i 6 a + b, WYBEREM PEREMENNU@ yi TAK, ^TO- BY ^ISLO EE WHOVDENIJ W FORMULU F NE PREWOSHODILO ^ISLA WHOVDE- NIJ W FORMULU F L@BOJ PEREMENNOJ IZ MNOVESTWA Wi. oBOZNA^IM ^EREZ B TAKU@ PODSTANOWKU KONSTANT, ^TO V (B) =^{⋃a+b}_{i=1} (Wi\{yi}) I FUNKCIQ f^{(m)}|B SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNYH y1, . . . , ya+b. pO- LOVIM g0 = f^{(m)}|B. tOGDA FUNKCIQ g0 QWLQETSQ (s, v0)-PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)}, GDE v0 = a + b. iSPOLXZUQ (70), POLU^IM

v_0 = a + b 6 a + 1 3 n^{m−s} = n^s · 0 + a + 1 3 n^{m−s}. tAKIM OBRAZOM, (67) WYPOLNENO.

oBOZNA^IM ^EREZ G0 FORMULU F |B . rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE s-SPECIALXNOE MNOVESTWO Y FUNKCII g0. mNOVESTWO Y SODERVIT, W ^ASTNOSTI, PEREMENNYE y1, . . . , ya. mNOVESTWO Wi, 1 6 i 6 a, SODERVIT PEREMENNU@, WHODQ]U@ W FORMULU F BOLX[EE ^ISLO RAZ, ^EM Ly_i (F ), PO“TOMU

L_{Wi} (F ) ¿ n^sL_{yi} (F ) + 1, i = 1, . . . , a. (71)

oBOZNA^IM ^EREZ Wa+b+1, . . . , W_nm�s WSE RAZLI^NYE s-MNOVESTWA FUNKCII f^{(m)}, NE WO[ED[IE W SPISOK W1, . . . , Wa+b. pUSTX

– 65 –

PEREMENNAQ yi, a + b + 1 6 i 6 n^{m−s}, ODNOWREMENNO WHODIT W MNOVESTWO Y I W MNOVESTWO Wi. eSLI a + 1 6 i 6 n^{m−s}, TO WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA Wi WHODQT W FORMULU F ODINAKOWOE ^ISLO RAZ, PO“TOMU L_{Wi} (F ) = n^sL_{yi} (F ), i = a + 1, . . . , n^{m−s}. (72) pROSUMMIROWAW (71) I (72) PO WSEM i, i = 1, . . . , n^{m−s}, POLU^IM

L(F ) =

n^m�^s∑

i=1 L_{Wi} (F ) ¿ n^s

n^m�^s∑

i=1 L_{yi} (F ) + a = n^sL_Y (F ) + a.

oTS@DA, S U^ETOM (65), POLU^IM

L_Y (G_0) = L_Y (F ) 6 1 n^s (L(F ) − a) = 1 n^s (kn^m − a) = kn^{m−s} − a n^s − 0. tAKIM OBRAZOM, (68) WYPOLNENO.

nAKONEC, KAVDAQ s-REGULQRNAQ PEREMENNAQ FUNKCII g0 WHODIT W OD- NO IZ MNOVESTW Wa+b+1, . . . , W_nm�s , A WSE PEREMENNYE IZ “TIH MNO- VESTW WHODQT W FORMULU F NE BOLX[E, ^EM 3k RAZ. pO“TOMU KAVDAQ s-REGULQRNAQ PEREMENNAQ FUNKCII g0 WHODIT W FORMULU G0 NE BOLX[E, ^EM 3k RAZ. uSLOWIE (69) TAKVE WYPOLNENO. fUNKCIQ g0 I FORMULA G0 POSTROENY.

pUSTX FUNKCIQ gt I FORMULA Gt UVE POSTROENY.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD (pOSTROENIE gt+1 I Gt+1). sOGLASNO UTWERVDENI@ 3, SU]ESTWUET TAKAQ PRIWEDENNAQ FORMULA G^′_t W BAZI- SE b, ^TO G^′_t ≡ Gt I ^ISLO WHOVDENIJ KAVDOJ PEREMENNOJ W FORMU- LU G^′_t NE BOLX[E ^ISLA EE WHOVDENIJ W FORMULU Gt. pOLOVIM

L = np^2, R = 97n^6p^6k^2. (73)

oBOZNA^IM ^EREZ μt MNOVESTWO, SOSTOQ]EE IZ WSEH PODFORMUL H FOR- MULY G^′_t, QWLQ@]IHSQ μ^s_L-FORMULAMI I UDOWLETWORQ@]IH USLOWIQM

– 66 –

(74) I (75):

WSE PEREMENNYE, WHODQ]IE W ν^s_L-CENTRALXNYE SUBFORMULY FORMULY H, QWLQ@TSQ s-REGULQRNYMI DLQ FUNKCII gt;

(74)

KOLI^ESTWO RAZLI^NYH PEREMENNYH, WHODQ]IH W ν^s_L-CENTRALXNYE SUBFORMULY FORMULY H, NE PREWOSHODIT R.

(75)

oBOZNA^IM ^EREZ μ^∗_t [μ^{∗∗}_t ] MNOVESTWO WSEH PODFORMUL FORMULY G^′_t, QWLQ@]IHSQ μ^s_L-FORMULAMI I NE UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@ (74) [(75)] SOOTWETSTWENNO. tOGDA |μ_t| ¿ μ^s_L(G^′_t) − |μ^∗_t | − |μ^{∗∗}_t |. (76) w SILU (64) I (73), IMEEM

n^s ¿ u^s ¿ 99n^6p^6k^2 ¿ 6n^4p^5k = 6L^2n^2pk ¿ 2L^2n^2p · ⌊3k⌋.

pO“TOMU USLOWIE (49) IZ LEMMY 13 § 6 WYPOLNENO. kROME TOGO, W SI- LU USLOWIQ (69), KAVDAQ s-REGULQRNAQ PEREMENNAQ FUNKCII gt WHODIT W FORMULU Gt (A ZNA^IT, I W FORMULU G^′_t) NE BOLEE 3k RAZ (A ZNA^IT, NE BOLEE ⌊3k⌋ RAZ). tOGDA IZ LEMMY 13 I OPREDELENIQ L W (73) SLEDUET

μ^s_L(G^′_t) ¿ 1 8L^2n^4p^2 · ⌊3k⌋

R_s(g_t) ¿ 1 24n^6p^6k

R_s(g_t). (77)

oCENIM Rs(gt). sOGLASNO USLOWI@ (67), FUNKCIQ gt QWLQETSQ

(s, v_t)-PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)}, PRI^EM v_t 6 n^st + a +^1_3 n^{m−s}.

tOGDA

R_s(g_t) = n^s(n^{m−s} − v_t) ¿ 2 3 n^m − n^s(n^st + a). (78)

zAMETIM, ^TO T ¿ t + 1 I t ¿ 0, PO“TOMU T > 0, A ZNA^IT, W SILU (66), IMEEM

n^st + a 6 n^s(T − 1) + a 6 n^s · n^{m−s} − 6a 6n^s + a = 1 6 n^{m−s}.

– 67 –

oTS@DA, IZ (77) I (78) SLEDUET

μ^s_L(G^′_t) ¿ 1 24n^6p^6k · ( 2 3 n^m − n^s(n^st + a) ) ¿ ¿^1_{24n6p6k} ·^1_2n^m =^{nm}_{48n6p6k} . (79)

zAMETIM, ^TO ESLI H1 I H2 — RAZLI^NYE PODFORMULY FORMULY G^′_t, QWLQ@]IESQ μ^s_L-FORMULAMI, TO NI ODNA ν^s_L-CENTRALXNAQ PODFORMULA FORMULY H1 NE PERESEKAETSQ NI S ODNOJ ν^s_L-CENTRALXNOJ PODFORMU- LOJ FORMULY H2. pO“TOMU KOLI^ESTWO FORMUL W MNOVESTWE μ^{∗∗}_t NE BOLX[E, ^EM L(G^′_t)/R, T. E. |μ^{∗∗}_t | 6 L(G^′_t) R , (80)

A KOLI^ESTWO FORMUL W MNOVESTWE μ^∗_t NE BOLX[E, ^EM SUMMARNOE ^ISLO WHOVDENIJ W FORMULU G^′_t WSEH PEREMENNYH, NE QWLQ@]IHSQ s-REGULQRNYMI DLQ FUNKCII gt. pUSTX Y^′ — PROIZWOLXNOE s-SPECIALXNOE MNOVESTWO FUNKCII gt. tOGDA MNOVESTWO Y^′ SODERVIT WSE SU]ESTWENNYE PEREMENNYE FUNKCII gt, NE QWLQ@]IESQ s-REGULQRNYMI. w SILU PRIWEDENNOSTI, FORMULA G^′_t NE SODERVIT PEREMENNYH, NESU]ESTWENNYH DLQ FUNKCII gt. oTS@DA SLEDUET

|μ^∗_t | 6 L_Y 0(G^′_t). (81)

w SILU USLOWIQ (68), DLQ L@BOGO s-SPECIALXNOGO MNOVESTWA Y FUNK- CII gt SPRAWEDLIWO L_Y (G_t) 6 kn^{m−s} − a/n^s − t 6 kn^{m−s}, (82) PO“TOMU L(G_t) 6 n^s · kn^{m−s} = kn^m. oTS@DA I IZ (80) SLEDUET |μ^{∗∗}_t | 6 L(G^′_t) R 6^{L(Gt)}_R 6^{knm}_R . (83)

– 68 –

w TO VE WREMQ, IZ (81) I (82) SLEDUET

|μ^∗_t | 6 L_Y 0(G^′_t) 6 L_Y 0(G_t) 6 kn^m n^s . (84)

nAKONEC, ZAMETIM, ^TO (W SILU (64) I (73)) R < u^s 6 n^s. sOBIRAQ WMESTE OCENKI (76), (79), (84) I (83), POLU^IM |μ_t| ¿ n^m 48n^6p^6k − kn^m n^s − kn^m R ¿^{nm}_{48n6p6k} −^{2knm}_R =^{nm(R − 96n6p6k2)} 48n^6p^6kR = (PRIMENQEM (73)) = n^mn^6p^6k^2 48n^6p^6kR > 0. tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO μt NEPUSTO.

pUSTX FORMULA H PRINADLEVIT MNOVESTWU μt. oBOZNA^IM ^EREZ Z MNOVESTWO WSEH PEREMENNYH, WHODQ]IH W ν^s_L-CENTRALXNYE SUBFORMU- LY FORMULY H. tOGDA IZ USLOWIJ (74) I (75) SLEDUET, ^TO MNO- VESTWO Z SODERVIT TOLXKO s-REGULQRNYE PEREMENNYE FUNKCII gt I |Z| 6 R. pRIMENIW K FORMULE H LEMMU 8 IZ § 4, POLU^IM, ^TO SU]EST- WUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT At, DLQ KOTOROJ |At| 6 |Z| + np, WSE PEREMENNYE IZ MNOVESTWA V (At) QWLQ@TSQ s-REGULQRNYMI DLQ FUNK- CII gt, I FUNKCIQ gt ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT At. s U^ETOM OPREDELENIQ ^ISLA R W (73) I NERAWENSTWA

(64), POLU^IM

|A_t| 6 |Z| + np 6 R + np 6 98n^6p^6k^2 < 99n^6p^6k^2 6 u^s. (85)

fUNKCIQ gt ZABIWAET FORMULU H W BAZISE b PODSTANOWKOJ KONSTANT At, PO“TOMU (SM. OPREDELENIE W § 4) SU]ESTWUET TAKAQ PEREMENNAQ z I FORMULA H^′ W BAZISE b, ^TO z ∈ V (gt|A_t ), H^′ ≡ H|A_t , KAVDAQ PEREMENNAQ WHODIT W FORMULU H^′ NE BOLX[EE ^ISLO RAZ, NEVELI W FORMULU H|A_t I

L_z(H^′) 6 L_z(H|_{At} ) − 1. (86)

– 69 –

oBOZNA^IM ^EREZ G^∗_t FORMULU, POLU^ENNU@ IZ G^′_t|A_t ZAMENOJ PODFOR- MULY H|A_t NA PODFORMULU H^′. tOGDA FORMULA G^∗_t REALIZUET FUNK- CI@ gt|A_t , KAVDAQ PEREMENNAQ WHODIT W FORMULU G^∗_t NE BOLX[EE ^ISLO RAZ, ^EM W FORMULU Gt|A_t I, W SILU (86), IMEEM

L_z(G^∗_t ) 6 L_z(G_t|_{At} ) − 1. (87)

oBOZNA^IM ^EREZ W^t_1, . . . , W^t_{rt} WSE RAZLI^NYE REGULQRNYE s-MNOVESTWA FUNKCII gt, PERESEKA@]IESQ S MNOVESTWOM V (At). rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE i, 1 6 i 6 rt. mNOVESTWO W^t_i QWLQETSQ

f^{(s)}-WYDELIMYM DLQ FUNKCII g_t. w SILU LEMMY 2 IZ § 2,

USTOJ^IWOSTX FUNKCII f^{(s)} NE MENX[E, ^EM u^s. kROME TOGO, W SILU

(85), MO]NOSTX MNOVESTWA W^t_i ∩ V (A_t) MENX[E, ^EM u^s. oTS@DA

SLEDUET, ^TO SU]ESTWUET PEREMENNAQ IZ MNOVESTWA W^t_i , SU]ESTWENNAQ DLQ FUNKCII gt|A_t . pEREMENNAQ z SU]ESTWENNA DLQ FUNKCII gt|A_t . eSLI z ∈ W^t_i , TO POLOVIM zi = z. iNA^E W KA^ESTWE zi WOZXMEM PROIZWOLXNU@ PEREMENNU@ IZ MNOVESTWA W^t_i , SU]ESTWENNU@ DLQ FUNKCII gt|A_t . eSLI PEREMENNAQ z WHODIT W ODNO IZ MNOVESTW W^t_1 , . . . , W^t_{rt} , TO POLOVIM W^t_0 = ?. iNA^E W KA^ESTWE

W^t_0 WOZXMEM TO s-MNOVESTWO FUNKCII g_t (NE OBQZATELXNO

REGULQRNOE), KOTOROE SODERVIT PEREMENNU@ z.

sU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT Bt, ^TO

V (B_t) = (^{rt}⋃ i=0 W^t_i ) \(V (A_t) ∪ {z, z_1, . . . , z_{rt} }), I FUNKCIQ gt|A_t∪B_t SU]ESTWENNO ZAWISIT OT PEREMENNYH z, z1, . . . , zr_t . pOLOVIM gt+1 = gt|A_t∪B_t . kAVDOE s-MNOVESTWO FUNKCII gt+1 LIBO SO- STOIT IZ ODNOJ PEREMENNOJ, WHODQ]EJ W MNOVESTWO {z, z1, . . . , zr_t }, LI- BO QWLQETSQ s-MNOVESTWOM FUNKCII gt. pO“TOMU KAVDOE s-MNOVESTWO FUNKCII gt+1 IMEET MO]NOSTX, RAWNU@ LIBO 1, LIBO n^s, T. E. FUNK- CIQ gt+1 QWLQETSQ (s, vt+1)-PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)}. ~ISLO vt+1

– 70 –

DOPUSKAET SLEDU@]U@ OCENKU (MY POLXZUEMSQ PREDPOLOVENIEM IN- DUKCII (67), OCENKOJ rt 6 u^s − 1, KOTORAQ WYTEKAET IZ (85), I O^EWID- NYM NERAWENSTWOM u 6 n)

v_{t+1} 6 v_t +r_t +1 6 n^st+a+ 1 3 n^{m−s} +(u^s −1)+1 6 n^s(t+1)+a+ 1 3 n^{m−s}. tAKIM OBRAZOM, USLOWIE (67) PROWERENO.

pOLOVIM Gt+1 = G^∗_t |B_t . tOGDA Gt+1 — FORMULA W BAZISE b I Gt+1 REALIZUET FUNKCI@ gt+1. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE s-SPECIALXNOE MNOVESTWO Y FUNKCII gt+1. tOGDA Y QWLQETSQ s-SPECIALXNYM MNO- VESTWOM FUNKCII gt I Y SODERVIT PEREMENNU@ z. iSPOLXZOWAW PRED- POLOVENIE INDUKCII (68) I (87), POLU^IM

L_Y (G_{t+1}) = L_Y (G^∗_t ) 6 L_Y (G^′_t|_{At} ) − 1 6 6 LY (Gt) − 1 6 kn^{m−s} −^a_{ns} − (t + 1), T. E. (68) WYPOLNENO. nAKONEC ZAMETIM, ^TO L@BAQ s-REGULQRNAQ PERE- MENNAQ FUNKCII gt+1 QWLQETSQ s-REGULQRNOJ PEREMENNOJ FUNKCII gt, SLEDOWATELXNO, ^ISLO EE WHOVDENIJ W FORMULU Gt NE BOLX[E, ^EM 3k. ~ISLO WHOVDENIJ KAVDOJ PEREMENNOJ W FORMULU Gt+1 NE BOLX[E ^IS- LA EE WHOVDENIJ W FORMULU Gt. oTS@DA WYTEKAET (69).

iNDUKCIQ PROWEDENA.

pRODOLVIM DOKAZATELXSTWO LEMMY. mY POSTROILI FUNKCI@ gT I FORMULU GT , DLQ KOTORYH WYPOLNENY USLOWIQ (67), (68) I (69). rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE s-SPECIALXNOE MNOVESTWO Y FUNKCII gT . sU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT D, V (D) = V (gT )\Y , ^TO FUNKCIQ gT |D SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH PEREMENNYH IZ MNOVES- TWA Y . fUNKCIQ gT |D QWLQETSQ (s, n^s)-PODFUNKCIEJ FUNKCII f^{(m)}, PO“TOMU FUNKCIQ f^{(m−s)} MOVET BYTX POLU^ENA IZ FUNKCII gT |D S POMO]X@ ZAMENY PEREMENNYH BEZ OTOVDESTWLENIQ I NAWE[IWANIQ OT- RICANIJ NA NEKOTORYE PEREMENNYE. oTS@DA SLEDUET

Mb(f^{(m−s)}) = Mb(g_T |_D) = 1 n^{m−s} Lb (g_T |_D) 6 6^1_{nm−s} L(GT |D) =^1_{nm−s} LY (GT ) 6

– 71 –

(PRIMENQEM (68) I (66)) 6^1_{nm−s}^(kn^{m−s} −^a_{ns} − T^) = k −^a_{nm} −^1_{nm−s} T 6 6 k −^a_{nm} −^1_{nm−s} ·^{nm−s − 6a}_{6ns} = (ISPOLXZUEM OBOZNA^ENIE k = mb(f^{(m)})) = k − n^{m−s} 6n^m = Mb (f^{(m)}) − 1 6n^s . oSNOWNAQ LEMMA DOKAZANA.

§8. oCENKA SLOVNOSTI STEPENEJ NEKOTORYH FUNKCIJ.

tEOREMA 1. pUSTX b — NORMALXNYJ BAZIS PORQDKA p, f — FUNK- CIQ n ARGUMENTOW, nes(f) = n, FUNKCIQ f NELINEJNA, SOGLASOWANA S BAZISOM b, u = u(f) I u ¿ 2. tOGDA DLQ L@BOGO NATURALXNOGO

m, m ¿ n, SPRAWEDLIWO

Mb (f^{(m)}) ¿ C ( m log_n m )_γ , GDE C =^1_{10n3p3}√_u , γ =^1_{1+2 logu n} (C I γ ZAWISQT TOLXKO OT f I b).

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. W USLOWIQH LEMMY WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

Mb (f^{(m)}) < C ( m log_n m )_γ . (88)

pOLOVIM

s_0 = min { s ∈ N | u^s ¿ 99n^6p^6(Mb(f^{(m)}))^{2}} , (89) T = max{t ∈ N ∪ {0} | m − ts_0 > 0}. (90) pRIMENIW T RAZ OSNOWNU@ LEMMU, POLU^IM

Mb (f^{(m−T s0 )}) 6 Mb (f^{(m)}) − T · 1 6n^{s0} . (91)

– 72 –

iZ (89), (88) I OPREDELENIQ C SLEDUET

u^{s0−1} < 99n^6p^6(Mb (f^{(m)}))^2 <

< 100n^6p^6 1 100n^6p^6u · ( m log_n m )_{2γ} = 1 u ( m log_n m )_{2γ} . uMNOVIW OBE ^ASTI “TOGO NERAWENSTWA NA u, ZATEM WOZWEDQ IH W STE- PENX log_u n, POLU^IM

n^{s0} 6 ( m log_n m )_{2γ logu n} . (92)

iZ m ¿ n SLEDUET, ^TO log_n log_n m ¿ 0, PO“TOMU, PROLOGARIFMIROWAW OBE ^ASTI NERAWENSTWA (92) I RASKRYW OPREDELENIE γ, POLU^IM

s_0 6 2γ log_u n(log_n m − log_n log_n m) 6

6^{2 logu n}

1 + 2 log_u n

· log_n m 6 log_n m. (93)

iZ (90) SLEDUET, ^TO m − (T + 1)s0 6 0, A ZNA^IT

T ¿^m_{s0} − 1. (94)

w SILU WYBORA T IMEEM m − T s0 > 0, SLEDOWATELXNO, Mb (f^{(m−T s0 )}) ¿ 1. iSPOLXZOWAW “TO, A TAKVE (91) I (94), POLU^IM

Mb (f^{(m)}) ¿ Mb (f^{(m−T s0 )})+T · 1 6n^{s0} ¿ 1+ ( m s_0 − 1 ) · 1 6n^{s0} ¿ m 6s_0n^{s0} ¿

(ISPOLXZUEM (92), (93), A TAKVE OPREDELENIQ C I γ)

¿^m

6 log_n m · (_m log_n m

)_{2γ logu n} = 1 6 ( m log_n m )_{1−2γ logu n} =

= 1 6 ( m log_n m )_γ ¿ C^{( m}_{logn m}^{)γ} ,

A “TO PROTIWORE^IT (88).

– 73 –

tEOREMA 1 DOKAZANA.

uTWERVDENIE 4. pUSTX b — NORMALXNYJ BAZIS, g — FUNKCIQ, SU]ESTWENNO ZAWISQ]AQ OT WSEH SWOIH PEREMENNYH, I m — NATURALX- NOE ^ISLO. tOGDA

Mb (g^{(m+1)}) ¿ Mb(g^{(m)}). (95)

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FORMULU G W BAZISE b, REALIZU@]U@ FUNKCI@ g^{(m+1)}, I IME@]U@ SLOVNOSTX

L(G) = Lb(g^{(m+1)}). w KAVDOM 1-MNOVESTWE FUNKCII g^{(m+1)} WYBEREM

TU PEREMENNU@, KOTORAQ WHODIT W FORMULU G NAIMENX[EE ^ISLO RAZ. wOZXMEM TAKU@ PODSTANOWKU KONSTANT B, ^TO FUNKCIQ g^{(m+1)}|B SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH WYBRANNYH PEREMENNYH I TOLXKO OT NIH. tOGDA L(G|B) 6^1_{nes(g)} L(G) I FUNKCIQ g^{(m)} MOVET BYTX POLU^ENA IZ g^{(m+1)}|B S POMO]X@ PERESTANOWKI PEREMENNYH BEZ OTOVDESTWLENIQ I NAWE[IWANIQ OTRICANIJ NA PEREMENNYE. pO“TOMU

Mb (g^{(m)}) 6 1 nes(g^{(m)}) L(G|_B) 6 1 nes(g^{(m+1)})

L(G) = Mb(g^{(m+1)}).

oTS@DA I SLEDUET (95).

uTWERVDENIE 4 DOKAZANO.

pOSREDSTWOM f(m) ⪯ g(m) (g(m) ⪰ f(m)) BUDEM OBOZNA^ATX SLEDU- @]EE USLOWIE: DLQ NEKOTOROGO ^ISLA C WYPOLNENO lim_{m→∞} f(m)/g(m) 6 C; POSREDSTWOM f(m) ≍ g(m) OBOZNA^IM ODNOWREMENNU@ WYPOLNI- MOSTX USLOWIJ f(m) ⪯ g(m) I g(m) ⪯ f(m).

tEOREMA 2. pUSTX b1, b2 — PROIZWOLXNYE BAZISY I PUSTX NE WSE FUNKCII IZ BAZISA b2 BESPOWTORNO WYRAZIMY W b1. tOGDA DLQ L@BOGO ^ISLA ϵ, ϵ > 0, SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ fϵ, ^TO

Lb_1 (f^{(m)}_ϵ ) ⪰ N ·^{5+ϵ} √ ln N (96) I Lb_2 (f^{(m)}_ϵ ) ≍ N, (97)

– 74 –

GDE N = nes(f^{(m)}ϵ ).

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM DWA SLU^AQ: 1) BAZIS b2 LINEEN, BAZIS b1 NELINEEN; 2) LIBO BAZIS b2 NELINEEN, LIBO BAZIS b1 LINEEN.

sLU^AJ 1). rASSMOTRIM NORMALXNYJ BAZIS b = [b1]. pUSTX p — PORQDOK BAZISA b. pOLOVIM tϵ = max{⌈2^{4/ϵ}⌉, p}, n = 2tϵ I f_ϵ(x_1, . . . , x_n) ≡ (x_1 ⊕ . . . ⊕ x_{tϵ} ) · (x_{tϵ+1} ⊕ . . . ⊕ x_{2tϵ} ). w SILU LINEJNOSTI BAZISA b2, FUNKCIQ fϵ BESPOWTORNO WYRAZIMA W b2 (KON˙@NKCIQ BESPOWTORNO WYRAZIMA W L@BOM BAZISE). oTS@DA SLE- DUET (97). pROWERIM, ^TO DLQ BAZISA b I FUNKCII fϵ WYPOLNQETSQ USLOWIE TEOREMY 1. o^EWIDNO, ^TO FUNKCIQ fϵ NELINEJNA. dALEE, BAZIS b NELINEEN, nes(fϵ) > 0 I, W SILU NERAWENSTWA tϵ ¿ p, KAVDAQ PEREMENNAQ FUNKCII fϵ SODERVITSQ W NEKOTOROM ⊕p-WYDELIMOM MNO- VESTWE PEREMENNYH FUNKCII fϵ. pO“TOMU (SM. OPREDELENIE W § 4) FUNKCIQ fϵ SOGLASOWANA S BAZISOM b. nAKONEC, MERA USTOJ^IWOSTI u FUNKCII fϵ RAWNA tϵ I tϵ ¿ 2.

zAMETIM, ^TO

log_u n = log_2 n log_2 u = log_2(2t_ϵ) log_2 t_ϵ

= 1 + 1 log_2 t_ϵ 6 1 + 1 4/ϵ = 1 + ϵ/4.

pRIMENIW TEOREMU 1, POLU^IM

Mb (f^{(m)}_ϵ ) ⪰ ( m log_n m

) 1_{1+2 logu n}

¿^{3+ϵ/2√ m}_{logn m} ⪰^{3+ϵ√}m ≍^{3+ϵ√}ln N,

(98)

GDE N = nes(f^{(m)}ϵ ). dLQ L@BOJ FUNKCII g SPRAWEDLIWO Lb_1 (g) ¿

L_[b_{1]}(g) = Lb (g), PO“TOMU IZ (98) SLEDUET (96). sLU^AJ 1) RASSMOTREN.

sLU^AJ 2). pUSTX FUNKCIQ θ, θ ∈ b2, NE WYRAZIMA BESPOWTORNO W BAZISE b1. eSLI BAZIS b1 LINEEN, TO POLOVIM b = [b1]. w “TOM SLU- ^AE FUNKCIQ θ BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W BAZISE b. eSLI BAZIS b1 NELINEEN, TO POLOVIM b = [b1 ∪ {⊕}]. pOKAVEM, ^TO I W “TOM SLU^AE

– 75 –

FUNKCIQ θ NE WYRAZIMA BESPOWTORNO W BAZISE b. pREDPOLOVIM PRO- TIWNOE, T. E. FUNKCIQ θ BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b. rASSMOT- RIM BESPOWTORNU@ PRIWEDENNU@ FORMULU F W BAZISE b, REALIZU@]U@ FUNKCI@ θ. eSLI FORMULA F NE SODERVIT WHOVDENIJ FUNKCII ⊕, TO F QWLQETSQ FORMULOJ W BAZISE [b1]. w “TOM SLU^AE FUNKCIQ θ BESPO- WTORNO WYRAZIMA W BAZISE b1, ^TO PROTIWORE^IT WYBORU FUNKCII θ.

rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ, KOGDA FORMULA F SODERVIT WHOVDENIE FUNKCII ⊕. tOGDA FORMULA F SODERVIT PODFORMULU H WIDA H −∘ H_1 ⊕ H_2. oBOZNA^IM ^EREZ W0 MNOVESTWO WSEH PEREMENNYH, WHODQ]IH W FORMULU F WNE PODFORMULY H, POLOVIM

W_1 = V (H_1), W_2 = V (H_2). w SILU PRIWEDENNOSTI I BESPOWTORNOSTI

FORMULY F , MNOVESTWA W0, W1, W2 POPARNO NE PERESEKA@TSQ, SOSTOQT TOLXKO IZ SU]ESTWENNYH PEREMENNYH FUNKCII θ I, KROME TOGO, MNOVESTWA W1 I W2 NEPUSTY. pUSTX y1 ∈ W1, y2 ∈ W2. sU]ESTWU@T TAKIE PODSTANOWKI KONSTANT A0, A1, A2,

V (A_0) = W_0, V (A_1) = W_1\{y_1}, V (A_2) = W_2\{y_2}, ^TO

FUNKCII θ|A_0 , θ|A_1 , θ|A_2 SU]ESTWENNO ZAWISQT OT PEREMENNYH y1, y1, y2 SOOTWETSTWENNO.

pOLOVIM A = A0 ∪ A1 ∪ A2. tOGDA DLQ NEKOTORYH KONSTANT σ0, σ1, σ2 I σ WYPOLNQETSQ

F |_A ≡ H|_{A1∪A2} ⊕σ_0 ≡ H_1|_{A1} ⊕H_2|_{A2} ⊕σ_0 ≡ y_1⊕σ_1⊕y_2⊕σ_2⊕σ_0 ≡ y_1⊕y_2⊕σ.

sLEDOWATELXNO, θ|A ≡ y1 ⊕ y2 ⊕ σ. w TO VE WREMQ θ ∈ b2, PO“TOMU FUNKCIQ ⊕ BESPOWTORNO WYRAVAETSQ W BAZISE b2, A ZNA^IT, BAZIS b2 LINEEN. tOGDA, W SILU USLOWIQ SLU^AQ 2), BAZIS b1 LINEEN, A MY RASSMATRIWAEM SITUACI@, KOGDA BAZIS b1 NELINEEN. pROTIWORE^IE.

iTAK, W L@BOM SLU^AE FUNKCIQ θ NE WYRAZIMA BESPOWTORNO W BAZI- SE b. pOLOVIM ψ = ⟨θ⟩. pUSTX p — PORQDOK BAZISA b I k = nes(ψ).

– 76 –

pOLOVIM tϵ = max{⌈k^{4/ϵ}⌉, 2}. dLQ KAVDOGO i, i = 1, . . . , t^2_ϵ , OBOZNA^IM ψ_i = ψ(x_{(i−1)k+1}, . . . , x_{ik}). nAKONEC, POLOVIM f_ϵ(x_1, . . . , x_{kt}2_ϵ ) ≡ ψ_1 ·. . .·ψ_{tϵ} ∨ψ_{tϵ +1} ·. . .·ψ_{2tϵ} ∨. . .∨ψ_{tϵ(tϵ−1)+1} ·. . .·ψ_t2_ϵ . fUNKCIQ ψ NE WYRAZIMA BESPOWTORNO W BAZISE b. tOGDA, W SILU LEM- MY 3 IZ § 3, FUNKCIQ φ, φ(x1, . . . , xk+2) ≡ ψ · xk+1 ∨ xk+2, QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b. zAMETIM, ^TO (W SILU tϵ ¿ 2) FUNK- CIQ fϵ SODERVIT W KA^ESTWE PODFUNKCII FUNKCI@ WIDA φ^′ = ψ·y^{τ1} ∨z^{τ2} , GDE y, z — RAZLI^NYE PEREMENNYE, NE WHODQ]IE W MNOVESTWO V (ψ). fUNKCIQ φ^′ MOVET BYTX POLU^ENA IZ FUNKCII φ ZAMENOJ PEREMENNYH BEZ OTOVDESTWLENIQ I NAWE[IWANIEM OTRICANIJ NA PEREMENNYE, PO- “TOMU FUNKCIQ φ^′ QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b. w TO VE WREMQ, φ^′ QWLQETSQ PODFUNKCIEJ FUNKCII fϵ. tOGDA, W SILU UTWERV- DENIQ 2 IZ § 3, FUNKCIQ fϵ QWLQETSQ 1-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b.

zAMETIM, ^TO MERA USTOJ^IWOSTI FUNKCII, REALIZUEMOJ FORMULOJ x_1 · . . . · x_{tϵ} ∨ x_{tϵ +1} · . . . · x_{2tϵ} ∨ . . . ∨ x_{tϵ (tϵ−1)+1} · . . . · x_t2_ϵ RAWNA tϵ, PO“TOMU MERA USTOJ^IWOSTI FUNKCII fϵ NE MENX[E, ^EM tϵ. w ^ASTNOSTI, u(fϵ) ¿ 2. pRIMENIM K FUNKCII fϵ, BAZISU b I ^ISLU p LEMMU 5 IZ § 3. w SILU LEMMY 5, SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO mϵ (ZAWI- SQ]EE OT p I fϵ), ^TO FUNKCIQ f^{(mϵ )}ϵ QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ BAZISA b. oBOZNA^IM f = f^{(mϵ )}ϵ , n = nes(f), u = u(f).

pROWERIM, ^TO BAZIS b I FUNKCIQ f UDOWLETWORQ@T USLOWIQM TEO- REMY 1. bAZIS b LINEEN, A FUNKCIQ f QWLQETSQ p-UNIWERSALXNOJ DLQ b. pO“TOMU (SM. OPREDELENIE W § 4) FUNKCIQ f SOGLASOWANA S BAZI- SOM b. o^EWIDNO, ^TO FUNKCIQ f NELINEJNA I, W SILU LEMMY 2 IZ § 2,

– 77 –

WYPOLNENO u(f) ¿ u(fϵ) ¿ 2. oCENIM log_u n. rANEE MY OTME^ALI, ^TO

u(f_ϵ) ¿ t_ϵ. pO“TOMU, S U^ETOM LEMMY 2, IMEEM

log_u n = log_k n log_k u 6 m_ϵ log_k nes(f_ϵ) m_ϵ log_k u(f_ϵ) 6

6^{logk(kt2ϵ )}

log_k(t_ϵ)

= 2 + 1 log_k(t_ϵ) 6 2 + 1 4/ϵ = 2 + ϵ/4.

pRIMENIW TEOREMU 1, POLU^IM

Mb (f^{(m)}) ⪰ ( m log_n m

) 1_{1+2 logu n}

¿^{5+ϵ/2√ m}_{logn m} ⪰^{5+ϵ√}m ≍^{5+ϵ√}ln N,

(99)

GDE N = nes(f^{(m)}).

zAMETIM, ^TO f^{(m)} = f^{(mϵ m)}ϵ . iZ UTWERVDENIQ 4 I (99) WYTEKAET Mb(f^{(m)}_ϵ ) ¿ Mb (f^{(⌊m/mϵ ⌋·mϵ )} ϵ ) = = Mb(f^{(⌊m/mϵ ⌋)}) ⪰^{5+ϵ} √ ln N^′ ≍^{5+ϵ} √ ln N, (100)

GDE N^′ = nes(f^{(⌊m/mϵ ⌋)}) = nes(f^{(⌊m/mϵ ⌋·mϵ )}ϵ ) I N = nes(f^{(m)}ϵ ). nAKO- NEC, ZAMETIM, ^TO b ⊇ [b1], PO“TOMU DLQ L@BOJ FUNKCII g SPRAWED- LIWO

Lb(g) 6 L_[b_{1]}(g) 6 Lb_1 (g).

oTS@DA I IZ (100) SLEDUET (96). fUNKCIQ fϵ BESPOWTORNO WYRAZIMA W b2 (KON˙@NKCIQ I DIZ˙@NKCIQ BESPOWTORNO WYRAZIMY W L@BOM BA- ZISE), PO“TOMU (97) TAKVE WYPOLNENO. sLU^AJ 2) RASSMOTREN.

tEOREMA 2 DOKAZANA.

– 78 –

glawa IV. srawnenie bulewyh bazisow

§9. kRITERIJ SRAWNENIQ PROIZWOLXNYH BAZISOW.

uTWERVDENIE 5. pUSTX f — FUNKCIQ, SU]ESTWENNO ZAWISQ]AQ OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW, M(f) — MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ, OBOB- ]ENNO ODNOTIPNYH S NERAZLOVIMYMI FUNKCIQMI WIDA ⟨g⟩, GDE g — PODFUNKCIQ FUNKCII f. tOGDA FUNKCIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA ^E- REZ MNOVESTWO M(f).

dOKAZATELXSTWO. pROWEDEM INDUKCI@ PO ^ISLU nes(f). bAZIS INDUKCII: nes(f) 6 2. w “TOM SLU^AE FUNKCIQ f NERAZ- LOVIMA, SLEDOWATELXNO, f ∈ M(f). tOGDA FUNKCIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA ^EREZ M(f).

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: nes(f) ¿ 3 I DLQ WSEH f^′, nes(f^′) <

nes(f), UTWERVDENIE DOKAZANO. eSLI FUNKCIQ f NERAZLOVIMA, TO f ∈

M(f), SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA ^EREZ M(f).

rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ, KOGDA FUNKCIQ f RAZLOVIMA. pUSTX n =

nes(f). w “TOM SLU^AE SU]ESTWUET TAKOE WYDELIMOE MNOVESTWO PERE-

MENNYH W FUNKCII f, ^TO 2 6 |W | 6 n − 1. pUSTX {i1, . . . , in} =

{1, . . . , n} I W = {x_{i1} , . . . , x_{ik} }. tOGDA SU]ESTWU@T FUNKCII g I h,

DLQ KOTORYH WYPOLNENO TOVDESTWO f ≡ g(h(x_{i1} , . . . , x_{ik} ), x_{ik+1} , . . . , x_{in} ). dALEE, SU]ESTWU@T TAKIE PODSTANOWKI KONSTANT A, V (A) = {xi_2 , . . . , xi_k }, B, V (B) = {xi_{k+1} , . . . , xi_n }, I KONSTANTY c, d, ^TO f|_A ≡ g(x_{i1} ⊕ c, x_{ik+1} , . . . , x_{in} ), f|_B ≡ h(x_{i1} , . . . , x_{ik} ) ⊕ d. oBOZNA^IM f1 = ⟨f|A⟩, f2 = ⟨f|B ⟩. tOGDA nes(f1) < nes(f) I

nes(f_2) < nes(f), PO“TOMU K FUNKCIQM f_1 I f_2 PRIMENIMO PREDPOLOVE-

NIE INDUKCII. pRIMENIW EGO, POLU^IM, ^TO fi, i = 1, 2, BESPOWTORNO

– 79 –

WYRAZIMA ^EREZ M(fi). zAMETIM, ^TO M(fi) ⊆ M(f), i = 1, 2, PO- “TOMU FUNKCII f1 I f2 BESPOWTORNO WYRAZIMY ^EREZ M(f). tOGDA FUNKCII g I h BESPOWTORNO WYRAZIMY ^EREZ M(f), A ZNA^IT, f BESPO- WTORNO WYRAZIMA ^EREZ M(f).

uTWERVDENIE 5 DOKAZANO.

oSNOWNAQ TEOREMA. pUSTX b1 I b2 — PROIZWOLXNYE BAZISY. tOGDA RAWNOSILXNY SLEDU@]IE TRI USLOWIQ:

A) BAZIS b1 PRED[ESTWUET BAZISU b2 (b1 4 b2), B) WSE FUNKCII IZ BAZISA b2 BESPOWTORNO WYRAZIMY W b1, W) Ker(b2) ⊆ Ker(b1);

KROME TOGO, RAWNOSILXNY USLOWIQ G) I D):

G) BAZIS b1 NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b2, D) Ker(b2) ⊂ Ker(b1) I | Ker(b1)\ Ker(b2)| = 1.

dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACIQ B) ⇒ A) DOKAZANA o. b. lUPA- NOWYM (SM. [12]). iMPLIKACIQ A) ⇒ B) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ TEOREMY 2.

iMPLIKACIQ B) ⇒ W). pUSTX WSE FUNKCII IZ BAZISA b2 BES- POWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b1. rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FUNK- CI@ f, f ∈ Ker(b2). pOKAVEM, ^TO f ∈ Ker(b1). pO POSTROENI@ QDRA BAZISA, SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ g, g ∈ [b2], ^TO FUNKCIQ g OBOB]ENNO ODNOTIPNA S f. fUNKCIQ g, W SWO@ O^EREDX, POLU^ENA ZAME- NOJ PEREMENNYH BEZ OTOVDESTWLENIQ IZ PODFUNKCII NEKOTOROJ FUNK- CII h, h ∈ b2. fUNKCIQ h BESPOWTORNO WYRAZIMA W b1, SLEDOWATELXNO, g BESPOWTORNO WYRAZIMA W b1, A ZNA^IT, f BESPOWTORNO WYRAZIMA W b1. tOGDA f BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE [b1]. eSLI FUNKCIQ f TOV- DESTWENNO RAWNA KONSTANTE, TO f = 0, SLEDOWATELXNO, f ∈ Ker(b1). pUSTX TEPERX f NE RAWNA TOVDESTWENNO KONSTANTE.

rASSMOTRIM PRIWEDENNU@ BESPOWTORNU@ FORMULU F W BAZISE [b1], REALIZU@]U@ FUNKCI@ f. w SILU NERAZDELIMOSTI FUNKCII f, FOR- MULA F SODERVIT NE BOLEE ODNOGO WHOVDENIQ FUNKCII, ZAWISQ]EJ

– 80 –

OT DWUH I BOLEE PEREMENNYH. sLEDOWATELXNO, FORMULA F REALIZUET FUNKCI@, OBOB]ENNO ODNOTIPNU@ S NEKOTOROJ FUNKCIEJ φ, φ ∈ [b1], T. E. f OBOB]ENNO ODNOTIPNA S φ. tOGDA FUNKCIQ φ NERAZDELIMA, PO“TOMU NEKOTORAQ FUNKCIQ, OBOB]ENNO ODNOTIPNAQ S φ, PRINADLE- VIT MNOVESTWU Ker(b1). sLEDOWATELXNO, NEKOTORAQ FUNKCIQ, OBOB- ]ENNO ODNOTIPNAQ S f, PRINADLEVIT MNOVESTWU Ker(b1), A ZNA^IT,

f ∈ Ker(b_1). iMPLIKACIQ B) ⇒ W) DOKAZANA.

iMPLIKACIQ W) ⇒ B). pUSTX Ker(b2) ⊆ Ker(b1). rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ FUNKCI@ f, f ∈ b2. pOKAVEM, ^TO f BESPOWTORNO WY- RAZIMA W BAZISE b1. oBOZNA^IM ^EREZ M MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ, OBOB]ENNO ODNOTIPNYH S NERAZLOVIMYMI FUNKCIQMI IZ BAZISA [b2]. tOGDA M(f) ⊆ M (SM. UTWERVDENIE 5). w SILU UTWERVDENIQ 5, FUNK- CIQ ⟨f⟩ BESPOWTORNO WYRAZIMA ^EREZ MNOVESTWO M. oTS@DA SLEDU- ET, ^TO ⟨f⟩ BESPOWTORNO WYRAZIMA ^EREZ MNOVESTWO Ker(b2) ∪ {¬}, A ZNA^IT, I ^EREZ MNOVESTWO Ker(b1) ∪ {¬}. kAVDAQ FUNKCIQ IZ MNO- VESTWA Ker(b1) ∪ {¬} BESPOWTORNO WYRAVAETSQ W BAZISE b1. sLEDO- WATELXNO, FUNKCIQ ⟨f⟩, A ZNA^IT, I FUNKCIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b1. iMPLIKACIQ W) ⇒ B) DOKAZANA.

tAKIM OBRAZOM, RAWNOSILXNOSTX USLOWIJ A), B) I W) USTANOWLENA. dOKAVEM RAWNOSILXNOSTX USLOWIJ G) I D).

iMPLIKACIQ G) ⇒ D). pUSTX BAZIS b1 NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b2. tOGDA b1 STROGO PRED[ESTWUET BAZISU b2. pO“TOMU IZ RANEE DOKAZANNOGO SLEDUET, ^TO Ker(b2) ⊂ Ker(b1). pOKAVEM, ^TO | Ker(b1)\ Ker(b2)| = 1. PREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E. | Ker(b1)\ Ker(b2)| ¿ 2. sREDI WSEH FUNKCIJ IZ MNOVESTWA Ker(b1)\ Ker(b2) WYBEREM FUNKCI@, ^ISLO ARGUMENTOW KOTOROJ MINIMALXNO (PROIZWOLXNU@ IZ TAKIH), I OBOZNA^IM EE ^EREZ f. rASSMOTRIM BAZIS b^′ = b0 ∪ Ker(b2) ∪ {f}. pOKAVEM, ^TO

Ker(b^′) = Ker(b_2) ∪ {f}. o^EWIDNO, ^TO

– 81 –

Ker(b_2) ∪ {f} ⊆ Ker(b^′) ⊆ Ker(b_1). rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@

FUNKCI@ g, g ∈ Ker(b^′). pOKAVEM, ^TO g ∈ Ker(b2) ∪ {f}.

sU]ESTWUET FUNKCIQ h, h ∈ [b^′], OBOB]ENNO ODNOTIPNAQ S g. fUNK- CIQ h LIBO PRINADLEVIT MNOVESTWU [b0 ∪ Ker(b2)], LIBO QWLQETSQ FUNKCIEJ WIDA ⟨f|A⟩, GDE A — PODSTANOWKA KONSTANT. eSLI h ∈

[b_0 ∪ Ker(b_2)], TO g ∈ Ker(b_0 ∪ Ker(b_2)) = Ker(b_2). pUSTX TEPERX

h = ⟨f|_A⟩. eSLI f|_A ≠ f, TO ^ISLO ARGUMENTOW U FUNKCII h (A ZNA^IT,

I U FUNKCII g) MENX[E, ^EM ^ISLO ARGUMENTOW U FUNKCII f. pO“TOMU (W SILU WYBORA FUNKCII f) g /∈ Ker(b1)\ Ker(b2). w TO VE WREMQ,

g ∈ Ker(b_1), PO“TOMU g ∈ Ker(b_2). nAKONEC, W SLU^AE, ESLI f|_A = f,

IMEEM h = f, A ZNA^IT, g = f.

tAKIM OBRAZOM, Ker(b^′) = Ker(b2)∪{f}, SLEDOWATELXNO, Ker(b2) ⊂

Ker(b^′) ⊂ Ker(b_1). tOGDA, PO RANEE DOKAZANNOMU, b_1 ≺ b^′ ≺ b_2, A “TO

PROTIWORE^IT USLOWI@, ^TO BAZIS b1 NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b2. iMPLIKACIQ G) ⇒ D) DOKAZANA.

iMPLIKACIQ D) ⇒ G). pUSTX Ker(b2) ⊂ Ker(b1) I

| Ker(b_1)\ Ker(b_2)| = 1. tOGDA BAZIS b_1 STROGO PRED[ESTWUET

BAZISU b2. rASSMOTRIM L@BOJ BAZIS b TAKOJ, ^TO b1 4 b 4 b2. iMEEM Ker(b2) ⊆ Ker(b) ⊆ Ker(b1). pO“TOMU, LIBO

Ker(b) = Ker(b_1), LIBO Ker(b) = Ker(b_2), A ZNA^IT, LIBO b ∼ b_1,

LIBO b ∼ b2. sLEDOWATELXNO, NE SU]ESTWUET TAKOGO BAZISA b^′, ^TO

b_1 ≺ b^′ ≺ b_2. tAKIM OBRAZOM, BAZIS b_1 NEPOSREDSTWENNO

PRED[ESTWUET BAZISU b2. iMPLIKACIQ D) ⇒ G) DOKAZANA.

oSNOWNAQ TEOREMA DOKAZANA.

§10. iSSLEDOWANIE STRUKTURY BAZISOW.

uTWERVDENIE 6. wSQKAQ S-FUNKCIQ (SM. OPREDELENIE W § 1) NE- RAZLOVIMA.

– 82 –

dOKAZATELXSTWO. pUSTX f — PROIZWOLXNAQ S-FUNKCIQ. pREDPO- LOVIM PROTIWNOE: FUNKCIQ f RAZLOVIMA. pO OPREDELENI@, f SU]EST- WENNO ZAWISIT OT WSEH SWOIH ARGUMENTOW. sOGLASNO UTWERVDENI@ 5, f BESPOWTORNO REALIZUETSQ ^EREZ MNOVESTWO FUNKCIJ M(f) (SM. FOR- MULIROWKU UTWERVDENIQ 5). kAVDAQ FUNKCIQ IZ M(f) PREDSTAWIMA W WIDE ⟨g⟩, GDE g OBOB]ENNO ODNOTIPNA S NEKOTOROJ PODFUNKCIEJ h FUNKCII f. zAMETIM, ^TO h ≠ f, POSKOLXKU FUNKCIQ ⟨f⟩ RAZLOVIMA, A FUNKCIQ ⟨h⟩ NERAZLOVIMA. pO“TOMU h — SOBSTWENNAQ PODFUNKCIQ FUNKCII f, A ZNA^IT, h BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE b0. tOGDA I FUNKCIQ ⟨g⟩ BESPOWTORNO WYRAZIMA W b0. tAKIM OBRAZOM, WSE FUNK- CII IZ MNOVESTWA M(f) BESPOWTORNO WYRAZIMY W BAZISE b0, PO“TOMU I FUNKCIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA W b0. pOSLEDNEE PROTIWORE^IT OPREDELENI@ S-FUNKCII.

uTWERVDENIE 6 DOKAZANO.

tEOREMA 3. dLQ WSQKOGO NATURALXNOGO ^ISLA n, n ¿ 2, BAZIS

P_2(n + 1) STROGO PRED[ESTWUET BAZISU P_2(n).

dOKAZATELXSTWO. w SILU O^EWIDNOGO WLOVENIQ P2(n) ⊆ [P2(n + 1)] IMEEM Ker(P2(n)) ⊆ Ker(P2(n + 1)). s DRUGOJ STORONY, SU]ESTWU- ET NERAZLOVIMAQ FUNKCIQ OT (n + 1) ARGUMENTOW. nAPRIMER, FUNK- CIQ φn+1, GDE φn+1 = x1 · . . . · xn+1 ∨ x̄1 · . . . · x̄n+1, PRINADLEVIT MNOVESTWU (1) IZ § 1, SLEDOWATELXNO, φn+1 QWLQETSQ S-FUNKCIEJ, A ZNA^IT, SOGLASNO UTWERVDENI@ 6, φn+1 NERAZLOVIMA. tOGDA φ̂n+1 ∈

Ker(P_2(n + 1)). o^EWIDNO, ^TO φ̂_{n+1} /∈ Ker(P_2(n)). sLEDOWATELXNO,

Ker(P_2(n)) ⊂ Ker(P_2(n + 1)). pRIMENIW OSNOWNU@ TEOREMU, POLU^IM,

^TO BAZIS P2(n + 1) STROGO PRED[ESTWUET BAZISU P2(n).

tEOREMA 3 DOKAZANA.

tEOREMA 4. sU]ESTWUET BESKONE^NAQ POSLEDOWATELXNOSTX BAZISOW

b_1, b_2, . . . , W KOTOROJ KAVDYJ BAZIS b_{i+1}, i ∈ N, STROGO PRED[ESTWUET

BAZISU bi.

tEOREMA 4 QWLQETSQ NEPOSREDSTWENNYM SLEDSTWIEM TEOREMY 3.

– 83 –

tEOREMA 5. nE SU]ESTWUET TAKOGO BAZISA b^∗, KOTORYJ PRED[EST- WUET L@BOMU BAZISU.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE: TAKOJ BAZIS b^∗ SU- ]ESTWUET. oBOZNA^IM ^EREZ n NAIBOLX[EE ^ISLO ARGUMENTOW U FUNK- CIJ IZ BAZISA b^∗. tOGDA b^∗ ⊆ [P2(n)]. sLEDOWATELXNO, BAZIS P2(n) PRED[ESTWUET BAZISU b^∗. pO TEOREME 3, BAZIS P2(n + 1) STROGO PRED- [ESTWUET BAZISU P2(n), PO“TOMU P2(n+1) STROGO PRED[ESTWUET BAZISU

b^∗. pROTIWORE^IE.

tEOREMA 5 DOKAZANA.

uTWERVDENIE 7. pUSTX f — PROIZWOLXNAQ S-FUNKCIQ tOGDA

Ker(b_0 ∪ {f}) = Ker(b_0) ∪ {f̂}.

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO f^′ TAKVE QWLQETSQ S-FUNKCIEJ, PO“TOMU, W SILU UTWERVDENIQ 6, FUNKCIQ f^′ NERAZLOVIMA, A ZNA^IT,

f^′ ∈ Ker(b_0 ∪ {f}). o^EWIDNO, ^TO Ker(b_0) ⊆ Ker(b_0 ∪ {f}). tAKIM

OBRAZOM, Ker(b0) ∪ {f^′} ⊆ Ker(b0 ∪ {f}).

dOKAVEM OBRATNOE WKL@^ENIE. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, T. E.

Ker(b_0 ∪ {f}) ⊈ Ker(b_0) ∪ {f^′}. tOGDA SU]ESTWUET FUNKCIQ h, h ∈

Ker(b_0 ∪ {f}), h /∈ Ker(b_0) ∪ {f^′}. fUNKCIQ h NERAZLOVIMA I LEKSI-

KOGRAFI^ESKI MINIMALXNA, PO“TOMU IZ USLOWIQ h /∈ Ker(b0) SLEDUET, ^TO h BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W BAZISE b0. w TO VE WREMQ, h OBOB- ]ENNO ODNOTIPNA S FUNKCIEJ WIDA ⟨g⟩, GDE g — PODFUNKCIQ FUNKCII f. sLEDOWATELXNO, g BESPOWTORNO NE WYRAZIMA W BAZISE b0. iZ USLO- WIQ h ≠ f^′ SLEDUET, ^TO g ≠ f, PO“TOMU g — SOBSTWENNAQ PODFUNKCIQ FUNKCII f, BESPOWTORNO NE WYRAZIMAQ W BAZISE b0. pROTIWORE^IE S OPREDELENIEM S-FUNKCII.

uTWERVDENIE 7 DOKAZANO.

tEOREMA 6. pROIZWOLXNYJ BAZIS b QWLQETSQ PREDMAKSIMALXNYM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA b “KWIWALENTEN BAZISU WIDA b0 ∪ {f}, GDE f — S-FUNKCIQ.

– 84 –

dOKAZATELXSTWO. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ PREDMAKSIMALXNYJ BAZIS. pO OSNOWNOJ TEOREME, Ker(b) = Ker(b0)∪{f}, GDE f /∈ Ker(b0). pOKAVEM, ^TO f QWLQETSQ S-FUNKCIEJ. wO-PERWYH, f NERAZLOVIMA. pO“TOMU, ESLI f BESPOWTORNO WYRAVAETSQ W BAZISE b0, TO f OBOB]ENNO ODNOTIPNA S ODNOJ IZ FUNKCIJ 0, x, xy, A ZNA^IT, f ∈ Ker(b0), ^TO NE TAK. tAKIM OBRAZOM, f BESPOWTORNO NE WYRAVAETSQ W b0.

dALEE, PUSTX h — PODFUNKCIQ FUNKCII f, OTLI^NAQ OT f. tOGDA h BESPOWTORNO WYRAZIMA ^EREZ MNOVESTWO M(h) (SM. FORMULIROWKU UTWERVDENIQ 5). pREDPOLOVIM, ^TO NAJDETSQ FUNKCIQ φ IZ MNOVES- TWA M(h), BESPOWTORNO NE WYRAZIMAQ W BAZISE b0. tOGDA FUNKCIQ φ̂ DOLVNA PRINADLEVATX QDRU BAZISA b. nO nes(φ̂) 6 nes(h) < nes(f), A ZNA^IT, φ̂ ≠ f. pO“TOMU φ̂ /∈ Ker(b). pOLU^ENNOE PROTIWORE^IE GOWORIT O TOM, ^TO WSE FUNKCII IZ MNOVESTWA M(h) BESPOWTORNO WY- RAZIMY W BAZISE b0, A TOGDA I FUNKCIQ h BESPOWTORNO WYRAZIMA W b0. iTAK, MY POKAZALI, ^TO f — S-FUNKCIQ.

rASSMOTRIM BAZIS b^′ = b0 ∪ {f}. iSPOLXZUQ UTWERVDENIE 7, PO- LU^IM Ker(b^′) = Ker(b0) ∪ {f} = Ker(b). w SILU OSNOWNOJ TEOREMY, BAZISY b I b^′ “KWIWALENTNY.

dOKAVEM OBRATNOE UTWERVDENIE. rASSMOTRIM BAZIS b = b0 ∪ {f}, GDE f — S-FUNKCIQ. tOGDA, PO UTWERVDENI@ 7, Ker(b) = Ker(b0) ∪

{f̂}. fUNKCIQ f̂ QWLQETSQ S-FUNKCIEJ, PO“TOMU f̂ /∈ b_0. sLEDOWA-

TELXNO, W SILU OSNOWNOJ TEOREMY, b NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b0, T. E. b QWLQETSQ PREDMAKSIMALXNYM BAZISOM.

tEOREMA 6 DOKAZANA.

tEOREMA 7. a) kAVDYJ PREDMAKSIMALXNYJ BAZIS “KWIWALENTEN

– 85 –

BAZISU WIDA b0 ∪ {f}, GDE f — ODNA IZ SLEDU@]IH FUNKCIJ:

x_1x_2 · . . . · x_n ∨ x̄_1x̄_2 · . . . · x̄_n, n ¿ 2,

x_1(x_2 ∨ . . . ∨ x_n) ∨ x_2 · . . . · x_n, n ¿ 3,

x_1(x_2 ∨ x_3 · . . . · x_n) ∨ x_2x̄_3 · . . . · x̄_n, n ¿ 3,

x_1(x_2 ∨ x_3) ∨ x_3x_4,

x_1(x_3x_4 ∨ x_5) ∨ x_2(x_3 ∨ x_4x_5);

(101)

B) ESLI f — FUNKCIQ IZ MNOVESTWA (101), TO BAZIS b0 ∪ {f} PRED- MAKSIMALEN;

W) ESLI f1 I f2 — RAZLI^NYE FUNKCII IZ MNOVESTWA (101), TO BAZISY

b_0 ∪ {f_1} I b_0 ∪ {f_2} NE“KWIWALENTNY.

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO MNOVESTWO (101) SOWPADAET S MNOVESTWOM (1), PO“TOMU UTWERVDENIQ A) I B) SLEDU@T IZ TEOREMY 6. dOKAVEM UTWERVDENIE W). pUSTX f1 I f2 — RAZLI^NYE FUNKCII IZ MNOVESTWA (101). tOGDA f1 I f2 NE OBOB]ENNO ODNOTIPNY, SLEDOWA- TELXNO,^^f1 ≠^^f2. pRIMENIW UTWERVDENIE 7, POLU^IM

Ker(b_0 ∪ {f_1}) = Ker(b_0) ∪ {f̂_1} ≠ Ker(b_0) ∪ {f̂_2} = Ker(b_0 ∪ {f_2}).

pO“TOMU, W SILU OSNOWNOJ TEOREMY, BAZISY b0 ∪ {f1} I b0 ∪ {f2} NE- “KWIWALENTNY.

tEOREMA 7 DOKAZANA.

tEOREMA 8. sU]ESTWUET BESKONE^NOE MNOVESTWO POPARNO NE“KWI- WALENTNYH PREDMAKSIMALXNYH BAZISOW.

tEOREMA 8 SLEDUET IZ TEOREMY 7 W SILU BESKONE^NOSTI MNOVESTWA

(101).

tEOREMA 9. sU]ESTWUET BESKONE^NOE MNOVESTWO POPARNO NESRAW- NIMYH BAZISOW.

o^EWIDNO, ^TO ESLI DWA PREDMAKSIMALXNYH BAZISA NE“KWIWALENT- NY, TO ONI NESRAWNIMY, PO“TOMU TEOREMA 9 SLEDUET IZ TEOREMY 8.

– 86 –

tEOREMA 10. kAVDYJ BAZIS PRED[ESTWUET LI[X KONE^NOMU ^ISLU BAZISOW S TO^NOSTX@ DO “KWIWALENTNOSTI.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX b — PROIZWOLXNYJ BAZIS. eSLI BAZIS b PRED[ESTWUET BAZISU b^′, TO, PO OSNOWNOJ TEOREME, Ker(b^′) ⊆ Ker(b). mNOVESTWO Ker(b) KONE^NO, PO“TOMU ^ISLO RAZLI^NYH EGO PODMNO- VESTW KONE^NO. w SILU OSNOWNOJ TEOREMY, DWA BAZISA “KWIWALENTNY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA IH QDRA SOWPADA@T, A ZNA^IT, SU]ESTWU- ET LI[X KONE^NOE, S TO^NOSTX@ DO “KWIWALENTNOSTI, ^ISLO BAZISOW, KOTORYM PRED[ESTWUET BAZIS b.

tEOREMA 10 DOKAZANA.

tEOREMA 11. nE SU]ESTWUET BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI BA- ZISOW b1, b2, . . . , W KOTOROJ KAVDYJ BAZIS bi, i ∈ N, STROGO PRED- [ESTWUET BAZISU bi+1.

tEOREMA 11 QWLQETSQ SLEDSTWIEM TEOREMY 10.

tEOREMA 12. dLQ PROIZWOLXNOGO BAZISA b SU]ESTWUET BESKONE^- NOE MNOVESTWO POPARNO NE“KWIWALENTNYH BAZISOW, NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWU@]IH BAZISU b.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM MNOVESTWO Ker(b). oNO KONE^- NO, SLEDOWATELXNO, SODERVIT LI[X KONE^NOE ^ISLO S-FUNKCIJ. pUSTX T — PODMNOVESTWO MNOVESTWA (101), SOSTOQ]EE IZ WSEH TEH FUNKCIJ, KOTORYE NE OBOB]ENNO ODNOTIPNY NI S ODNOJ FUNKCIEJ IZ MNOVES- TWA Ker(b). tOGDA T — BESKONE^NOE MNOVESTWO. rASSMOTRIM PRO- IZWOLXNYJ BAZIS WIDA b ∪ {f}, GDE f ∈ T . o^EWIDNO, ^TO Ker(b ∪

{f}) = Ker(b) ∪ Ker(b_0 ∪ {f}). w TO VE WREMQ, W SILU UTWERVDENIQ 7,

Ker(b_0 ∪ {f}) = Ker(b_0) ∪ {f̂}. pO“TOMU Ker(b ∪ {f}) = Ker(b) ∪

Ker(b_0) ∪ {f̂} = Ker(b) ∪ {f̂}. w SILU WYBORA FUNKCII f, FUNKCIQ f̂

NE PRINADLEVIT QDRU BAZISA b, PO“TOMU | Ker(b ∪ {^^f})\ Ker(b)| = 1. pRIMENIW OSNOWNU@ TEOREMU, POLU^IM, ^TO BAZIS b ∪ {f} NEPOSRED- STWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b.

tEOREMA 12 DOKAZANA.

– 87 –

tEOREMA 13. pUSTX b1, . . . , bn I b^′_1, . . . , b^′_m — DWE KONE^NYE PO- SLEDOWATELXNOSTI BAZISOW; b1 = b^′_1, bn = b^′_m; DLQ L@BOGO i, 1 6 i 6 n − 1, BAZIS bi+1 NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU bi I DLQ L@BOGO j, 1 6 j 6 m − 1, BAZIS b^′_{j+1} NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWUET BAZISU b^′_j. tOGDA n = m.

dOKAZATELXSTWO. w SILU OSNOWNOJ TEOREMY IMEEM b1 ⊂ b2 ⊂

. . . ⊂ b_n, b^′_1 ⊂ b^′_2 ⊂ . . . ⊂ b^′_m; DLQ L@BOGO i, 1 6 i 6 n − 1, WYPOLNENO

| Ker(b_{i+1})\ Ker(b_i)| = 1 I DLQ L@BOGO j, 1 6 j 6 m − 1, WYPOLNENO

| Ker(b^′_{j+1})\ Ker(b^′_j)| = 1. pO“TOMU

n − 1 = | Ker(b_n)\ Ker(b_1)| = | Ker(b^′_m)\ Ker(b^′_1)| = m − 1,

SLEDOWATELXNO, n = m.

tEOREMA 13 DOKAZANA.

– 88 –

literatura

1. kUZNECOW a. w. o BESPOWTORNYH KONTAKTNYH SHEMAH I BES- POWTORNYH SUPERPOZICIQH FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI // tRUDY mian sssr. 1958. t. 51. s. 186–225.

2. lUPANOW o. b. o SLOVNOSTI REALIZACII FUNKCIJ ALGEBRY LO- GIKI FORMULAMI // pROBLEMY KIBERNETIKI. wYP. 3. m.: fIZMATGIZ,

1960. s. 61–80.

3. lUPANOW o. b. o METODAH POLU^ENIQ OCENOK SLOVNOSTI I WY^ISLENIQ INDIWIDUALXNYH FUNKCIJ // dISKRETNYJ ANALIZ. wYP. 25. nOWOSIBIRSK, im so an sssr, 1974. s. 3–18.

4. lUPANOW o. b. aSIMPTOTI^ESKIE OCENKI SLOVNOSTI UPRAWLQ- @]IH SISTEM. m.: iZD-WO mgu, 1984. 138 S.

5. mU^NIK b. a. oB ODNOM KRITERII SRAWNIMOSTI BAZISOW PRI REALIZACII FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI FORMULAMI // mATEM. ZAMET- KI. 1967. t. 1, No 5. s. 515–524.

6. mU^NIK b. a. oCENKA SLOVNOSTI REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII FORMULAMI W NEKOTORYH BAZISAH // kIBERNETIKA. 1970. No 4. C. 29–38.

7. nIGMATULLIN r. g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. m.: nAUKA,

1991. 240 c.

8. pERQZEW n. a. sLOVNOSTX PREDSTAWLENIJ BULEWYH FUNKCIJ FORMULAMI W NEMONOLINEJNYH BAZISAH. iRKUTSKIJ UNIWERSITET. sE- RIQ: dISKRETNAQ MATEMATIKA I INFORMATIKA. wYP. 2. iRKUTSK,

1995. 15 S.

9. pERQZEW n. a. sLABOPOWTORNYE BULEWY FUNKCII W BINARNOM BAZISE. iRKUTSKIJ UNIWERSITET. sERIQ: dISKRETNAQ MATEMATIKA I INFORMATIKA. wYP. 4. iRKUTSK, 1998. 12 S.

10. sTECENKO w. a. o PREDPLOHIH BAZISAH W P2 // mATEMATI^ES- KIE WOPROSY KIBERNETIKI. wYP. 4. m.: nAUKA, 1992. C. 139–177.

– 89 –

11. sUBBOTOWSKAQ b. a. o REALIZACII LINEJNYH FUNKCIJ FORMULAMI W BAZISE ∨, &,¯ // dOKL. an sssr. 1961. t. 136,

No 3. C. 553–555.

12. sUBBOTOWSKAQ b. a. o SRAWNENII BAZISOW PRI REALIZACII FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI FORMULAMI // dOKL. an sssr. 1963. t. 149, No 4. s. 784–787.

13. ~ERUHIN d. ‘. oB ODNOJ BESKONE^NOJ CEPO^KE ULU^[A@]IH- SQ BULEWYH BAZISOW. pREPRINT MEHANIKO-MATEMATI^ESKOGO FAKULXTE- TA mgu. 1997. No 7. 16 c.

14. ~ERUHIN d. ‘. oB ODNOJ BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI ULU^[A@]IHSQ BULEWYH BAZISOW // dISKRETNYJ ANALIZ I ISSLEDOWA- NIE OPERACIJ. 1997. t. 4, No 4. C. 79–95.

15. ~ERUHIN d. ‘. aLGORITM SRAWNENIQ BULEWYH BAZISOW // pROBLEMY TEORETI^ESKOJ KIBERNETIKI. tEZISY DOKLADOW XII mEVDUNARODNOJ KONFERENCII. ~ASTX II. / pOD RED. o. b. lUPANOWA. m.: iZD-WO MEHANIKO-MATEMATI^ESKOGO F-TA mgu, 1999. s. 249.

16. ~ERUHIN d. ‘. o PREDPLOHIH BULEWYH BAZISAH // dISKRET- NAQ MATEMATIKA. 1999. t. 11, WYP. 2. s. 118–160.

17. ~ERUHIN d. ‘. o SRAWNENII BULEWYH BAZISOW // dOKL. ran. 1999. t. 367, No 6. s. 742–743.

18. ~ERUHIN d. ‘. o BULEWYH BAZISAH, NEPOSREDSTWENNO PRED[ESTWU@]IH BAZISU {&, ∨, ¬}. // dOKL. ran. 1999. t. 369,

No 5. s. 605–606.

19. ~ERUHIN d. ‘. aLGORITMI^ESKIJ KRITERIJ SRAWNENIQ BULE- WYH BAZISOW // mATEMATI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI. wYP. 8. m.: nAUKA, 1999. C. 77–122.

20. qBLONSKIJ s. w. oSNOWNYE PONQTIQ KIBERNETIKI // pROBLE- MY KIBERNETIKI. wYP. 2. m.: fIZMATGIZ, 1959. s. 7–38.

– 90 –

21. qBLONSKIJ s. w. wWEDENIE W DISKRETNU@ MATEMATIKU. m.: nAUKA, 1979. 272 S.