d. ‘. ~ERUHIN

srawnenie bulewyh bazisow

(KONSPEKT LEKCIJ SPECKURSA)

moskwa • 2008

~ERUHIN d. ‘. sRAWNENIE BULEWYH BAZISOW. — m.: gRA- FIK bEZ gRANIC, 2008. — 76 S.

bRO[@RA SODERVIT OBRABOTANNYJ KONSPEKT LEKCIJ SPECKURSA ”sRAWNENIE BULEWYH BAZISOW”, KOTORYJ AWTOR PRO^¡L NA MEHMATE mgu W 2006/7 U^. G. tEMATIKA SPECKURSA OTNOSITSQ K DISKRETNOJ MATEMATIKE, TO^NEE, K TEORII SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ. sPEC- KURS POSWQ]¡N WOPROSAM SRAWNENIQ RAZLI^NYH MER SLOVNOSTI FOR- MUL IS^ISLENIQ WYSKAZYWANIJ, WY^ISLQ@]IH BULEWY FUNKCII. iS- SLEDU@TSQ NESKOLXKO ESTESTWENNYH MER SLOVNOSTI, TAK ILI INA^E SWQZANNYH S DLINOJ FORMULY, PRI “TOM W KA^ESTWE BAZISA RASSMAT- RIWAETSQ PROIZWOLXNAQ POLNAQ KONE^NAQ SISTEMA BULEWYH FUNKCIJ. w SPECKURSE IZLAGA@TSQ REZULXTATY PRED[ESTWENNIKOW I AWTORA, DOSTATO^NO POLNO PREDSTAWLQ@]IE DANNU@ PROBLEMATIKU.

aWTOR WYRAVAET PRIZNATELXNOSTX SWOEJ VENE sWETLANE, KOTO- RAQ PROSLU[ALA SPECKURS I NA OSNOWANII SWOIH KONSPEKTOW I AUDIO- ZAPISI LEKCIJ NABRALA I OTREDAKTIROWALA “TU BRO[@RU.

dLQ STUDENTOW, SPECIALIZIRU@]IHSQ W OBLASTI DISKRETNOJ MA- TEMATIKI.

~ERUHIN dMITRIJ ‘RXEWI^ sRAWNENIE BULEWYH BAZISOW

nABOR, OBRABOTKA: ~ERUHINA s. e.

w¡RSTKA I IZDANIE AWTORA

nEFORMALXNOE NEKOMMER^ESKOE IZDATELXSTWO ÆgRAFIK bEZ gRANICŒ. sW¡RSTANO S POMO]X@ SISTEMY T_EX. pODPISANO W PE^ATX 07.02.2008. oTPE^ATANO NA PRINTERE. oB˙¡M 4,75 P. L. tIRAV 2 “KZ.

© ~ERUHIN d. ‘., 2008

sODERVANIE

sODERVANIE gLAWA I. wWEDENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 lEKCIQ 1 (4.10.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 lEKCIQ 2 (11.10.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 lEKCIQ 3 (18.10.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW . . . . . . . . . . . 26 lEKCIQ 4 (8.11.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 lEKCIQ 5 (15.11.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 lEKCIQ 6 (06.12.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 lEKCIQ 7 (13.12.06) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 lEKCIQ 8 (28.02.07) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 lEKCIQ 9 (14.03.07) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 cITIRUEMAQ LITERATURA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

— 3 —

gLAWA I. wWEDENIE

gLAWA I. wWEDENIE

lEKCIQ 1 (4.10.06)

nA^NEM S OPREDELENIJ. ~TO TAKOE BULEWA FUNKCIQ? bULEWA FUNKCIQ (B. F.) n PEREMENNYH — “TO SLEDU@]EE OTOBRAVENIE

f: {0, 1}^n → {0, 1}. tAKOE OPREDELENIE GODITSQ DLQ n > 1. eSLI n = 0, TO f QWLQETSQ KONSTANTOJ (T. E. 0 ILI 1).

pRIWED¡M PRIMERY B. F. oSNOWNYE FUNKCII — &, ∨, ¬. zADADIM IH TABLICEJ: x y & ∨ x 0 0 0 0 1

0 1 0 1 1

1 0 0 1 0

1 1 1 1 0

tABL. 1

—TI TRI FUNKCII OBRAZU@T BAZIS B0 = {&, ∨, ¬}, T. E. ^EREZ NIH MOVNO WYRAZITX L@BYE FUNKCII. nAPRIMER:

x → y = x ∨ y (IMPLIKACIQ);

x ↔ y = (x → y) & (y → x) (“KWIWALENTNOSTX); x ⊕ y = xy ∨ xy (ISKL@^A@]EE ”ILI” — ISTINNO ROWNO ODNO).

—TI FUNKCII OB]EUPOTREBITELXNY. sU]ESTWU@T SPECIALXNYE FUNKCII. nAPRIMER, [TRIH –EFFERA: x/y = x & y. —TA FUNKCIQ ZA- ME^ATELXNA TEM, ^TO ^EREZ NE¡ MOVNO WYRAZITX WSE OSTALXNYE FUNK- CII. a TAKVE STRELKA pIRSA: x ↓ y = x ∨ y. —TO PRIMER DWOJSTWEN- NOSTI. sTRELKA pIRSA QWLQETSQ DWOJSTWENNOJ FUNKCIEJ K [TRIHU –EFFERA.

~TO TAKOE DWOJSTWENNOSTX? —TO KOGDA MY WSE 0 MENQEM NA 1, I NAOBOROT. t. E., ESLI W TABLICE DLQ x/y MY SDELAEM WSE (!) ZAMENY

0 → 1 I 1 → 0, TO POLU^IM (S TO^NOSTX@ DO PERESTANOWKI STROK)

TABLICU, ZADA@]U@ x ↓ y.

e]E PRIMER SPECIALXNOJ FUNKCII (UVE OT TREH PEREMENNYH):

— 4 —

lEKCIQ 1 (4.10.06)

m(x, y, z) = xy ∨xz ∨yz (MEDIANA, ILI FUNKCIQ GOLOSOWANIQ).

oNA PRINIMAET ZNA^ENIE 1, KOGDA BOLX[INSTWO IZ E¡ PEREMENNYH PRINIMAET ZNA^ENIE 1.

dALEE, ^TO TAKOE ”FUNKCIQ PRINIMAET ZNA^ENIE” I T. D. MY UTO^NQTX NE BUDEM, PREDPOLAGAQ, ^TO TAKIE WE]I IZWESTNY, A PONQ- TI@ ”FORMULA”, QWLQ@]EMUSQ W NA[EM KURSE NE TOLXKO SREDSTWOM, NO I OB˙EKTOM IZU^ENIQ, DADIM PODROBNOE OPREDELENIE. —TO OPREDE- LENIE NE QWLQETSQ SAMYM OB]IM (PO^EMU, BUDET QSNO IZ DALXNEJ[E- GO).

pUSTX ZADANO MNOVESTWO FUNKCIJ M = {f1, . . . , fk}. iME@TSQ PEREMENNYE, OBOZNA^AEMYE x1, x2, . . . ILI x, y, z, . . . oPREDELIM FOR-

MULY NAD M:

1) x_i — FORMULA, T. E. L@BAQ PEREMENNAQ QWLQETSQ FORMULOJ

(ESLI M = {0, 1}, TO x NELXZQ WYRAZITX ^EREZ FUNKCII IZ M, PO“TO- MU NA[E OPREDELENIE NE SAMOE OB]EE; U NAS TOVDESTWENNAQ FUNKCIQ, PO SUTI, WSEGDA PRISUTSTWUET W M);

2) ESLI fi ∈ M, fi IMEET ki ARGUMENTOW I F1, . . . , Fk_i — FORMULY, TO f(F1, . . . , Fk_i ) — FORMULA;

3) DRUGIH FORMUL NET.

dANNYE WY[E PRIMERY FORMUL ZAPISANY NE KANONI^ESKI. nA- PRIMER, MY PODRAZUMEWAEM “KWIWALENTNOSTX: x ∨ y ≡ ∨(¬(x), y). sU]ESTWU@T SLEDU@]IE PRAWILA SOKRA]ENIQ: φ(F, G) ≡ (F φG); ¬(F ) ≡ F ; F & G ≡ F · G ≡ F G. w FORMULE BEZ SKOBOK SAMYJ WYSOKIJ PRIORITET IMEET &, NA WTOROM MESTE — ∨, ⊕, NA TRETXEM — → I NA POSLEDNEM — ↔.

mNOGIE PONQTIQ MOVNO OPREDELITX S POMO]X@ INDUKCII PO PO- STROENI@ FORMULY. nAPRIMER, KAVDAQ FORMULA OPREDELQET (ILI REALIZUET) NEKOTORU@ B. F.

sU]ESTWU@T NEKOTORYE TONKOSTI: PUSTX ESTX FORMULA x ∨ y. pEREMENNYE WHODQT W FORMULU NESIMMETRI^NO. ~TO S^ITATX PER- WOJ PEREMENNOJ, A ^TO WTOROJ? mOVNO SKAZATX, ^TO “TA FORMULA REALIZUET FUNKCI@ S TO^NOSTX@ DO PERESTANOWKI NEKOTORYH E¡ PE- REMENNYH. e]¡ MOMENT: FIKTIWNYE PEREMENNYE. mOVNO S^ITATX,

— 5 —

gLAWA I. wWEDENIE

^TO x ∨ y = φ(x, y, z). mY RASSMATRIWAEM FUNKCII S TO^NOSTX@ DO PORQDKA PEREMENNYH I FIKTIWNYH PEREMENNYH.

oPREDELENIE. M — BAZIS, ESLI L@BU@ B. F. MOVNO WYRAZITX

NEKOTOROJ FORMULOJ NAD M.

pRIWED¡M PRIMERY BAZISOW.

1) B_0 = {&, ∨, ¬}. dOKAVEM, ^TO “TO DEJSTWITELXNO BAZIS.

dOKAZATELXSTWO. wERNO SLEDU@]EE RAZLOVENIE:

f(x_1, . . . , x_n) = x_1f(0, x_2, . . . , x_n) ∨ x_1f(1, x_2, . . . , x_n).

uBEDIMSQ W WERNOSTI FORMULY NEPOSREDSTWENNOJ PODSTANOWKOJ 0 I 1 WMESTO PEREMENNOJ x1. pRODOLVAQ TAKIM OBRAZOM RAZLOVENIE PO IN- DUKCII, W KONCE KONCOW SWED¡M FUNKCI@ K KONSTANTAM f(c1, . . . , cn). oSTALOSX WYRAZITX KONSTANTY W BAZISE B0: 0 = x · x, 1 = x ∨ x. � bAZIS B0 S^ITAETSQ OSNOWNYM, TAK KAK ON QWLQETSQ MAKSIMALX- NYM (PO SLOVNOSTI) W IERARHII BAZISOW. pRIWED¡M DRUGIE PRIMERY. eSLI DOBAWITX K BAZISU E]¡ ^TO-TO, TO “TO TAKVE BUDET QWLQTXSQ BA- ZISOM._{2) P}

2(n) = {f : {0, 1}^n → {0, 1}} QWLQETSQ BAZISOM PRI n > 2.

pO^EMU? pOSKOLXKU B0 ⊆ P2(2). uTO^NIM, TAK KAK x — FUNKCIQ ODNOGO PEREMENNOGO, DOBAWIM K NEJ FIKTIWNU@ PEREMENNU@. aNALO- GI^NO,_B

0 ⊆ P_2(2) ⊆ P_2(3) ⊆ P_2(4) . . .

mY POSTROILI BESKONE^NU@ CEPO^KU WLOVENNYH BAZISOW. w SWQ- ZI S “TIM WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS: WOZMOVNO LI POSTROITX CEPO^KU STROGO UBYWA@]IH BAZISOW W SMYSLE SLOVNOSTI FORMUL W NIH (TO^NOE OPREDELENIE BUDET DANO POZVE), W ^ASTNOSTI, WERNO LI, ^TO_B

0 ≻ P_2(2) ≻ P_2(3) ≻ P_2(4) . . .?

—TO ISSLEDOWANIE BYLO NA^ATO b. sUBBOTOWSKOJ. wNA^ALE ONA POKAZALA [10], ^TO B1 = B0 ∪ {⊕} ”LU^[E” B0. pOQSNIM, W BAZISE B0

— 6 —

lEKCIQ 1 (4.10.06)

LINEJNAQ FUNKCIQ IMEET SLOVNOSTX PO PORQDKU BOLX[E, ^EM W BAZI- SE B1. tAKIM OBRAZOM, ZADA^A SRAWNENIQ BAZISOW NERAZRYWNO SWQZANA S PROBLEMOJ TAK NAZYWAEMYH ”NIVNIH OCENOK”: POKAZATX, ^TO NEKAQ FUNKCIQ W KONKRETNOM BAZISE IMEET SLOVNOSTX, NE MENX[U@ NEKOJ WELI^INY, ^TO QWLQETSQ SOWSEM NEPROSTOJ ZADA^EJ. nAPRIMER, W DAN- NOM SLU^AE RE[ENIE ZADA^I (PO TEM ILI INYM PRI^INAM) ZATQNULOSX PRAKTI^ESKI NA 40 LET.

bESKONE^NAQ CEPO^KA BAZISOW SLEDUET IZ RABOTY n. pERQZEWA

[6](iRKUTSK, 1995). k SOVALENI@, PODROBNOE DOKAZATELXSTWO IM NE

BYLO PREDSTAWLENO, MATERIALY OPUBLIKOWANY W WIDE PREPRINTA I TEZISOW. pO SU]ESTWU, RABOTA ISPOLXZUET IDEI sUBBOTOWSKOJ, KOTO- RAQ SMOGLA DOWESTI SWOEJ TEHNIKOJ DLINU CEPO^KI DO TR¡H. dALX- NEJ[EE ISPOLXZOWANIE E¡ PRIEMOW OKAZYWALOSX ^REZMERNO SLOVNYM, TREBOWALSQ KAKOJ-TO DRUGOJ PODHOD. kAK “TO OKAZYWALOSX RANX[E, NEOBHODIMO BYLO WWESTI UPRO]A@]IJ DOKAZATELXSTWO FUNKCIONAL (T. E. ZAMETITX NEKOTORYE OBOB]A@]IE SWOJSTWA), ^TO I UDALOSX SDELATX pERQZEWU.

zAMETIM (DLQ POLNOTY KARTINY), “TOJ ZADA^EJ ZANIMALISX I DRUGIE. tAK, sTECENKO OPUBLIKOWAL W 1988 G. [8]SWOI REZULXTATY O SRAWNENII RAZLI^NYH BAZISOW (NEPOLNYH), IM BYLI POSTROENY RAZ- LI^NYE CEPO^KI, NO OKON^ATELXNOGO RE[ENIQ E]¡ NE BYLO.

w 1996 G., NE ZNAQ O REZULXTATAH pERQZEWA, “TO RE[ENIE (NEOVI- DANNO BYSTRO) POLU^IL d. ~ERUHIN [14]. rE[ENIE BYLO OSNOWANO NA DRUGIH, NEVELI sUBBOTOWSKOJ I pERQZEWA, METODAH I DAVE DAWALO KRITERIJ DLQ SRAWNENIQ BAZISOW. w DALXNEJ[EM, NEZAWISIMO OT pE- RQZEWA, ~ERUHINU TAKVE UDALOSX DOWESTI NA^ATOE sUBBOTOWSKOJ DO KONCA, POKAZAW, ^TO E¡ METODAMI TAKVE MOVNO POLU^ITX BESKONE^- NU@ CEPO^KU.

pRODOLVIM PRIMERY BAZISOW.

3) B_1 = B_0 ∪ {⊕} — PRIMER BAZISA, ”SU]ESTWENNO” OTLI^NOGO

OT B0.

4) B– = {/} ([TRIH –EFFERA). pROWERIM, ^TO “TO — BAZIS.

iMEEM

x = x/x (WSPOMNIM, ^TO x/x = x & x = x).

— 7 —

gLAWA I. wWEDENIE

u NAS TEPERX ESTX OTRICANIE. wYRAZIM, ISPOLXZUQ EGO, KON˙@NKCI@ I DIZ˙@NKCI@:_{x & y = x/y = (x/y)/(x/y).}

wSPOMINAQ ZAKONY DE mORGANA, POLU^IM x ∨ y = x & y (ZDESX ILL@STRACIQ TOGO, ^TO FUNKCII DWOJSTWENNY). dALEE NE WY- PISYWAEM DO KONCA W SILU GROMOZDKOSTI.

mY POKAZALI, ^TO B– — BAZIS. kAK BUDET QSNO IZ DALXNEJ- [EGO, B– ∼ B0 (BAZISY “KWIWALENTNY, POSKOLXKU IH SLOVNOSTNYE SWOJSTWA ODINAKOWY). bAZIS B0 S^ITAETSQ OSNOWNYM SREDI BAZISOW, EMU “KWIWALENTNYH, POSKOLXKU ON SWQZAN S KONTAKTNYMI SHEMAMI, KOTORYE WOZNIKLI ISTORI^ESKI PERWYMI.

sLOWO ”SLOVNOSTX” UVE NESKOLXKO RAZ POQWLQLOSX W NA[EJ RE^I, A POSKOLXKU OSNOWNAQ PROBLEMATIKA SPECKURSA KAK RAZ SWQZANA SO SLOVNOSTX@ W OTLI^IE, SKAVEM, OT POLNOTY, TO PORA DATX STROGOE OPREDELENIE “TOMU PONQTI@.

oPREDELENIE. pUSTX F — MNOVESTWO FORMUL NAD M, tOGDA

OTOBRAVENIE L : F → R_+ = [0, ∞) NAZYWAETSQ MEROJ SLOVNOSTI.

tERMIN ”FUNKCIONAL SLOVNOSTI” ISPOLXZUETSQ W KA^ESTWE IS- KUSSTWENNOJ MERY, POMOGA@]EJ PRI DOKAZATELXSTWE NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI.

eSTX ESTESTWENNYE MERY SLOVNOSTI, NAPRIMER:

1) L(F ) — ^ISLO WHOVDENIJ W FORMULU F SIMWOLOW PEREMENNYH.

pRAWILXNEE OPREDELITX SLOVNOSTX PO INDUKCII, NO LU^[E PRIWEDEM PRIMER:_{L(xy ∨ xy) = 4.}

sLOVNOSTX FUNKCII OPREDELQETSQ TAK: L_M (f) = min L(F ), GDE

min BERETSQ PO WSEM FORMULAM F NAD M, REALIZU@]IM f.

2) e]E PRIMER MERY SLOVNOSTI: Ls — ^ISLO WHOVDENIJ W FOR- MULU FUNKCIONALXNYH SIMWOLOW (“TA MERA PRI[LA IZ sf—).

3) Lo(F ) — OB]EE ^ISLO SIMWOLOW W FORMULE (L — OT Length

(ANGL.) — DLINA (FORMULY)).

— 8 —

lEKCIQ 1 (4.10.06)

rASSMOTRIM KONKRETNU@ FORMULU: F = ∨(&(x, ¬(y)), &(¬(x), y)). dLQ NE¡ L(F ) = 4, Ls (F ) = 5, Lo(F ) = 4 + 5 + 5 · 2 + 3 = 22.

kAK MOVNO ZAMETITX, L^O(F ) 6 c · L(F ). nAD B0 POSLEDNEE NERAWENSTWO WERNO DLQ L@BOJ FORMULY, A ESLI W BAZISE ESTX KONSTANTY, TO NET. wOOB]E, WSE WYPISANNYE MERY (DLQ ODNOGO I TOGO VE BAZISA B) “KWIWALENTNY: ODNA MERA OTLI^AETSQ OT DRUGOJ W KONSTANTU RAZ. —TO WERNO DLQ FUNKCIJ, NO NE DLQ FORMUL. pO^EMU? pRIWEDEM PRIMER.

w KA^ESTWE BAZISA RASSMOTRIM B0 ∪ {0}. tOGDA W “TOM BAZISE DLQ FORMULY_{F = 0 & 0 & 0 . . .}

IMEEM Ls , Lo → ∞, A L = 0. u MINIMALXNYH FORMUL (W DANNOM SLU^AE, F = 0) TAKOGO BYTX NE MOVET.

dLQ FORMUL NAIBOLEE ESTESTWENNA MERA L. nAIBOLEE KRASIWYJ REZULXTAT W TEORII SLOVNOSTI — TEOREMA hRAP^ENKO [13] — POLU- ^AETSQ PRI ISPOLXZOWANII IMENNO “TOJ MERY.

tEPERX OPREDELIM OTNO[ENIE PORQDKA MEVDU RAZNYMI MERAMI. u NA ESTX MNOVESTWO P2 =^⋃_n ¿0^{P2(n) (}

WSE B. F.). pUSTX DANY MERY

L_1: P_2 → R_+ I L_2: P_2 → R_+ . sKAVEM, ^TO L_1 PRED[ESTWUET MERE L_2 (L_1 ⪯ L_2), ESLI ∃C, D ∀f ∈ P_2 L_1(f) 6 CL_2(f) + D. zA^EM NUVNO D? dLQ SLU^AQ, ESLI L2(f) = 0, A L1 ≠ 0.

—TO OTNO[ENIE QWLQETSQ OTNO[ENIEM ^ASTI^NOGO PORQDKA. dLQ PROWERKI “TOGO DOSTATO^NO ZAMETITX, ^TO L1 ⪯ L2 & L2 ⪯ L3 =⇒

L_1 ⪯ L_3. —TOT PORQDOK NE POLNYJ: MERY MOGUT BYTX NESRAWNIMY.

dADIM PODROBNYE OPREDELENIQ PROIZWODNYH OTNO[ENIJ:

L_1 ∼ L_2 := L_1 ⪯ L_2 & L_2 ⪯ L_1; L_1 ≺ L_2 := L_1 ⪯ L_2 & L_2 ⪯̸ L_1;

— 9 —

gLAWA I. wWEDENIE

L_1 NE SRAWNIMA S L_2 := L_1 ⪯̸ L_2 & L_2 ⪯̸ L_1.

tAKIM OBRAZOM, DWE MERY MOGUT NAHODITXSQ W 4-H OTNO[ENIQH:

1) L_1 ∼ L_2; 2) L_1 ≺ L_1; 3) L_2 ≺ L_1;

4) L_1 I L_2 NESRAWNIMY.

pERENESEM OPREDELENIE PRED[ESTWOWANIQ NA BAZISY:

B_1 ⪯ B_2 := L_{B1} ⪯ L_{B2} .

pRI “TOM NE WAVNO, KAKU@ IZ MER (L, L^C ILI L^O) WYBRATX, KAK KAK POZVE MY DOKAVEM, ^TO ∀B LB ∼ Ls_B ∼ Lo_B .

zAMETIM, ^TO IMEETSQ ALGORITM, S POMO]X@ KOTOROGO MOVNO OTWETITX NA WOPROS: ”W KAKOM OTNO[ENII NAHODQTSQ 2 BAZISA?”. nO ESTX I DRUGAQ PROBLEMATIKA (NE SLOVNOSTNAQ): OPISATX WS@ IERAR- HI^ESKU@ STRUKTURU BAZISOW. ~TO IZWESTNO NA “TOT S^ET?

mY UVE UPOMINALI sUBBOTOWSKU@, ONA RASSMOTRELA BAZIS B0

([10], 1961) I POKAZALA, ^TO ON ”HUVE” B_1, A POZDNEE POSTROILA WLO-

VENNU@ CEPO^KU BAZISOW DLINY 3, ISPOLXZUQ MEDIANU ([4], 1970).

sTECENKO ([9], 1992) OPISAL PERWYJ QRUS BAZISOW, SLEDU@]IH NEPOSREDSTWENNO ZA B0, S POMO]X@ 5-TI SEMEJSTW; KAVDYJ IZ “TIH BAZISOW PREDSTAWLQET IZ SEBQ B0, W KOTORYJ DOBAWLENA NEKOTORAQ FUNKCIQ. wTOROJ QRUS, WIDIMO, TAKVE SOSTOIT IZ KONE^NOGO ^ISLA SEMEJSTW, OBRAZU@]IHSQ PRI POMO]I DWUH FUNKCIJ 1-GO QRUSA I E]E KAKIH-TO FUNKCIJ. pOSTROENIEM “TOGO QRUSA ZANIMA@TSQ W iRKUT- SKE pERQZEW S U^ENIKAMI [2, 20]. pO EGO SLOWAM, OPISANIE QRUSA ESTX, NO RABOTY PO “TOMU WOPROSU IME@T RAZNYJ UROWENX DOKAZATELXNOS- TI. oTNOSITELXNO 1-GO QRUSA MOVNO SKAZATX SLEDU@]EE: E]E W 80-E GG. sTECENKO BYLO BYSTRO (NA PC) POLU^ENO OPISANIE SEMEJSTW, A STROGOE DOKAZATELXSTWO BYLO IZLOVENO LI[X W 1992 G. I ZANQLO 40– 50 STR. kAK OPISATX DALXNEJ[IE QRUSY, NA KAKOM QZYKE “TO SDELATX, QWLQETSQ PREDMETOM TAK NAZYWAEMOJ TEKU]EJ NAU^NOJ RABOTY.

pRIWED¡M PRIMER NESRAWNIMYH BAZISOW. kAVDYJ BAZIS IZ 1-GO QRUSA “KWIWALENTEN BAZISU WIDA B0 ∪{f}, GDE f — S-FUNKCIQ. tAKIH FUNKCIJ IMEETSQ 5 TIPOW (SEMEJSTW). wOT ODIN IZ NIH:

f_n = x_1x_2 . . . x_n ∨ x_1x_2 . . . x_n, n > 2.

— 10 —

lEKCIQ 2 (11.10.06)

bAZISY B0 ∪ {fn} I B0 ∪ {fm}, n ≠ m — NESRAWNIMY.

eSLI WERNUTXSQ K PREDYSTORII, W 1961 G. sUBBOTOWSKAQ PRIWELA PRIMER NE“KWIWALENTNYH BAZISOW, POKAZAW, ^TO B0 ≻ B0 ∪ {⊕} = B1. o^EWIDNO, ^TO LB_1 (x1 ⊕ . . . ⊕ xn) = n. oNA POKAZALA, ^TO LB_0 (x1 ⊕

. . . ⊕ x_n) ⪰ n^{3/2}. w 1963 G. ONA VE DALA KRITERIJ TOGO, ^TO ZADANNYJ

BAZIS “KWIWALENTEN B0, T. E. OPISANIE WSEH B TAKIH, ^TO B ∼ B0

[11]. nAPRIMER, {/} ∼ B_0, A B_1 ≁ B_0.

tAKVE W 1970 G. EJ BYLI OPISANY NEKOTORYE BAZISY, NE“KWIWA- LENTNYE B1. a IMENNO, RASSMATRIWALASX SLOVNOSTX LINEJNOJ FUNK- CII W BAZISAH WIDA B = B0 ∪{NEKOTORAQ MONOTONNAQ FUNKCIQ} I DLQ NE¡ POLU^ALASX NELINEJNAQ NIVNQQ OCENKA, T. E. LB (x1 ⊕ . . . xn) ⪰

n^{1+cB} , c_B > 0. tAKIM OBRAZOM, POLU^ALASX CEPO^KA IZ TREH UBYWA@-

]IH BAZISOW B0 ≻ B1 ≻ B ∪ {⊕}.

lEKCIQ 2 (11.10.06)

nA PRO[LOJ LEKCII BYLI DANY OSNOWNYE OPREDELENIQ. sEJ^AS BUDUT WYWEDENY PROSTEJ[IE SLEDSTWIQ IZ NIH. iH DOKAZATELXSTWA W NEKOTORYH RABOTAH SOWSEM OPUSKALI, S^ITAQ O^EWIDNYMI ILI PROSTO WYWODIMYMI. nA SAMOM DELE, STROGOE DOK-WO OB]EGO SLU^AQ (KAK MY UWIDIM DALEE) POTREBUET ZNA^ITELXNOGO KOL-WA WREMENI I SIL.

mY DOKAVEM “KWIWALENTNOSTX TREH MER SLOVNOSTI FUNKCIJ:

L_B — ^ISLO WHOVDENIJ PEREMENNYH, Ls_B — ^ISLO WHOVDENIJ FUNK-

CIJ, Lo_B — OB]AQ DLINA FORMULY. wNA^ALE WYPI[EM O^EWIDNYE NERAWENSTWA:

L_B 6 Lo_B , Ls_B 6 Lo_B .

dALEE DOKAVEM, ^TO Lo_B NE NAMNOGO PREWY[AET Ls_B .

wSPOMNIM INDUKTIWNOE OPREDELENIE FORMULY. bAZIS: PEREMEN- NYE xi I KONSTANTY c; INDUKTIWNYJ PEREHOD: f(F1, . . . , Fk). fUNK- CIONALXNOMU SIMWOLU f PRIPI[EM NEKOTORYE SIMWOLY FORMULY

F = f(F_1, . . . , F_k): SAMU FUNKCI@ f, A TAKVE TE SKOBKI I ZAPQTYE

FORMULY F , KOTORYE NE SODERVATSQ W PODFORMULAH F1, . . . , Fk. dO- POLNITELXNO, ESLI PODFORMULA Fi QWLQETSQ PEREMENNOJ, TO PRIPI- [EM E¡ FUNKCII f. kONSTANTE c PRIPI[EM E¡ SAMU.

— 11 —

gLAWA I. wWEDENIE

rIS. 1

nA RIS. 1 STRELKA, WEDU]AQ OT FUNKCII K DRUGOMU SIMWOLU, OZNA^AET, ^TO “TOT SIMWOL PRIPISAN FUNKCII. iTAK, WSE SIMWOLY MY PRIPISALI NEKOTORYM FUNKCIQM. kAKOWA MAKSIMALXNAQ MO]- NOSTX MNOVESTWA SIMWOLOW, PRIPISANNYH ODNOJ FUNKCII? wWED¡M SLEDU@[EE PONQTIE.

oPREDELENIE. pORQDOK BAZISA — NAIBOLX[EE ^ISLO PEREMEN-

NYH U FUNKCIJ IZ “TOGO BAZISA.

oBOZNA^IM PORQDOK BAZISA ^EREZ n(B) (ZAMETIM, ^TO WSEGDA

n(B) > 2). tOGDA ODNOJ FUNKCII MOVET BYTX PRIPISANO NE BOLX-

[E, ^EM:

2 SKOBKI + (n(B) − 1) ZAPQTYH + n(B) PEREMENNYH + SAMA FUNKCIQ.

sLEDOWATELXNO, OB]U@ DLINU FORMULY MOVNO OCENITX WYRAVENI- EM:_L o_{(F )} 6_{(2n(B) + 2)L}s_{(F ).}

oTS@DA Ls_B ∼ Lo_B .

tEPERX BUDEM SRAWNIWATX MERY LB I Ls_B . w ODNU STORONU:

L(F ) 6 Lo(F ) 6 (2n(B) + 2)Ls (F ).

sLEDOWATELXNO, LB ⪯ Ls_B .

w DRUGU@ STORONU DOK-WO SLOVNEE. tAK, W UPOMQNUTOJ NA LEK- CII 1 FORMULE 0&0&. . ., A TAKVE W FORMULE f(f(f . . . f(x) . . .), FUNK- CIONALXNYH SIMWOLOW MOVET BYTX SKOLX UGODNO MNOGO, A PEREMEN- NYH NE BOLEE ODNOJ. s TAKIMI NEPRIQTNOSTQMI MY BUDEM BOROTXSQ. mY WIDIM, ^TO NERAWENSTWO L^C_B ⪯ LB NEWERNO DLQ MER SLOVNOS- TI FORMUL. pO“TOMU MY BUDEM EGO DOKAZYWATX DLQ MER SLOVNOSTI

— 12 —

lEKCIQ 2 (11.10.06)

FUNKCIJ (!). nA[A CELX — POKAZATX, ^TO Ls_B (f) 6 c1LB(f) + c2, GDE KONSTANTY c1 I c2 ZAWISQT TOLXKO OT BAZISA B.

pRISTUPIM K DOKAZATELXSTWU. rASSMOTRIM DLQ DANNOJ FUNK- CII f MINIMALXNU@ FORMULU F0 W SMYSLE STANDARTNOJ MERY (LB ), T. E. L(F0) = LB(f). w BAZISE B MOGUT BYTX NE WSE KONSTANTY, PO“- TOMU MY RAS[IRIM BAZIS. oPREDELIM ZAMYKANIE BAZISA.

sNA^ALA DADIM E]¡ ODNO OPREDELENIE. dWE FUNKCII OT ODNO- GO ^ISLA PEREMENNYH f(x1, . . . , xn) I g(x1, . . . , xn) NAZYWA@TSQ OBOB-

]ËNNO-ODNOTIPNYMI (O.-O.), ESLI ODNU MOVNO POLU^ITX IZ DRUGOJ

SLEDU@]IMI OPERACIQMI:

1) PERESTANOWKA PEREMENNYH;

2) ”NAWE[IWANIE” OTRICANIQ NA PEREMENNU@ (x_i → x_i); 3) ”NAWE[IWANIE” OTRICANIQ NA FUNKCI@ (f → f).

—TO PONQTIE I W DALXNEJ[EM BUDET ^ASTO ISPOLXZOWATXSQ. pO- QSNIM GEOMETRI^ESKIJ SMYSL O.-O. pROSTO ODNOTIPNOSTX (SOOTWET- STWU@]AQ SW-WAM 1 I 2) GEOMETRI^ESKI “KWIWALENTNA TOMU, ^TO NA BULEWOM KUBE WRA]ENIEM (DWIVENIEM) KUBA MOVNO PEREWESTI ODNU FUNKCI@ W DRUGU@. w O.-O. DOBAWLQETSQ WOZMOVNOSTX IZMENQTX WSE ZNA^ENIQ FUNKCII NA PROTIWOPOLOVNYE (0 ↔ 1).

rIS. 2 rIS. 3

rIS. 4

nA RIS. 2–4 NEZAKRA[ENNYE KRUVKI SOOTWETSTWU@T ZNA^ENI@ 0, A ZAKRA[ENNYE — 1. fUNKCII & I ↓ ODNOTIPNY (POWOROT NA 180^∘), A FUNKCII & I ∨ O.-o. (POWOROT I ZAMENA ZNA^ENIJ), NO NE ODNOTIPNY.

— 13 —

gLAWA I. wWEDENIE

nAKONEC, OPREDELIM [B] — ZAMYKANIE BAZISA B. mNOVESTWO [B] POLU^AETSQ IZ B S POMO]X@ SLEDU@]IH DWUH OPERACIJ:

1) DLQ L@BOJ f BER¡M WSE EE PODFUNKCII, T. E. f(x1, . . . , xn) → f(x_1, . . . , c_i, . . . , x_n); 2) DLQ L@BOJ POLU^ENNOJ f BER¡M WSE O.-O. S NEJ. pRIWED¡M PRIMERY.

1) B_0 = {&, ∨, ¬}, [B_0] = {(x^σ y^τ )^π , c, x^c 0 } ( x^σ = { x, σ = 0; x, σ = 1. ) wSEGO W [B0] 12 FUNKCIJ: 8 NELINEJNYH I E]E 4.

2) B^′ = {/} ([TRIH –EFFERA). tAK KAK x/y = xy, TO PRI y =

1 POLU^IM x. w ITOGE [B^′] = [B0]. —TO NE SLU^AJNYJ FAKT (KAK WYQSNITSQ POZVE). aLGORITMI^ESKIJ KRITERIJ SRAWNENIQ BAZISOW

[16]ZWU^IT TAK: BAZISY “KWIWALENTNY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

IH QDRA (Ker) SOWPADA@T (W DANNOM SLU^AE Ker PO^TI SOWPADAET S ZAMYKANIEM).

pRODOLVIM DOK-WO. u NAS ESTX MINIMALXNAQ FORMULA S TO^KI ZRENIQ STANDARTNOJ MERY. pREOBRAZUEM E¡, PEREJDQ K ZAMYKANI@ BAZISA [B]. pOLEZNO RASSMOTRETX TAKOE PONQTIE KAK DEREWO FORMU- LY. kAVDOJ FORMULXNOJ PEREMENNOJ I FUNKCIONALXNOMU SIMWOLU SOOTWETSTWUET WER[INA DEREWA (SM. RIS. 5).

rIS. 5

dEREWO OTRAVAET PROCESS POSTROENIQ FORMULY. pRIWEDEM PRI- MER DLQ ILL@STRACII: FORMULE &(x, ∨(y, ¬(z)) SOOTWETSTWUET DERE- WO NA RIS. 6.

— 14 —

lEKCIQ 2 (11.10.06)

rIS. 6

w ^EM SOSTOIT NA[A CELX? mY HOTIM ISKL@^ITX NEVELATELX- NYE CEPO^KI IZ FUNKCIJ ODNOGO ARGUMENTA f(g(h(. . .))) (SM. RIS. 7) I KONSTANTY.

rIS. 7

s “TOJ CELX@ BUDEM PROWODITX S FORMULOJ F0 SLEDU@]IE PRE- OBRAZOWANIQ, REZULXTAT KOTORYH OBOZNA^IM ^EREZ F1.

1) eSLI GDE-TO WSTRETILASX KONSTANTA, MY UDALIM E¡, ZAMENIW FUNKCI@, GDE ARGUMENTOM QWLQETSQ DANNAQ KONSTANTA, E¡ PODFUNK- CIEJ IZ [B], NAPRIMER: f(0, x, g(1, y)) → f|_{x1=0}(x, g|_{x1=1}(y)). 2) tEPERX UDALIM FUNKCII ODNOGO ARGUMENTA (NE WSEGDA “TO MOVNO SDELATX, NO OSTAETSQ KONE^NOE (!) ^ISLO SLU^AEW, KOGDA “TO NEWOZMOVNO). pUSTX g ∈ {0, 1, x, x}; ESLI g(x) ≡ const, TO SLU^AJ SWO- DITSQ K P. 1; ESLI g(x) ≡ x, TO PROSTO UDALIM FUNKCI@ g. oSTAETSQ SLU^AJ g(x) ≡ x. zDESX WOZMOVNY DWE SITUACII.

A) oTRICANIE PRIMENQETSQ K PEREMENNOJ (RIS. 8). tOGDA OTRI- CANIE SPUSKAEM NIVE; ONO POGLO]AETSQ PREDYDU]EJ FUNKCIEJ f, KOTORAQ PREWRA]AETSQ W FUNKCI@ f^′(. . . , x) = f(. . . , x):

rIS. 8

— 15 —

gLAWA I. wWEDENIE

B) oTRICANIE PRIMENQETSQ K PODFORMULE, NO NE K PEREMENNOJ (RIS. 9). tOGDA OTRICANIE ”NAWE[IWAEM” NA WS@ FUNKCI@:

rIS. 9

kOGDA NI ODNO IZ PREOBRAZOWANIJ NE PRIMENIMO, A CELX NE DO- STIGNUTA? w SLU^AQH, ESLI F0 = const ILI F0 = ¬(xi). sLEDOWATELX- NO, ESTX TRI WOZMOVNYH ISHODA PREOBRAZOWANIJ:

A) c; B) xi; W) FORMULA F1, NE SODERVA]AQ KONSTANT I FUNKCIJ ODNOGO AR- GUMENTA.

tEPERX DLQ F1 MOVNO DOKAZATX NUVNU@ OCENKU O SRAWNENII MER SLOVNOSTI L I L^C . rASSMOTRIM DEREWO FORMULY F1. mY BUDEM IS- POLXZOWATX FAKTY IZ TEORII GRAFOW (tg). w tg ESTX PONQTIE STE-

PENI WER[INY: d(v) — ^ISLO REBER, INCIDENTNYH WER[INE v.

rASSMOTRIM SLU^AJ W). tOGDA W DEREWE ESTX LISTOWYE WER[INY (T. E. WER[INY, DLQ KOTORYH d(v) = 1), W LISTXQH NAHODQTSQ PERE- MENNYE I DLQ L@BOJ WER[INY v, ZA ISKL@^ENIEM KORNQ, d(v) ≠ 2 (SM. RIS. 10).

rIS. 10

a DLQ TAKOGO TIPA DEREWXEW ESTX ”HORO[IE” OCENKI. wOSPOLX- ZUEMSQ NEKOTORYMI FORMULAMI IZ tg: 1) ∑ v d(v) = 2E (FORMULA —JLERA, E — ^ISLO REBER);

2) W DEREWE V = E + 1 (V — ^ISLO WER[IN).

— 16 —

lEKCIQ 2 (11.10.06)

nAM NADO DOKAZATX, ^TO Ls (F1) 6 c1L(F1) + c2. wWEDEM OBOZNA- ^ENIQ: L — ^ISLO LISTOWYH WER[IN (SLOVNOSTX FORMULY F1), L^c — ^ISLO NELISTOWYH WER[IN (L^C (F1)). tOGDA L + L^c = V — OB]EE ^ISLO WER[IN. pRIMENIM FORMULY tg I PREOBRAZUEM, U^ITYWAQ, ^TO STEPENX KORNQ MOVET RAWNQTXSQ DWUM:

2L + 2L^c − 2 = 2(V − 1) = 2E = ∑ v d(v) > 1 · L + 2 + 3(L^c − 1),

2L + 2L^c − 2 > L + 2 + 3L^c − 3, L^c 6 L − 1. zAMETIM, ^TO ESLI BAZIS SOSTOIT IZ DWUMESTNYH FUNKCIJ, TO WERNO PROSTO RAWENSTWO.

wOZWRATIMSQ K BAZISU B. a IMENNO, PREOBRAZUEM FORMULU F1 W FORMULU F2 W BAZISE B, NE NAMNOGO UWELI^IW E¡ SLOVNOSTX L^C (ZAMETIM, ^TO PRI PEREHODE OT F0 K F1 PEREMENNYE MY NE UDALQ- LI, PO“TOMU SLOVNOSTX L NE MENQLASX). rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ NELISTOWU@ WER[INU DEREWA FORMULY F1; PUSTX EJ SOOTWETSTWUET FUNKCIQ f ∈ [B]. tOGDA f(x_1, . . . , x_k ) = g^σ (x^{σ1}_1 . . . , x^{σk}_k , c_{k+1}, . . . , c_n), g ∈ B. (1) pREOBRAZUEM OKRESTNOSTX DANNOJ WER[INY W SOOTWETSTWII S RA- WENSTWOM (1): ZAMENIM FUNKCI@ W WER[INE NA g; DOBAWIM NOWYE LIS- TOWYE WER[INY, SOOTWETSTWU@]IE KONSTANTAM ck+1, . . . , cn, I R¡BRA, WEDU]IE K NIM; NA WSEH R¡BRAH, SOOTWETSTWU@]IH PEREMENNYM S OTRICANIQMI, WWED¡M PO NOWOJ WER[INE I POMETIM IH FUNKCIQMI OTRICANIQ; NAKONEC, ESLI NA FUNKCI@ g ”NAWE[ENO” OTRICANIE, TO WWED¡M NOWU@ WER[INU NIVE DANNOJ, POMETIW E¡ OTRICANIEM. wESX PROCESS PREOBRAZOWANIQ, WKL@^AQ I POSLEDU@]IE [AGI, IZOBRAV¡N NA RIS. 11.

— 17 —

gLAWA I. wWEDENIE

rIS. 11

pROWEDQ UKAZANNOE PREOBRAZOWANIE DLQ KAVDOJ NELISTOWOJ WER- [INY, MY POLU^IM FORMULU NAD BAZISOM B ∪ {0, 1, ¬}. oDNAKO, KON- STANTY I OTRICANIE NE OBQZATELXNO SODERVATSQ W B, PO“TOMU PRO- DOLVIM PREOBRAZOWANIQ. w SILU POLNOTY BAZISA, KONSTANTY WYRA- VA@TSQ W N¡M. pO“TOMU ESTX FORMULY Φ0, Φ1 W B TAKIE, ^TO Φ0 ≡ 0,

Φ_1 ≡ 1. zAMENIM WS@DU W DEREWE KONSTANTY S NA SOOTWETSTWU@]IE

PODDEREWXQ Φc.

dALEE, OTRICANIE TOVE WYRAVAETSQ NEKOTOROJ FORMULOJ W B, NO NAM PODOJD¡T TOLXKO TAKAQ FORMULA Φx, Φx ≡ x, W KOTORU@ PEREMEN- NAQ x WHODIT ROWNO ODIN RAZ (INA^E PRID¡TSQ DUBLIROWATX PODDERE- WXQ, SOOTWETSTWU@]IE ARGUMENTU OTRICANIQ, ^TO MOVET PRIWESTI K SU[ESTWENNOMU ROSTU SLOVNOSTI).

pOSTROIM FORMULU Φx. dLQ “TOGO WSPOMNIM TEOREMU pOSTA: W L@BOM (POLNOM) BAZISE ESTX NEMONOTONNAQ FUNKCIQ, T. E. SU]ESTWUET TAKAQ φ ∈ B, ^TO ∃c_1, . . . , c_n: φ(c_1, . . . , 0, . . . , c_n) = 1, φ(c_1, . . . , 1, . . . , c_n) = 0. tOGDA_{φ(c} 1, . . . , x, . . . , c_n) = x. nAKONEC, POLOVIM

Φ_x = φ(Φ_{c1} , . . . , x, . . . , Φ_{cn} )

(ESLI W FORMULY Φc_i WHODIT PEREMENNAQ x, TO MY E¡ W “TIH FORMULAH ZAMENIM DRUGOJ (x → y) DLQ TOGO, ^TOBY x WHODILA TOLXKO ODIN RAZ).

— 18 —

lEKCIQ 3 (18.10.06)

wSE FUNKCII OTRICANIQ W NA[EM DEREWE ZAMENIM NA PODDERE- WXQ Φx, A IMENNO, KAVDOE OTRICANIE PREDSTAWLQET SOBOJ WER[INU STEPENI 2 S ODNIM WHODQ]IM I ODNIM ISHODQ]IM REBROM. iZMENIM FUNKCI@ W “TOJ WER[INE NA φ, DOBAWIM NOWYE ISHODQ]IE R¡BRA I PODWESIM K NIM PODDEREWXQ Φc_i , SOOTWETSTWU@]IE KONSTANTAM.

pODWED¡M ITOG NA[IM PREOBRAZOWANIQM F1 → F2. w KAKOE MAK- SIMALXNOE ^ISLO FUNKCIONALXNYH SIMWOLOW (NELISTOWYH WER[IN) W FORMULE F2 MOVET RASKRYTXSQ ODNA FUNKCIQ f IZ FORMULY F1? oBOZNA^IM c^′ = max{L^C_B(Φ0), L^C_B (Φ1), L^C_B(Φx)}. kOGDA MY WMESTO KONSTANT ck+1, . . . , cn PODSTAWIM REALIZU@]IE IH Φc_i (SM. (1)), SLOV- NOSTX L^C UWELI^ITSQ NA NE BOLEE ^EM NA (n − k)c^′. pRI “TOM MOVET WOZNIKNUTX MAKSIMUM (k + 1) OTRICANIE, A KAVDOE OTRICANIE RAS- KRYWAETSQ W NE BOLEE, ^EM c^′ FUNKCIJ.

iTOGO, KAVDAQ FUNKCIQ IZ F1 MOVET RASKRYTXSQ NE BOLEE, ^EM W_{1 + (n − k)c′ + (k + 1)c′}

6 (n + 2)c^′ 6 (n(B) + 2)c^′ = c^{′′}

FUNKCIJ W FORMULE F2. zAMETIM, ^TO MY RASSMOTRELI SLU^AJ W). w SLU^AQH A) I B) KO“FFICIENT UWELI^ENIQ 6 c^′ 6 c^{′′}. pO“TOMU

L^C_B (f) 6 Ls (F_2) 6 c^{′′}Ls (F_1) 6

6 c^{′′}(L(F1) + 1) = c^{′′}(L(F0) + 1) = c^{′′}(LB (f) + 1).

sLEDOWATELXNO, Ls_B ⪯ LB . mY DOKAZALI LEMMU:

lEMMA 1. ∀B Lo_B ∼ Ls_B ∼ LB .

lEKCIQ 3 (18.10.06)

mY PRODOLVIM DOKAZATELXSTWO NESLOVNYH (T. E. NE ISPOLXZU@- ]IH NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI) UTWERVDENIJ O SRAWNENII BAZISOW. oB]EE ZAGLAWIE SEGODNQ[NEJ LEKCII — BESPOWTORNOSTX.

~TO TAKOE BESPOWTORNAQ FORMULA? pUSTX FUNKCIQ f(x1, . . . , xn) ZADANA FORMULOJ F , T. E. F ≡ f(x1, . . . , xn). kAKIE-TO PEREMENNYE W FORMULE MOGUT BYTX NESU]ESTWENNYMI, T. E. F REALIZUET f S TO^- NOSTX@ DO UDALENIQ NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH.

— 19 —

gLAWA I. wWEDENIE

oPREDELENIE. fORMULA F BESPOWTORNA, ESLI KAVDAQ IZ EË

SU]ESTWENNYH PEREMENNYH WHODIT W F ROWNO 1 RAZ.

pRIWED¡M PRIMERY BESPOWTORNYH I NE QWLQ@]IHSQ TAKOWYMI FORMUL. bESPOWTORNYE FORMULY:

1) x & x [= 0]; x — NESU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ, KOLI^ESTWO

NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH MOVET BYTX L@BYM, PO“TOMU DANNAQ FORMULA QWLQETSQ BESPOWTORNOJ;

2) y ∨ x & x [= y] (ANALOGI^NO).

nE BESPOWTORNYE FORMULY:

1) x ∨ x & x [= x]; SU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ x WHODIT 3 RAZA.

kAK PREWRATITX “TU FORMULU W BESPOWTORNU@? zAMENIM NEKOTORYE x NA y (x → y): x ∨ y & y. eSLI BY W BAZISE BYLI KONSTANTY, MOVNO BYLO BY ZAMENITX WSE NESU]ESTWENNYE PEREMENNYE IMI.

oPREDELENIE. fUNKCIQ f BESPOWTORNO WYRAZIMA (≡ REALIZU-

ETSQ) W BAZISE B, ESLI NAJDËTSQ BESPOWTORNAQ FORMULA W BAZISE B, KOTORAQ REALIZUET f.

pRIMERY.

1) B– = {/}. rEALIZUETSQ LI BESPOWTORNO x W “TOM BAZISE? wY-

RAZIM OTRICANIE: x = x/x. —TA FORMULA NE QWLQETSQ BESPOWTORNOJ. nE O^EWIDNO, MOVNO LI PRED˙QWITX BESPOWTORNU@ FORMULU. nADO ISPOLXZOWATX NESU]ESTWENNYE PEREMENNYE.

kONSTANTY MOVNO WYRAZITX BESPOWTORNO, POSKOLXKU BAZIS POL- NYJ I WHODQ]IE W FORMULU DLQ KONSTANTY PEREMENNYE NE QWLQ@TSQ SU]ESTWENNYMI. tAK KAK x & y = x/y, TO 1 = x/x = x/(x/x). oTRICANIE MOVNO WYRAZITX SLEDU@]IM OBRAZOM x = x/1. tOGDA, U^ITYWAQ PREDSTAWLENIE 1 ^EREZ / I ZAMENQQ NESU]ESTWENNU@ PE- REMENNU@ x NA z, POLU^AEM BESPOWTORNU@ FORMULU DLQ x W BAZISE B– : x = x/(z/(z/z)). — 20 —

lEKCIQ 3 (18.10.06)

2) fUNKCIQ x ⊕ y BESPOWTORNO NE WYRAVAETSQ NI W B– , NI W

B_0. pO^EMU? pREDPOLOVIM PROTIWNOE. pUSTX ONA WYRAVAETSQ BES-

POWTORNO W B0. pODSTAWIM W BESPOWTORNU@ FORMULU WMESTO NESU- ]ESTWENNYH PEREMENNYH KONSTANTY I WOSPOLXZUEMSQ PRAWILAMI SO- KRA]ENIQ:_{x & 1 = x, x & 0 = 0,} I T. D.

w ITOGE, MY POLU^IM FORMULU, SODERVA]U@ TOLXKO DWE SU]EST- WENNYE PEREMENNYE I IME@]U@ WID (x^σ ∘ y^π)^σ , GDE ∘ ESTX & ILI ∨. —TA FORMULA REALIZUET NELINEJNU@ FUNKCI@. pROTIWORE^IE. sLE- DOWATELXNO, LINEJNAQ FUNKCIQ BESPOWTORNO NEWYRAZIMA W BAZISE B0. —TO PRI^INA TOGO, ^TO B1 NE “KWIWALENTEN B0 (W DALXNEJ[EM OB “TOM BUDET SFORMULIROWANA TEOREMA).

~EM HORO[A BESPOWTORNOSTX? sRAWNIM DWA BAZISA: B0 I B– . mY HOTIM DOKAZATX, ^TO B– ⪯ B0. rASKRYWAQ OPREDELENIE ⪯, NE- OBHODIMO DOKAZATX SLEDU@]EE: ∀f L_B–(f) 6 CL_{B0} (f) + D. kAKOW ESTESTWENNYJ PUTX DOKAZATELXSTWA? pO FORMULE F , REA- LIZU@]EJ f W BAZISE B0, MY DOLVNY POSTROITX FORMULU G W BAZISE B– TAK, ^TOBY_{L(G)} 6 CL(F ) + D. eSLI MY WOSPOLXZUEMSQ SLEDU@]EJ (NE BESPOWTORNOJ) FORMULOJ, WY- RAVA@]EJ KON˙@NKCI@ ^EREZ FUNKCI@ –EFFERA:

F_1 & F_2 = (F_1/F_2)/(F_1/F_2),

TO SLOVNOSTX FORMULY MOVET WOZRASTI BOLEE, ^EM W KONSTANTU RAZ, TAK KAK NA KAVDOM QRUSE MY DOLVNY UDWAIWATX PODFORMULY F1 I

F_2, A ^ISLO QRUSOW MOVET BYTX NEOGRANI^ENO.

bESPOWTORNAQ FORMULA TAKOGO “FFEKTA NE PROIZWODIT. sFORMU- LIRUEM LEMMU, DA@]U@ OSNOWNOJ PRIZNAK SRAWNENIQ BAZISOW. —TO, NAWERNOE, SAMAQ PERWAQ LEMMA, SFORMULIROWANNAQ W RABOTE sUBBO- TOWSKOJ [11]PO “TOJ PROBLEMATIKE I DOKAZANNAQ, PO EE SLOWAM, lUPA- NOWYM.

— 21 —

gLAWA I. wWEDENIE

lEMMA 2. pUSTX DANY BAZISY B1 I B2. eSLI ∀f ∈ B2 f BESPO-

WTORNO WYRAZIMA W B_1, TO B_1 ⪯ B_2.

dOKAZATELXSTWO. kAK MY UVE GOWORILI, BUDEM STROITX PO FORMULE F NAD BAZISOM B2, REALIZU@]EJ FUNKCI@ f, FORMULU G NAD BAZISOM B1. dLQ UDOBSTWA DOKAZATELXSTWO PROWEDEM W MERE SLOV- NOSTI Ls , T. E. POKAVEM, ^TO

Ls_{(G)} 6_c′_Ls_{(F )}

I WOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ 1.

pUSTX F = f(F1, . . . , Fk ), GDE f ∈ B2. pO USLOWI@, f BESPOWTORNO WYRAZIMA W B1, T. E. ESTX BESPOWTORNAQ W B1 FORMULA H TAKAQ, ^TO

f(x_1 . . . x_k) ≡ H(x_1, . . . , x_k, z), GDE z — NESU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ.

tOGDA MY ZAMENIM F FORMULOJ H(F1, . . . , Fk, z); z MOVNO WYBRATX TAK, ^TOBY ONA NE SOWPADALA S DRUGIMI PEREMENNYMI. pRIMENIM “TU OPERACI@ REKURSIWNO K F1, . . . , Fk.

kAK PRI “TOM IZMENITSQ SLOVNOSTX Ls ? oDIN FUNKCIONALX- NYJ SIMWOL ZAMENITSQ NA KONSTANTNOE ^ISLO DRUGIH FUNKCIONALX- NYH SIMWOLOW. w ITOGE, TAK KAK BAZIS SOSTOIT IZ KONE^NOGO ^ISLA FUNKCIJ, POLU^IM Ls_{B1} ⪯ Ls_{B2} . nAKONEC, WOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ 1:

L_{B1} ∼ Ls_{B1} ⪯ L^C_{B2} ∼ L_{B2} . �

iZWLE^¡M SLEDSTWIQ IZ POLU^ENNOGO REZULXTATA. sNA^ALA NE- MNOGO ZABEVIM WPER¡D: BOLEE SILXNOGO PRIZNAKA NET. w KONE^NOM S^ETE, SPRAWEDLIWA

oSNOWNAQ TEOREMA. B1 ⪯ B2 ↔ ∀f ∈ B2 f BESPOWTORNO WY-

RAZIMA W B_1.

e¡ DOKAZATELXSTWO ZANIMAET NESKOLXKO DESQTKOW STRANIC [16]. dOKAZANA ONA BYLA POSTEPENNO S 1996 PO 1999 GG. [14, 15] pRODEMONSTRIRUEM PRIMENENIE LEMMY 2. sRAWNIM DWA BAZISA:

B_0 I B– . pOSKOLXKU x/y = x & y, TO FUNKCIQ / BESPOWTORNO WYRA-

ZIMA W B0, A ZNA^IT, B0 ⪯ B– .

tEPERX, NAOBOROT, WYRAZIM BESPOWTORNO ^EREZ FUNKCI@ –EF- FERA “LEMENTY BAZISA B0, T. E. &, ∨, ¬. bESPOWTORNU@ FORMULU DLQ

— 22 —

lEKCIQ 3 (18.10.06)

OTRICANIQ MY UVE STROILI: x = x/1 = x/(z/(z/z)). kON˙@NKCIQ WYRAVAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: x & y = x/y.

pOSKOLXKU ”[TRIH” I OTRICANIE PREDSTAWLQ@TSQ BESPOWTORNY- MI FORMULAMI, TO I KOMPOZICIQ TAKIH FORMUL ESTX BESPOWTORNAQ FORMULA. —TO UTWERVDENIE MOVNO SFORMULIROWATX BOLEE STROGO: BESPOWTORNAQ KOMPOZICIQ BESPOWTORNYH FORMUL BESPOWTORNA. pO“- TOMU I DIZ˙@NKCI@ MOVNO PREDSTAWITX BESPOWTORNOJ FORMULOJ W SILU x ∨ y = x & y. sLEDOWATELXNO, B– ⪯ B0 I B– ∼ B0.

tAK VE MOVNO POKAZATX, ^TO B1 = B0 ∪ {⊕} ∼ P2(2). w ODNU STORONU DOKAZATELXSTWO O^EWIDNO, POSKOLXKU B1 WLOVEN W P2(2). w DRUGU@ — NADO POKAZATX, ^TO L@BU@ DWUMESTNU@ FUNKCI@ MOVNO WYRAZITX ^EREZ B1. kAKIE BYWA@T DWUMESTNYE FUNKCII? lINEJNYE I NELINEJNYE. nELINEJNYE FUNKCII MOVNO BESPOWTORNO WYRAZITX W

B_0. a DLQ LINEJNYH PONADOBITSQ TAKVE ⊕. dLQ ODNOMESTNYH FUNK-

CIJ WS¡ E]¡ O^EWIDNEE.

wOOB]E, ESLI OGRANI^ITXSQ BAZISAMI B TAKIMI, ^TO B ⊆ P2(2), TO IMEETSQ WSEGO DWA KLASSA “KWIWALENTNOSTI: BAZISY, “KWIWALENT- NYE B0, I “KWIWALENTNYE B1. tO^NEE, MY POKA NE MOVEM NI^EGO SKA- ZATX, KAK SOOTNOSQTSQ MEVDU SOBOJ BAZISY B0 I B1. lEMMA 2 ZDESX NE POMOGAET, I NUVNY BOLEE SLOVNYE WE]I, SWQZANNYE S NIVNIMI OCENKAMI SLOVNOSTI.

eSLI OGRANI^ITXSQ P2(3), TO UVE BUDET 40 KLASSOW “KWIWALENT- NOSTI. wOOB]E, ^ISLO “TIH KLASSOW RAST¡T O^ENX BYSTRO — KAK ”TROJNAQ” “KSPONENTA (2^{22n} ). i KAK OPISYWATX “TI KLASSY, NEQSNO. nA^ALXNYE QRUSY E]E MOVNO KAK-TO OPISATX, A DALX[E?..

pRODOLVIM WYWODITX SLEDSTWIQ IZ LEMMY 2. pO^EMU BAZIS B0 MAKSIMALEN?

lEMMA 3. ∀B B ⪯ B0.

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU x∨y = x & y, NAM DOSTATO^NO PO- KAZATX, ^TO MOVNO BESPOWTORNO WYRAZITX W L@BOM BAZISE KON˙@NK- CI@ I OTRICANIE. pO^EMU OTRICANIE BESPOWTORNO WYRAZIMO W B? sNA^ALA WYRAZIM KONSTANTY: ONI BESPOWTORNO WYRAZIMY PO OPRE- DELENI@. pUSTX ONI WYRAVA@TSQ W BAZISE B FORMULAMI Φ0 I Φ1.

— 23 —

gLAWA I. wWEDENIE

dALEE, POSKOLXKU BAZIS POLNYJ, W N¡M ESTX NEMONOTONNAQ FUNK- CIQ f. —TO OZNA^AET, ^TO ∃i, c_1, . . . , c_n f(c_1, . . . , 0, . . . , c_n) > f(c_1, . . . , 1, . . . , c_n). tOGDA x = f(c_1, . . . ,^ix, . . . , c_n) = f(Φ_{c1} , . . . , x, . . . , Φ_{cn} ). kAK BESPOWTORNO WYRAZITX KON˙@NKCI@? mOVNO SOSLATXSQ NA TEOREMU pOSTA IZ U^EBNIKA qBLONSKOGO [23]. mY POLXZUEMSQ TEM FAKTOM, ^TO BAZIS POLNYJ I TOGDA W N¡M ESTX NELINEJNAQ FUNKCIQ I TEM, ^TO L@BU@ FUNKCI@ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE POLINOMA vEGALKINA.

pREDSTAWIM NELINEJNU@ FUNKCI@ f ∈ B W TAKOM WIDE:

f(x_1, . . . , x_n) = c_0 ⊕ c_1x_1 ⊕ . . . ⊕ c_nx_n ⊕ x_1x_2 . . . x_k ⊕ . . . ,

T. E. U NE¡ ESTX LINEJNAQ ^ASTX, MINIMALXNYJ PO DLINE NELINEJNYJ MONOM (ZDESX ON SOSTOIT DLQ UDOBSTWA IZ PERWYH k, k > 2, PEREMEN- NYH) I DRUGIE MONOMY.

pODSTAWIM WMESTO POSLEDNIH (n − k) PEREMENNYH NULI, T. E. PO- LOVIM xk+1 = . . . = xn = 0. tOGDA OSTANETSQ LI[X LINEJNAQ ^ASTX I ODIN MONOM DLINY k. zATEM POLOVIM x3 = . . . = xk = 1. pOLU^IM

x_1x_2 ⊕ c_1x_1 ⊕ c_2x_2 ⊕ c_0. a “TO ESTX FUNKCIQ (x^σ_1 & x^π_2 )^τ . iZ NE¡ MOVNO

POLU^ITX, POSKOLXKU U NAS UVE ESTX OTRICANIE, &, A ZATEM I ∨. � e]¡ NESLOVNYE FAKTY. mY WWELI PONQTIE ZAMYKANIQ BAZI- SA. sLEDU@]EE UTWERVDENIE ^ASTO ISPOLXZUETSQ PRI DOKAZATELXSTWE NIVNIH OCENOK.

uTWERVDENIE. B ∼ [B].

dOKAZATELXSTWO. w ODNU STORONU O^EWIDNO, TAK KAK B ⊆ [B] I L_{[B]} 6 LB . dLQ DOKAZATELXSTWA W DRUGU@ STORONU WOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ 2. kAK WYGLQDIT PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ IZ ZAMYKANIQ B? ∀f ∈ [B] f ≡ φ^σ (x^{σ1}_1 , . . . , x^{σk}_k , c_{k+1}, . . . , c_n), GDE φ ∈ B. pOSKOLXKU φ ∈ B, KONSTANTY I OTRICANIE BESPOWTORNO WYRAZIMY W L@BOM POLNOM BAZISE, TO f BESPOWTORNO WYRAZIMA W B, SLEDOWATELX- NO, LB ⪯ L_{[B]}. �

— 24 —

lEKCIQ 3 (18.10.06)

dALEE, PUSTX U NAS ESTX DWA BAZISA. kAK IH SRAWNITX? kAK UZNATX, WYRAZIM LI BESPOWTORNO ODIN BAZIS ^EREZ DRUGOJ? eSTX LI TAKOJ ALGORITM? pOSKOLXKU S HODU NEPONQTNO, KAK NAM DEJSTWOWATX, W SILU TOGO, ^TO NESU]ESTWENNYH PEREMENNYH MOVET BYTX SLI[- KOM MNOGO. oKAZYWAETSQ, MOVNO DATX ALGORITMI^ESKIJ KRITERIJ, ISPOLXZUQ PONQTIE QDRA BAZISA. dAWAJTE WWED¡M “TO PONQTIE. oNO SWQZANO S PONQTIEM PROSTOJ FUNKCII.

sNA^ALA OPREDELIM, ^TO TAKOE RAZLOVIMAQ FUNKCIQ. fUNKCIQ f NAZYWAETSQ RAZLOVIMOJ, ESLI ∃φ, ψ f(x_1, . . . , x_n) ≡ ψ(φ(x_{i1} , . . . , x_{ik} ), x_{ik+1} , . . . , x_{in} ), GDE k > 2, k < n I (i1, . . . , in) — PERESTANOWKA NABORA (1, . . . , n).

pRIMER RAZLOVIMOJ FUNKCII: x ∨ yz = ∨(&(y, z), x). pRIMER NERAZLOVIMOJ FUNKCII: m(x, y, z) = xy ∨ xz ∨ yz (POKA MY NE MO- VEM “TO DOKAZATX). wPERWYE NERAZLOVIMYE FUNKCII UPOMINA@TSQ, WOZMOVNO, W RABOTE kUZNECOWA [3].

tEPERX, SKAVEM, ^TO f — PROSTAQ, ESLI:

1) f SU]ESTWENNO ZAWISIT OT WSEH PEREMENNYH; 2) f NERAZLOVIMA.

oPREDELENIE. qDROM BAZISA B (Ker(B)) NAZYWAETSQ MNOVES-

TWO WSEH PROSTYH FUNKCIJ IZ ZAMYKANIQ BAZISA: Ker(B) = {f ∈ [B]: f — PROSTAQ}. sLEDSTWIE IZ OSNOWNOJ TEOREMY.

B_1 ⪯ B_2 ↔ Ker(B_2) ⊆ Ker(B_1).

pONQTNO, ^TO QDRO STROITSQ “FFEKTIWNO. iMEEM LAKONI^NYJ KRITERIJ, K TOMU VE ALGORITMI^ESKIJ. sRAWNENIE SLOVNOSTNYH HA- RAKTERISTIK BAZISOW SWODITSQ K TEORETIKO-MNOVESTWENNOMU WLOVE- NI@.

— 25 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

lEKCIQ 4 (8.11.06)

—TA LEKCIQ NA^INAET NOWYJ CIKL, POSWQ]¡NNYJ NIVNIM OCEN- KAM SLOVNOSTI. pREDYDU]IE TRI MOVNO RASSMATRIWATX KAK OB[IR- NOE WWEDENIE, W KOTOROM, PO SU]ESTWU, SLOVNYH, SERX¡ZNYH DOKAZA- TELXSTW NE BYLO.

sEGODNQ BUDET PERWOE DOKAZATELXSTWO, PRAWDA, NE O^ENX SLOV- NOE, POSKOLXKU “TO SAMAQ PERWAQ NELINEJNAQ NIVNQQ OCENKA, KO- TORAQ WOOB]E BYLA POLU^ENA ZA WS@ ISTORI@ I, RAZUMEETSQ, ONA DOKAZYWAETSQ NE O^ENX SLOVNO. —TO IZWESTNAQ TEOREMA sUBBOTOW- SKOJ [10]O TOM, ^TO SLOVNOSTX LINEJNOJ FUNKCII W KLASSE π-SHEM, T. E. PARALLELXNO-POSLEDOWATELXNYH KONTAKTNYH SHEM, ILI, ^TO TO VE SAMOE, W KLASSE FORMUL W BAZISE B0, NELINEJNA, A IMENNO, RAST¡T PO PORQDKU NE MENX[E, ^EM n^{3/2}.

wNA^ALE IZLOVIM DOKAZATELXSTWO, A ZATEM BUDEM OBSUVDATX WE- ]I ISTORI^ESKOGO PLANA, POTOMU ^TO PROBLEMA NAHOVDENIQ SLOV- NOSTI LINEJNOJ FUNKCII W KLASSE π-SHEM — “TO SAMOSTOQTELXNAQ ZADA^A, INTERESNAQ I S TO^KI ZRENIQ ISTORII MATEMATIKI. nA QZYKE SRAWNENIQ BAZISOW MY USTANOWIM SU]ESTWOWANIE NE“KWIWALENTNYH BAZISOW, A IMENNO, POKAVEM, ^TO B1 = B0 ∪ {⊕} ≺ B0 = {&, ∨, ¬} (RANEE MY DOKAZALI, ^TO B1 ⪯ B0). —TO MY SDELAEM SLEDU@]IM OB- RAZOM: RASSMOTRIM LINEJNU@ FUNKCI@ x1 ⊕ . . . ⊕ xn I DOKAVEM, ^TO W BAZISE B0 ONA IMEET NELINEJNU@ SLOVNOSTX.

kAKIM METODOM MY BUDEM “TO DOKAZYWATX? iME@TSQ NEKOTORYE WARIACII. eSTX PERWONA^ALXNOE DOKAZATELXSTWO sUBBOTOWSKOJ: CE- LENAPRAWLENNO WYBIRAETSQ PEREMENNAQ, WYBIRAETSQ KONSTANTA I DE- LAETSQ PODSTANOWKA. eSTX SOWREMENNOE TOLKOWANIE W WEROQTNOSTNOM DUHE: RASSMATRIWAETSQ SLU^AJNAQ PODSTANOWKA, A IMENNO, WSE PERE- MENNYE, NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA, S ODNOJ I TOJ VE WEROQTNOSTX@ ZAMENQ@TSQ KONSTANTAMI 0 ILI 1 ILI S NEKOTOROJ DRUGOJ WEROQTNOS- TX@ OSTA@TSQ PEREMENNYMI. sEJ^AS NA zAPADE RASSUVDA@T ISKL@- ^ITELXNO W TAKOM DUHE [25, 24]. mY WYBEREM NE^TO SREDNEE: BUDEM

— 26 —

lEKCIQ 4 (8.11.06)

KAVDYJ RAZ WYBIRATX ODNU PEREMENNU@ I PODSTAWLQTX WMESTO NE¡ KONSTANTU, NO PEREMENNU@ I KONSTANTU BUDEM WYBIRATX SLU^AJNO.

w ^¡M SOSTOIT IDEQ DOKAZATELXSTWA? —TA OB]AQ IDEQ, POLU^IW- [AQ NAZWANIE ”ZABIWANIE PEREMENNYH”, SOSTOIT W SLEDU@]EM. pRED- POLOVIM, ^TO SLOVNOSTX DANNOJ FUNKCII W BAZISE B0 RAWNA c · n, T. E. KAVDAQ PEREMENNAQ W SREDNEM WHODIT W FORMULU c RAZ. tOGDA WYBEREM SLU^AJNU@ PEREMENNU@ I PODSTAWIM WMESTO NE¡ SLU^AJNU@ KONSTANTU. pRI “TOM WSE WHOVDENIQ “TOJ PEREMENNOJ MY POTERQ- EM, T. E. SLOVNOSTX UMENX[ITSQ NA c. a ZA S^ET TOGO, ^TO NARQDU S “TOJ PEREMENNOJ MY POTERQEM WHOVDENIQ E]¡ I DRUGIH PEREMENNYH, SLOVNOSTX UMENX[ITSQ BOLEE, ^EM NA c. w REZULXTATE SLOVNOSTX BU- DET IMETX NELINEJNYJ ROST.

pO^EMU MY POTERQEM E]¡ KAKIE-TO PEREMENNYE? pOTOMU ^TO, NAPRIMER, PODSTAWIW KONSTANTU 0 WMESTO xi W FORMULU xixj , MY IZ- BAWIMSQ NE TOLXKO OT xi, NO I OT xj . a KOGDA MY DELAEM SLU^AJNU@ PODSTANOWKU, TO S KAKOJ-TO WEROQTNOSTX@ KONSTANTA 0 BUDET POD- STAWLENA WMESTO xi. zNA^IT, MY POTERQEM KAKU@-TO DOL@ DRUGIH PEREMENNYH. wOT, NA MAKROUROWNE, PO^EMU SLOVNOSTX BUDET NELI- NEJNOJ. tEPERX DAWAJTE PROWED¡M “TO RASSUVDENIE PODROBNEE.

pUSTX ESTX NEKOTORAQ FORMULA F W BAZISE B0 I PUSTX WYPOLNE- NY USLOWIQ:

1) L(F ) > 2;

2) F MINIMALXNA (NIKAKIE UPRO]ENIQ W F NEWOZMOVNY, ONA UVE

MAKSIMALXNO UPRO]ENA);

3) W F WHODQT TOLXKO PEREMENNYE x1, . . . , xn (NUVNO DLQ PROWE- DENIQ INDUKCII); 4) ∀c F ≢ c. tEPERX OPREDELIM SLU^AJNU@ PODSTANOWKU. oBOZNA^IM E¡ A. s WEROQTNOSTX@^1_{2n} WMESTO PEREMENNOJ xi PODSTAWLQETSQ KONSTANTA σ:

P (x_i = σ) = 1 2n , 1 6 i 6 n, 0 6 σ 6 1,

T. E. WSEGDA WYBIRAETSQ TOLXKO ODNA PEREMENNAQ, ODNA KONSTANTA, NO ONI WYBIRA@TSQ SLU^AJNO. tAKVE MY BUDEM ISPOLXZOWATX SOBY- TIE xi = ∗. oNO OZNA^AET, ^TO WMESTO xi NI^EGO NE PODSTAWLQETSQ, T. E. KONSTANTA PODSTAWLQETSQ WMESTO KAKOJ-TO DRUGOJ PEREMENNOJ.

— 27 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

sOOTWETSTWENNO, MOVNO RASSMOTRETX FORMULU, KOTORAQ POLU- ^ITSQ W REZULXTATE “TOJ PODSTANOWKI, A IMENNO, F^′ = F |A (W FOR- MULU F PROIZWODITSQ PODSTANOWKA A I ZATEM OSU]ESTWLQ@TSQ WSE- WOZMOVNYE UPRO]ENIQ). w FORMULE F^′ BUDEM DOPUSKATX KONSTANTY, T. E. RASSMATRIWATX E¡ NAD BAZISOM B0 ∪ {0, 1}. zAMETIM, ^TO ES- LI F^′ UDOWLETWORQET USLOWI@ 4), TO OT KONSTANT MOVNO IZBAWITXSQ. oBOZNA^IM LF = L(F ) I L^′_F = L(F^′). pOSLEDNEE WYRAVENIE ESTX SLU^AJNAQ WELI^INA; DLQ NE¡ MY BUDEM RASSMATRIWATX MATOVIDA- NIE M(L^′_F ).

lEMMA 4. pUSTX F UDOWLETWORQET USLOWIQM 1)–4). tOGDA

M(L^′_F ) 6 L_F ( 1 − 3 2n ) . dOKAZATELXSTWO. dOKAZYWATX BUDEM INDUKCIEJ PO POSTROE- NI@ FORMULY F . w KA^ESTWE BAZISA INDUKCII MY NE MOVEM WZQTX PEREMENNU@ POTOMU, ^TO SLOVNOSTX PEREMENNOJ RAWNA 1. pO“TOMU BUDEM RASSMATRIWATX FORMULY WIDA x^σ_i ∘ x^π_j , ∘ ∈ {&, ∨}. w SILU SIM- METRII, DOSTATO^NO RASSMOTRETX FORMULU F = xixj .

wYPI[EM WEROQTNOSTI I PODS^ITAEM SOOTWETSTWU@]IE SLOV- NOSTI. s WEROQTNOSTX@^1_{2n} WMESTO xi PODSTAWLQETSQ 0. tOGDA F^′ = 0,

L^′_F = 0. s WEROQTNOSTX@^1_{2n} WMESTO x_i PODSTAWLQETSQ 1. pOLU^AEM F^′ = x_j , L^′_F = 1. dLQ x_j WS¡ ANALOGI^NO. dALEE, S WEROQTNOSTX@ 1−^2_n

NASTUPAET SOBYTIE xi = ∗, xj = ∗, PRI KOTOROM F^′ = xixj , L^′_F = 2.

tEPERX WS¡ “TO NUVNO PROSUMMIROWATX I NAJTI MATOVIDANIE POLU^ENNOJ SLOVNOSTI. M(L^′_{xixj} ) = 2 ( 1 − 2 n ) + 2 2n = 2 − 3 n = 2 ( 1 − 3 2n ) = L_{xixj} ( 1 − 3 2n ) . iNDUKTIWNYJ PEREHOD. zDESX ESTX NESKOLXKO SLU^AEW. nA^N¡M S TRIWIALXNYH.

1) dOPUSTIM, ^TO F = G. k FORMULE G MY MOVEM PRIMENITX PREDPOLOVENIE INDUKCII. o^EWIDNO, ^TO SLOVNOSTI G I F RAWNY, ONI TAKVE BUDUT RAWNY POSLE PODSTANOWKI KONSTANT I UPRO]ENIJ, PO“TOMU W DANNOM SLU^AE TREBUEMOE NERAWENSTWO DOSLOWNO PERENO- SITSQ S G NA F .

— 28 —

lEKCIQ 4 (8.11.06)

2) F = G∘H, ∘ ∈ {&, ∨}, L(G) > 2, L(H) > 2. dOSTATO^NO ODNOJ

WYKLADKI:

M(L^′_F ) 6 M(L^′_G)+M(L^′_H ) 6 L_G ( 1− 3 2n ) +L_H ( 1− 3 2n ) = L_F ( 1− 3 2n ) . 3) oSTALSQ SLU^AJ, KOGDA G QWLQETSQ PEREMENNOJ ILI OTRICA- NIEM PEREMENNOJ. zDESX SU]ESTWU@T 4 WOZMOVNOSTI; MY RASSMOT- RIM ODIN WARIANT, OSTALXNYE RASSMATRIWA@TSQ ANALOGI^NO. pUSTX

F = x_i · H. CNA^ALA DOKAVEM WSPOMOGATELXNOE UTWERVDENIE.

uTWERVDENIE. eSLI F MINIMALXNA, TO H NE SODERVIT xi. dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO x_i · H ≡ x_i · H|_{xi=1}, T. E. ESLI H SODERVIT xi, TO WMESTO xi MOVNO PODSTAWITX 1 I SDELATX SOOTWETSTWU@]IE UPRO]ENIQ FORMULY. �

tEPERX WYPI[EM WEROQTNOSTI. s WEROQTNOSTX@^1_{2n} W xi PODSTAW- LQEM KONSTANTU 0, POLU^AEM F^′ = 0, L^′_F = 0. s WEROQTNOSTX@^1_{2n} W

x_i PODSTAWLQEM KONSTANTU 1, POLU^AEM F^′ = H, L^′_F = L^′_H . nAKO-

NEC, S WEROQTNOSTX@ 1 −^1_n PEREMENNAQ xi NE MENQETSQ, I MY POSLE UPRO]ENIJ W H POLU^IM FORMULU xiH^′, SLOVNOSTX KOTOROJ RAWNA

1 + M(L^′_H |_{xi=∗}). oBOZNA^IM POSLEDNEE MATOVIDANIE ^EREZ X. tOGDA L^′_F 6 1 + X, TAK KAK NE ISKL@^ENO, ^TO H^′ QWLQETSQ KONSTANTOJ I

PEREMENNU@ xi TAKVE MOVNO UDALITX.

oCENIM X. dLQ TOGO, ^TOBY NAJTI USLOWNOE MATOVIDENIE, PRI- MENIM FORMULU POLNOJ WEROQTNOSTI.

M(L^′_H ) = 1 2n M(L^′_H |_{xi=0}) + 1 2n M(L^′_H |_{xi=1}) + ( 1 − 1 n ) X = = 1 2n L_H + 1 2n L_H + ( 1 − 1 n ) X = 1 n L_H + ( 1 − 1 n ) X. mY ISPOLXZOWALI TO, ^TO H NE ZAWISIT OT xi. dALEE, W SILU PREDPO- LOVENIQ INDUKCII DLQ H, POLU^IM 1 n L_H + ( 1 − 1 n ) X = M(L^′_H ) 6 L_H ( 1 − 3 2n ) . (2)

— 29 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

oKON^ATELXNO, M(L^′_{xiH} ) 6 1 2n L_H + ( 1 − 1 n ) (X + 1)^{(2)}6 (2) 6^1_{2n}LH +^(1 −^1_n^) + LH^(1 −^3_{2n}^) −^1_nLH =

= (L_H + 1) ( 1 − 3 2n ) − 1 2n L_H + 1 2n 6 (POSKOLXKU LH > 1)

6 (LH + 1)^(1 −^3_{2n}^) = LF^(1 −^3_{2n}^). � oBOZNA^IM λn = LB_0 (x1 ⊕ . . . ⊕ xn). s POMO]X@ LEMMY 4 PO- LU^IM NIVN@@ OCENKU DLQ λn. pUSTX F — MINIMALXNAQ FORMULA DLQ FUNKCII x1 ⊕ . . . ⊕ xn. zAMETIM, ^TO W REZULXTATE SLU^AJNOJ PODSTANOWKI A W “TU FUNKCI@ POLU^A@TSQ FUNKCII WIDA x1 ⊕ . . . ⊕

x_{i−1} ⊕ x_{i+1} ⊕ . . . ⊕ x_n ⊕ c, IME@]IE ODNU I TU VE SLOVNOSTX λ_{n−1},

PO“TOMU

λ_n = L(F ) >

M(L^′_F ) 1 −^3_{2n} > λ_{n−1} 1 −^3_{2n} . oTS@DA PO INDUKCII MOVNO POLU^ITX (KAK “TO SDELANO W MOEJ KNIVKE [19]) OCENKU λn > n^{3/2}. nO MY PRIWED¡M PERWONA^ALXNOE DOKAZATELXSTWO sUBBOTOWSKOJ, ISPOLXZU@]EE FAKTY IZ ANALIZA, A IMENNO, NERAWENSTWO ln(1 + x) 6 x I OCENKU^{n∑}_{i=1}^1_n = ln n + c + o(1). iMEEM

λ_n > λ_{n−1} 1 −^3_{2n} > λ_{n−2} (1 −^3_{2n} )(1 −^3_{2(n−1)} ) > . . . > λ_1 (1 −^3_{2n} ) . . . (1 −^3_{2·2} ) = (POSKOLXKU λ1 = 1)

= exp{− n∑ i=2 ln(1 − 3 2i )} > exp{−^{n∑}_{i=2} (−^3_{2i})} ∼ e^{3/2(ln n+c0)} = c1n^{3/2}.

— 30 —

lEKCIQ 4 (8.11.06)

tAKIM OBRAZOM, OSNOWNOE UTWERVDENIE “TOJ LEKCII DOKAZANO.

sEJ^AS NEMNOGO POGOWORIM OB ISTORII WOPROSA. dOKAZANNYJ NA- MI REZULXTAT O NELINEJNOJ NIVNEJ OCENKE SLOVNOSTI W BAZISE B0 DLQ LINEJNOJ FUNKCII, IZ KOTOROGO SLEDUET SU]ESTWOWANIE NE“KWI- WALENTNYH BAZISOW, BYL POLU^EN sUBBOTOWSKOJ W 1961 G. sAMA ZA- DA^A O SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII W KLASSE π-SHEM, ILI ^TO TO VE SAMOE, W BAZISE B0, PREDSTAWLQET SAMOSTOQTELXNYJ INTERES KAK W MATEMATI^ESKOM, TAK I W ISTORI^ESKOM PLANE. pO ISTORII “TOGO WOPROSA MOVNO NAPISATX CELYJ O^ERK, TEM BOLEE, ^TO ZAKL@^ITELX- NAQ TO^KA ZDESX E]¡ NE POSTAWLENA. rASSKAVEM WKRATCE OSNOWNYE MOMENTY.

nA ZARE KIBERNETIKI OSNOWNYM IZU^AEMYM KLASSOM ”UPRAWLQ- @]IH SISTEM” BYLI KONTAKTNYE SHEMY, A IH WAVNYM PODKLASSOM — PARALLELXNO-POSLEDOWATELXNYE (π-) SHEMY. pRIMER π-SHEMY, REALI- ZU@]EJ FUNKCI@ x ⊕ y = xy ∨ yx, PRIWED¡N NA RIS. 12.

rIS. 12

zADA^EJ O SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII ZANIMALSQ E]¡ –EN- NON W 30–40-E GG. [21]oN RASSMOTREL “TU FUNKCI@ W KLASSE π-SHEM I POLU^IL DLQ NE¡ TO^NU@ (!) OCENKU SLOVNOSTI. oNA BYLA “KSPONEN- CIALXNOJ PO n, ^TO-TO WRODE 3·2^{n−1}, PRI^¡M DOKAZATELXSTWO ZANIMA- LO ODIN ABZAC. pOZDNEE EGO SOAWTOR PO SLEDU@]EJ STATXE rIORDAN UKAZAL NA O[IBKU W EGO RASSUVDENII I POKAZAL, ^TO SLOVNOSTX NA SAMOM DELE ESTX O(n^2). dAWAJTE PRODEMONSTRIRUEM, PO^EMU “TO DEJ- STWITELXNO TAK. bUDEM ISPOLXZOWATX METOD ”DELENIQ POPOLAM”.

nAPRIMER, KAK REALIZOWATX SUMMU ^ETYR¡H PEREMENNYH? (x ⊕ y) ⊕ (z ⊕ t) = (x ⊕ y)(z ⊕ t) ⊕ (x ⊕ y)(z ⊕ t). — 31 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

mY SGRUPPIROWALI ^ETYRE PEREMENNYH PO DWE, ZATEM PRIMENILI IZWESTNU@ FORMULU. dALEE SLEDUET PRIMENITX “TU VE FORMULU DLQ KAVDOJ SKOBKI, I W REZULXTATE MY POLU^IM FORMULU SLOVNOSTI 16. eSLI n = 2^k, TO SLOVNOSTX FORMULY BUDET RAWNA (PRODELAW WS¡ TO VE SAMOE) 4^k = n^2. eSLI n NE ESTX STEPENX DWOJKI, TO MOVNO WZQTX BLIVAJ[U@ K NEJ SWERHU STEPENX DWOJKI, POSTROITX FORMULU DLQ NE¡, I ZATEM LI[NIE PEREMENNYE OBNULITX. pRI “TOM MY UMENX[IM ^ISLO PEREMENNYH NE BOLEE, ^EM W 2 RAZA, A SLOVNOSTX PO PORQDKU ESTX n^2. iTOGO, SLOVNOSTX RAWNA O(n^2).

zATEM, KOGDA KIBERNETIKU W sOWETSKOM sO@ZE RAZRE[ILI, “TOJ PROBLEMOJ ZANIMALSQ qBLONSKIJ. oN W 1954 G. POLU^IL OCENKU λn 6 9 8 n^2 [22]I HOTEL POLU^ITX NIVN@@ OCENKU (PO ^ASTNOMU SOOB]ENI@

o. b. lUPANOWA) TAK, ^TOBY ONA PO PORQDKU BYLA RAWNA n^2. nO “TOGO EMU SDELATX NE UDALOSX, A OCENKU n^{3/2} ON QKOBY ZNAL, NO PUBLIKOWATX NE STAL, POSKOLXKU S^ITAL, ^TO DOLVNA BYTX BOLEE WYSOKAQ OCENKA

n^2. kAK “TO PRINQTO W NEKOTORYH NAU^NYH [KOLAH, STUDENTAM DA@T

UVE KEM-TO RE[¡NNYE ZADA^I, NEOPUBLIKOWANNYE ILI OPUBLIKOWAN- NYE W NEDOSTUPNOM MESTE, ^TOBY, NAPRIMER, GARANTIROWANNO BYLA DIPLOMNAQ RABOTA. tEPERX “TOT REZULXTAT ZAKREPL¡N ZA sUBBOTOW- SKOJ. nA zAPADE METOD ”ZABIWANIQ PEREMENNYH” [IROKO IZWESTEN, IMQ sUBBOTOWSKOJ WO[LO W ISTORI@.

iMENNO METOD ”ZABIWANIQ” PRIMENQETSQ DLQ POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI W L@BOM BAZISE. hASTAD POLU^IL OCENKU n^3 [25]PO BOLX[EJ ^ASTI S POMO]X@ IMENNO EGO. mOVET BYTX, I METOD hRAP- ^ENKO MOVNO SFORMULIROWATX NA QZYKE ”ZABIWANIQ PEREMENNYH”. tAKVE I U nE^IPORUKA W EGO METODE [5]WSTRE^A@TSQ PODFUNKCII, KOTORYE POLU^A@TSQ PODSTANOWKOJ KONSTANT WMESTO PEREMENNYH.

wOOB]E, W KIBERNETIKE ESTX TAKOE OSNOWNOE PONQTIE KAK ”^ER- NYJ Q]IK”, T. E. USTROJSTWO, NEIZWESTNO (DLQ NAS) KAK WNUTREN- NE USTROENNOE, NO IZWESTNO, KAK REAGIRU@]EE NA WNE[NIE SIGNALY. tAK WOT FORMULU MOVNO RASSMATRIWATX KAK ”^ERNYJ Q]IK”: MY NE MOVEM PREDSTAWLQTX SEBE E¡ CELIKOM, POTOMU ^TO ONA MOVET BYTX USTROENA SLI[KOM SLOVNO, HAOTI^NO. nO ^TO MY MOVEM DELATX S FORMULOJ? pODSTAWLQTX WMESTO PEREMENNYH KONSTANTY, NEKIE WHO- DY ”OBNULQTX” I SMOTRETX, ^TO BUDET POLU^ATXSQ W ITOGE. pRIDU-

— 32 —

lEKCIQ 5 (15.11.06)

MATX KAKOJ-TO PRINCIPIALXNO OTLI^NYJ OT “TOGO METOD MOVNO, NA- WERNO, W O^ENX UZKIH KLASSAH SHEM.

w METODE hRAP^ENKO [13]DELAETSQ NE TAK, NO hASTAD W SWOEM DO- KAZATELXSTWE ISPOLXZUET EGO SOOBRAVENIQ; ON OB “TOM PRQMO GOWORIT W ODNOJ SWOEJ LEMME, GDE WMESTO WSEH PEREMENNYH, KROME ODNOJ, POD- STAWLQ@TSQ KONSTANTY, A ZATEM PODS^ITYWAETSQ SREDNQQ SLOVNOSTX POLU^AEMOJ PODFORMULY. eSLI “TOT MOMENT PROANALIZIROWATX, TO OBA METODA, WIDIMO, MOVNO SWESTI WOEDINO, TEM BOLEE, ^TO TEOREMA hRAP^ENKO — NE POSLEDNEE SLOWO. e¡ NEODNOKRATNO OBOB]ALI; NAI- BOLEE POLNYJ WARIANT METODA hRAP^ENKO POKA NE SFORMULIROWAN.

iTAK, OCENKU n^2, KOTORU@ HOTEL POLU^ITX qBLONSKIJ, UDALOSX W

1971 G. DOKAZATX hRAP^ENKO [12]. eGO TEOREMA — NAIBOLEE KRASIWYJ

REZULXTAT W TEORII NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI. pO SU]ESTWU, “TA NIVNQQ OCENKA NE BYLA POWY[ENA. pRAWDA, W 1994 G. rY^KOW (nOWO- SIBIRSK) NEMNOGO POWYSIL NIVN@@ OCENKU [7], T. E. DLQ NEKOTORYH n NIVNQQ OCENKA STALA n^2 + 2, DLQ NEKOTORYH — n^2 + 3. rABOTA O^ENX BOLX[AQ, PORQDKA 20 STRANIC. w MOEJ KNIVKE SODERVITSQ TABLICA, W KOTOROJ UKAZANY WSE IZWESTNYE OCENKI DLQ λn PRI MALYH n.

zAME^ANIE. uVE POSLE PRO^TENIQ SPECKURSA, LETOM 2007 GODA, BYLO NAJDENO TO^NOE ZNA^ENIE SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII W BA- ZISE B0 [26]. kAK I PREDPOLAGALOSX, cHEMY qBLONSKOGO QWLQ@TSQ OPTIMALXNYMI.

lEKCIQ 5 (15.11.06)

sEGODNQ[NQQ LEKCIQ PRODOLVAET WTORU@ ^ASTX KURSA, POSWQ- ]¡NNU@ SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII W RAZLI^NYH BAZISAH. w PRO[LYJ RAZ MY OBSUVDALI OSNOWNOJ BAZIS B0. sEGODNQ BUDET RAS- SMOTREN E]¡ ODIN BAZIS, A W SLEDU@]IJ RAZ, WOZMOVNO, WSE OSTALX- NYE OBOB]¡NNO-MONOTONNYE BAZISY, POSKOLXKU DLQ NIH RASSUVDENIQ BUDUT ANALOGI^NY SEGODNQ[NIM.

~EREZ B1 OBY^NO OBOZNA^A@T BAZIS B0 ∪{⊕}, A ^EREZ B2 — BAZIS

B_0 ∪ {m(x, y, z)}, GDE m(x, y, z) — MEDIANA (FUNKCIQ, RAWNAQ 1, ESLI

BOLX[INSTWO PEREMENNYH RAWNY 1). nA[A CELX — POLU^ITX NELI- NEJNU@ NIVN@@ OCENKU SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII (x1 ⊕. . .⊕xn) W BAZISE B2; TEM SAMYM MY BUDEM IMETX REZULXTAT O SRAWNIMOS- TI BAZISOW B1 I B2. dEJSTWITELXNO, POSKOLXKU LINEJNAQ FUNKCIQ

— 33 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

W B1 IMEET LINEJNU@ SLOVNOSTX, A W B2 — NELINEJNU@, TO B2 NE PRED[ESTWUET B1 (B2 ⪯̸ B1). eSLI VE MY RASSMOTRIM OB˙EDINENIE BAZISOW B1 I B2, TO POLU^IM, ^TO B1 ∪ B2 ≺ B2.

nA^NEM, KAK WSEGDA S SU]ESTWENNOGO — NIVNIH OCENOK. zATEM RASSMOTRIM WERHNIE, I NAKONEC, DADIM KOMMENTARII. bUDEM OPI- RATXSQ NA NEKOTORYE WE]I, KOTORYE BYLI W PRO[LYJ RAZ. tEHNIKA DOKAZATELXSTWA BUDET TAKOJ VE, T. E. MY RASSMOTRIM SLU^AJNU@ PODSTANOWKU KONSTANT I DOKAVEM POHOVEE NERAWENSTWO.

nAPOMNIM, ^TO WSE RASSMATRIWAEMYE FORMULY ZAWISQT OT PE- REMENNYH x1, . . . , xn. wWED¡M SLEDU@]U@ PODSTANOWKU KONSTANT A: S WEROQTNOSTX@^1_{2n} W PEREMENNU@ xi PODSTAWLQETSQ KONSTANTA σ (1 6 i 6 n; 0 6 σ 6 1), T. E. MY IMEEM POLNYJ NABOR WEROQTNOS- TEJ.

w OTLI^IE OT PRO[LOJ LEKCII, BAZIS DRUGOJ: ON SODERVIT MEDI- ANU. pOQSNIM, ^EM ON OTLI^AETSQ OT PREDYDU]EGO I KAKIM OBRAZOM USTROENO ZABIWANIE W DANNOM SLU^AE; ZABIWANIE NE PEREMENNYH, A NEKIH DRUGIH OB˙EKTOW. kAK WEDET SEBQ MEDIANA PRI PODSTANOWKE KONSTANT?_{m(0, x, y) = xy, m(1, x, y) = x ∨ y.} mY WIDIM, ^TO PODSTANOWKA KONSTANTY WMESTO ODNOJ PEREMENNOJ NE UDALQET DRUGIH PEREMENNYH; ONI OSTA@TSQ. pO“TOMU TAKIE PROSTYE RASSUVDENIQ, KAK DLQ BAZISA B0, ZDESX NE PROHODQT. i NE SRAZU BY- LO OSOZNANO, ^TO ZDESX NUVNO DELATX, WERNEE, M. B., SNA^ALA BYLO SDELANO, A POTOM OSOZNANO.

kAK VE NUVNO ORGANIZOWATX ZABIWANIE W DANNOM SLU^AE? iDEQ TAKAQ: ZABIWAETSQ SAMA FUNKCIQ MEDIANY, POSKOLXKU PRI L@BOJ POD- STANOWKE ONA IS^EZAET; WMESTO NE¡ OSTA@TSQ KON˙@NKCIQ ILI DIZ˙- @NKCIQ, A ONI UVE QWLQ@TSQ FUNKCIQMI PROSTYMI, DLQ NIH WOZ- MOVNO ZABIWANIE PEREMENNYH. dRUGIMI SLOWAMI, ESLI MY W MEDIA- NU PODSTAWIM WTORU@ KONSTANTU, TO S KAKOJ-TO WEROQTNOSTX@ TRE- TXQ PEREMENNAQ OKAVETSQ NESU]ESTWENNOJ. tAKIM OBRAZOM, MY BU- DEM U^ITYWATX ^ISLO MEDIAN W FORMULE; PO SUTI, MY WWED¡M NO- WU@ MERU SLOVNOSTI, KOTORAQ BUDET U^ITYWATX ^ISLO PEREMENNYH, WHODQ]IH W FORMULU, I (S KAKIM-TO KO“FFICIENTOM) ^ISLO MEDIAN. oTNOSITELXNO NOWOJ MERY BUDET PROISHODITX ZABIWANIE — GARANTI- ROWANNOE UMENX[ENIE SLOVNOSTI NA WELI^INU, PROPORCIONALXNU@

— 34 —

lEKCIQ 5 (15.11.06)

KOLI^ESTWU PODSTAWLQEMYH KONSTANT, A DALX[E UVE WSE ANALOGI^NO RANEE RASSMOTRENNOMU.

kAKOJ WES NUVNO PRIDATX MEDIANE DLQ TOGO, ^TOBY POLU^ILASX MAKSIMALXNO WOZMOVNAQ OCENKA? pOSMOTRIM, ^TO BYLO W PRO[LYJ RAZ. eSLI W FORMULU xy WMESTO x PODSTAWLQTX SLU^AJNU@ KONSTAN- TU, TO W POLOWINE SLU^AEW, A IMENNO, KOGDA KONSTANTA RAWNA 0, WTO- RAQ PEREMENNAQ y UDALQETSQ. mOVNO SKAZATX, ^TO PODSTANOWKA OD- NOJ KONSTANTY WMESTO ODNOGO WHOVDENIQ PEREMENNOJ UDALQET E]¡^1_2 WHOVDENIQ NEKOJ DRUGOJ PEREMENNOJ (W WEROQTNOSTNOM SMYSLE).

w NA[EM SLU^AE PRI PODSTANOWKE ODNOJ KONSTANTY WMESTO OD- NOJ PEREMENNOJ UDALQETSQ MEDIANA. pO“TOMU RAZUMNEE S^ITATX, ^TO MEDIANA WESIT^1_2 , ^TOBY I W TOM I DRUGOM SLU^AE SLOVNOSTX UMENX- [ALASX NA^1_2 . —TO MOVNO POQSNITX PRINCIPOM SOOB]A@]IHSQ SOSU- DOW: ESLI ZDESX SDELAE[X UROWENX MENX[E — TAM ON STANET BOLX[E. pRI “TOM MAKSIMALXNYJ UROWENX MINIMIZIRUETSQ, KOGDA VIDKOSTX I ZDESX I TAM NA ODNOM UROWNE. tAK I OPREDELQETSQ NOWAQ MERA SLOV- NOSTI: ^ISLO WHOVDENIJ PEREMENNYH PL@S^1_2 OT ^ISLA MEDIAN.

dAWAJTE SRAZU SFORMULIRUEM LEMMU. oBOZNA^ENIQ TE VE. ~E- TYRE USLOWIQ, BYW[IE W PRO[LYJ RAZ W LEMME, OSTA@TSQ TEMI VE SAMYMI. kAKIE “TO USLOWIQ? tO, ^TO FORMULA ZAWISIT TOLXKO OT PE- REMENNYH x1, . . . , xn, NE RAWNA KONSTANTE, SU]ESTWENNO ZAWISIT HOTQ BY OT DWUH PEREMENNYH I FORMULA QWLQETSQ MINIMALXNOJ. mY RAS- SMATRIWAEM FORMULU F , UDOWLETWORQ@]U@ “TIM ^ETYREM USLOWIQM. nAPOMNIM, F — FORMULA; LF — E¡ SLOVNOSTX. u NAS ESTX DOPOLNI- TELXNAQ MERA: ^ISLO MEDIAN W FORMULE F ; OBOZNA^IM E¡ ^EREZ mF . kOGDA MY DEJSTWUEM NA FORMULU F SLU^AJNOJ PODSTANOWKOJ KON- STANT A, ONA PEREHODIT W SLU^AJNU@ FORMULU F^′, T. E. F^A−→ F^′. sOOTWETSTWENNO, U F^′ ESTX SLOVNOSTX — SLU^AJNAQ WELI^INA L^′_F . u F^′ TAKVE ESTX SLU^AJNOE ^ISLO MEDIAN, KOTOROE OBOZNA^IM ^EREZ

m^′_F . nAKONEC, SFORMULIRUEM LEMMU.

lEMMA 5. pRI SOBL@DENII WY[EIZLOVENNYH ^ETYREH USLOWIJ

SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE NERAWENSTWO:

M(L^′_F ) + 1 2 M(m^′_F ) 6 L_F ( 1 − 3 2n ) + 1 2 m_F . — 35 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

zAMETIM, ^TO, W OTLI^IE OT KO“FFICIENTA PRI SLOVNOSTI LF , KONSTANTA 1/2 PRI mF NE IZMENQETSQ. dEJSTWITELXNO, MEDIANA — FUNKCIONALXNYJ SIMWOL, A NE PEREMENNAQ. pO“TOMU, ESLI MY POD- STAWIM KONSTANTU W FORMULU m(H1, H2, H3), TO SO WNE[NIM WHOV- DENIEM MEDIANY MY NI^EGO SDELATX NE SMOVEM (NE WSEGDA SMOVEM EGO ZABITX), POTOMU ^TO FORMULY H1, . . . , H3 MOGUT BYTX BOLX[IMI I PRI NA[EJ PODSTANOWKE MOGUT NE OBRATITXSQ W KONSTANTU. nO WSE RAWNO PRI ZABIWANII SLOVNOSTX BUDET UMENX[ATXSQ: NE W 3/2 RAZA, A NEMNOGO MENX[E.

dOKAZATELXSTWO. wNA^ALE WYPI[EM WSE SLU^AI, KOTORYE NAM NUVNO RASSMOTRETX.

bAZIS INDUKCII: F = xy I DRUGIE POHOVIE FORMULY (MOVNO BRATX OTRICANIE I KON˙@NKCI@ I DIZ˙@NKCI@ MENQTX MESTAMI), A TAKVE (OTDELXNO) MEDIANA F = m(x, y, z).

iNDUKTIWNYJ PEREHOD: FORMULY GH, xH (PODRAZUMEWAET- SQ, ^TO U G I H SLOVNOSTX NE MENX[E DWUH, POSKOLXKU PREDPO- LOVENIE INDUKCII MOVNO PRIMENQTX TOLXKO K TAKIM FORMULAM) I ^ETYRE SLU^AQ S MEDIANOJ, KOTORYE MY RASSMOTRIM SOWMESTNO:

m(x, y, z) (NESMOTRQ NA TO, ^TO “TOT SLU^AJ IZ BAZISA INDUKCII), m(H_1, H_2, H_3), m(x, H_2, H_3), m(x, y, H).

sLU^AJ xy NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ TOGO, ^TO BYLO W PRO[- LYJ RAZ. dEJSTWITELXNO, DANNAQ FORMULA NE SODERVIT MEDIAN, T. E. “TO FORMULA NAD BAZISOM B0, KOTORYJ BYL UVE RASSMOTREN. sLU- ^AI GH I xH SLOVNEE, POSKOLXKU G I H MOGUT SODERVATX MEDIANU. mY NE WS¡ BUDEM WYPISYWATX, A ^ASTI^NO SO[LEMSQ NA TO, ^TO BYLO DOKAZANO W PREDYDU]IJ RAZ.

rAZBER¡M SLU^AJ F = GH. oN DOKAZYWAETSQ PROSTO, POSKOLXKU DLQ OBEIH MER SPRAWEDLIWA ADDITIWNOSTX:

L_{GH} = L_G + L_H , m_{GH} = m_G + m_H .

kROME TOGO, DLQ ”[TRIHOWANNYH” MER WERNY NERAWENSTWA

M(L^′_{GH} ) 6 M(L^′_G) + M(L^′_H ), M(m^′_{GH} ) 6 M(m^′_G) + M(m^′_H ).

(NERAWENSTWA MOGUT BYTX STROGIMI W TOM SLU^AE, KOGDA FORMULU GH POSLE PODSTANOWKI MOVNO UPROSTITX ZA S^¡T WLIQNIQ PODFORMUL G I H DRUG NA DRUGA).

— 36 —

lEKCIQ 5 (15.11.06)

tOGDA PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII MOVNO WYPISATX SLEDU@- ]EE:

M(L^′_{GH} ) + 1 2 M(m^′_{GH} ) 6 M(L^′_G + L^′_H + 1 2 m^′_G + 1 2 m^′_H ) 6

6 (LG + LH )^(1 −^3_{2n}^) +^1_2 (mG + mH ) = LF^(1 −^3_{2n}^) +^1_2mF .

tEPERX RASSMOTRIM SLU^AJ F = xH. wS¡ POWTORQTX NE BUDEM. pO^EMU VE LEMMA BUDET WERNA? w PRO[LYJ RAZ MY WYWELI, ^TO IZ

M(L^′_H ) 6 L_H (1 −^3_{2n} ) SLEDUET M(L^′_{xH} ) 6 L_{xH} (1 −^3_{2n} ). pRI “TOM MY

ISPOLXZOWALI TOLXKO TO, ^TO x NE WHODIT W H, A STRUKTURA H I TO, NAD KAKIM BAZISOM RASSMATRIWAETSQ FORMULA, OKAZALOSX NEWAVNYM.

tEPERX U NAS POQWLILISX DOPOLNITELXNYE SLAGAEMYE. dAWAJTE WYPI[EM IH. pO PREDPOLOVENI@ INDUKCII IMEEM:

M(L^′_H ) 6 L_H ( 1 − 3 2n ) + 1 2 m_H − 1 2 M(m^′_H ). pRI “TOM DOKAZATX NUVNO SLEDU@]EE: M(L^′_{xH} ) 6 L_{xH} ( 1 − 3 2n ) + 1 2 m_{xH} − 1 2 M(m^′_{xH} ). zAMETIM, ^TO mH = mxH I m^′_H > m^′_{xH} . tO ESTX NAM NUVNO IZ NERAWENSTWA M(L^′_H ) 6 LH (1 −^3_{2n} ) + c1 WYWESTI NERAWENSTWO

M(L^′_{xH} ) 6 L_{xH} (1 −^3_{2n} ) + c_2, GDE c_1 > c_2. dOSTATO^NO WYWESTI WTOROE

NERAWENSTWO DLQ c2 = c1.

kAK MY WOOB]E WYWODIM ODNO LINEJNOE NERAWENSTWO IZ DRUGIH? s LINEJNYMI NERAWENSTWAMI MY MOVEM DELATX SLEDU@]IE OPERA- CII: UMNOVATX IH NA POLOVITELXNYE KO“FFICIENTY I SKLADYWATX S DRUGIMI NERAWENSTWAMI. w “TOM I SOSTOIT TEOREMA DWOJSTWENNOS- TI LINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ: ODNO LINEJNOE NERAWENSTWO ESTX SLEDSTWIE DRUGIH TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA NAJDUTSQ TAKIE PO- LOVITELXNYE WESA, NA KOTORYE MOVNO UMNOVITX NA[I DANNYE NE- RAWENSTWA I SLOVITX IH, ^TOBY POLU^ITX TREBUEMOE.

mOVNO QWNO POSMOTRETX W PRO[LOJ LEKCII, ^TO DOKAZATELXSTWO USTROENO IMENNO TAK: BER¡TSQ DANNOE NAM NERAWENSTWO, SKLADYWA- ETSQ S DRUGIMI, W KOTORYH MY UVE ISPOLXZUEM PODSTANOWKI WMESTO

— 37 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

PEREMENNOJ x I POLU^AETSQ TREBUEMOE. e]E WAVNO, NA KAKOJ KO“FFI- CIENT MY UMNOVIM NA[E ISHODNOE NERAWENSTWO. oKAZYWAETSQ, ^TO “TOT KO“FFICIENT RAWEN 1. pO^EMU? sLOVNOSTX FORMULY H, “TOGO ”^ERNOGO Q]IKA”, O KOTOROM MY NI^EGO NE ZNAEM, DOLVNA WHODITX W NERAWENSTWO S KO“FFICIENTOM 1. pRI “TOM KONSTANTA c1 TAKVE UMNOVITSQ NA 1, T. E. ESLI MY PROIZWEDEM WSE NUVNYE WYKLADKI DLQ NERAWENSTWA S ”DOBAWKOJ” c1, TO DLQ KONSTANTY KO“FFICIENT NE IZMENITSQ. pOD^ERKN¡M, ^TO “TO NEKIE NAWODQ]IE SOOBRAVENIQ, A ESLI KTO HO^ET PRODELATX WSE STROGO, TOMU OSTAWIM “TO W KA^ESTWE UPRAVNENIQ.

sEJ^AS MY PEREJDEM K OSNOWNOMU SLU^A@, KOTORYJ MY SRA- ZU BUDEM DOKAZYWATX W OB]EM WIDE. —TO BUDET PROOBRAZ SAMOGO OB]EGO RASSUVDENIQ, KOTOROE BUDET W SLEDU@]IJ RAZ PROWEDENO DLQ PROIZWOLXNOGO BAZISA. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ FORMULU: F =

m(x^{σ1}_1 , . . . , x^{σk}_k , H_{k+1}, . . . , H_3), 0 6 k 6 3, T. E. IMEETSQ WSEGO TRI POD-

FORMULY. sNA^ALA UTO^NIM, MOGUT LI SREDI PEREMENNYH x1, . . . , xk BYTX ODINAKOWYE? zAMETIM, ^TO m(x, x, y) = x I m(x, x, y) = y. sLE- DOWATELXNO, ESLI ESTX ODINAKOWYE PEREMENNYE, DAVE S OTRICANIEM, TO FORMULA NE QWLQETSQ MINIMALXNOJ.

rASSMOTRIM DWA SLU^AQ:

A) S WEROQTNOSTX@^1_n WMESTO xi PODSTAWLQETSQ KONSTANTA σ (1 6 i 6 k, 0 6 σ 6 1); WSEGO 2k WOZMOVNOSTEJ;

B) S WEROQTNOSTX@ 1 −^k_n WMESTO PERWYH k PEREMENNYH NI^EGO NE PODSTAWLQETSQ, T. E. x1 = ∗, . . . , xk = ∗; “TO SOBYTIE OBOZNA^IM ^EREZ ∗.

~TO POLU^AETSQ W SLU^AE A)? eSLI HOTQ BY ODNU KONSTANTU PODSTAWILI, TO WNE[NQQ MEDIANA UDALITSQ. bUDET KON˙@NKCIQ ILI DIZ˙@NKCIQ. kAK “TO ZAPISATX W OB]EM WIDE? dLQ EDINOOBRAZIQ OBOZNA^ENIJ POLOVIM x^{σ1}_1 = H1, . . . , x^{σk}_k = Hk. tOGDA POSLE PODSTA- NOWKI KAKOJ-LIBO KONSTANTY OSTANETSQ FORMULA H^′_{i1} ∘ H^′_{i2} (i1, i2 ≠ i, ∘ ∈ {&, ∨}, {i, i_1, i_2} = {1, 2, 3}). w SLU^AE B) WNE[NQQ MEDIANA SOHRANITSQ I MY POLU^IM FORMU- LU m(x1, . . . , xk, H^′_{k+1}, . . . , H^′_3) (WERNEE, DO TAKOGO UROWNQ MY SMOVEM SOKRATITX FORMULU ZAWEDOMO). wYPI[EM MERY SLOVNOSTI, TO^NEE,

— 38 —

lEKCIQ 5 (15.11.06)

IH MATOVIDANIQ. dLQ SLU^AQ A):

M(L^′_F | x_i = σ) 6 k − 1 + 3∑ j=k+1 M(L^′_{Hj} | x_i = σ),

M(m^′_F | x_i = σ) 6 3∑ j=k+1 M(m^′_{Hj} | x_i = σ). dLQ SLU^AQ B): M(L^′_F |∗) 6 k + 3∑ j=k+1 M(L^′_{Hj} | ∗), M(m^′_F |∗) 6 1 + 3∑ j=k+1 M(m^′_{Hj} | ∗). nAM OSTAETSQ WSE “TO PROSUMMIROWATX:

M(L^′_F ) + 1 2 M(m^′_F ) 6

6^1_{2n}^{k∑}_{i=1}^{1∑}_{σ=0}^[k − 1 +^∑_j M(L^′_{Hj} |xj = σ) +^1_2^∑_j M(m^′_{Hj} | xi = σ)^]+ + ( 1 − k n )[ k + ∑ j M(L^′_{Hj} | ∗) + 1 2 ( 1 + ∑ j M(m^′_{Hj} | ∗) )] =

= ∑ j M(L^′_{Hj} ) + 1 2 ∑ j M(m^′_{Hj} ) + [ 1 2n · 2k(k − 1) + ( 1 − k n )( k + 1 2 )]

6

(PRIMENQEM PREDPOLOVENIE INDUKCII)

6^∑_j^[LH_j^(1 −^3_{2n}^) +^1_2 mH_j^] + [. . .] =

(T. K. LF = k +^∑_j LH_j , mF = 1 +^∑_j mH_j ) = L_F ( 1 − 3 2n ) + 1 2 m_F − k ( 1 − 3 2n ) − 1 2 + [. . .]. — 39 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

dLQ DOKAZATELXSTWA LEMMY MY DOLVNY POKAZATX, ^TO

M(L^′_F ) + 1 2 M(m^′_F ) 6 L_F ( 1 − 3 2n ) + 1 2 m_F . nAM OSTALOSX PROWERITX, ^TO −k ( 1 − 3 2n ) − 1 2 + 2k(k − 1) 2n + ( 1 − k n )( k + 1 2 ) = 0.

pRODELAW WYKLADKI, UBEDIMSQ W “TOM. lEMMA DOKAZANA. � ~TO DELATX DALX[E? pOKA NEQSNO, KAK PRIMENQTX DOKAZANNOE NERAWENSTWO REKURSIWNO. nUVNO E]¡ ODNO NERAWENSTWO (NA WTOROJ LEKCII BYLO POHOVEE). mY HOTIM POLU^ITX SWQZX MEVDU MEDIANNOJ MEROJ I OBY^NOJ.

uTWERVDENIE 2. mF 6^1_2 (LF − 1).

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM DEREWO FORMULY F (SM. RIS. 13).

rIS. 13 dOBAWIM E]¡ ODNO REBRO NIVE KORNQ. —TO NUVNO DLQ TOGO, ^TO- BY U WSEH WER[IN S MEDIANOJ BYLA ODNA I TA VE STEPENX (^ISLO INCIDENTNYH REBER). bUDEM ISPOLXZOWATX IZWESTNU@ FORMULU: ∑ d(v) = 2P = 2(B − 1). (3)

pODS^ITAEM OTDELXNO KOLI^ESTWO WER[IN S ODNOJ I TOJ VE STEPE- NX@. wER[INY S d(v) = 1 — “TO PEREMENNYE (LISTXQ DEREWA) I KO- RENX (root) r. iH ^ISLO RAWNO LF +1. wER[INAMI S d(v) = 2 QWLQ@TSQ

— 40 —

lEKCIQ 5 (15.11.06)

OTRICANIQ ¬. oBOZNA^IM IH KOLI^ESTWO ^EREZ x. pUSTX y — ^ISLO WER[IN S d(v) = 3. iMI BUDUT QWLQTXSQ & I ∨. i NAKONEC, OSTALISX WER[INY S d(v) = 4. —TO MEDIANY m; IH ^ISLO RAWNO mF .

wYPI[EM POLNOSTX@ SUMMU STEPENEJ WER[IN: LF + 1 + 2X +

3Y +4m_F . iZWESTNO TAKVE KOLI^ESTWO WER[IN: L_F +1+X +Y +m_F .

tOGDA PO FORMULE (3) IMEEM:

L_F + 1 + 2X + 3Y + 4m_F = 2(L_F + 1 + X + Y + m_F − 1).

wYDELIM mF :

2m_F = L_F − Y − 1 6 L_F − 1.

uTWERVDENIE DOKAZANO. �

tEPERX, ISPOLXZUQ POLU^ENNU@ OCENKU, MY SMOVEM NAJTI W NE- RAWENSTWE L_F ( 1 − 3 2n ) + 1 2 m_F 6 ( L_F + 1 2 m_F )( 1 − α n ) (4) NEIZWESTNOE α. —TOT PARAMETR BUDET NEMNOGO MENX[E^3_2 , A IMENNO^6_5 . dOKAVEM “TO.

pREOBRAZUEM NERAWENSTWO (4), PERENESQ WSE SLAGAEMYE W LEWU@ ^ASTX: L_F ( − 3 2n + α n ) + 1 2 m_F · α n 6 0. mY HOTIM DOKAZATX, ^TO PRI OPREDELENNOM α LEWAQ ^ASTX NERA- WENSTWA NE BOLX[E 0. dLQ “TOGO WOSPOLXZUEMSQ UTWERVDENIEM 2:

m_F 6^1_2 L_F . iMEEM: L_F ( − 3 2n + α n ) + 1 2 m_F · α n 6 LF^{( 3}_{2n} +^α_n +^α_{4n}^) 6 0.

nERAWENSTWO WERNO PRI α 6^6_5 .

dALX[E BUKWALXNO WOSPROIZWODQTSQ RASSUVDENIQ sUBBOTOWSKOJ IZ PREDYDU]EJ LEKCII, KOTORYE MOVNO DAVE SFORMULIROWATX W OB- ]EM WIDE.

— 41 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

uTWERVDENIE 3. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX a1, a2, . . . , an

UDOWLETWORQET USLOWIQM

a_1 = 1, a_{n−1} 6 a_n ( 1 − α n ) . tOGDA a_n ⪰ n^α.

mY DOKAZALI “TO DLQ α =^3_2 . dLQ DRUGIH α WSE SOWER[ENNO ANALOGI^NO.

pRIMENIM UTWERVDENIE 3. w NA[EM SLU^AE an — “TO KOMBINI- ROWANNAQ MERA SLOVNOSTI. t. E. DLQ KAVDOJ FORMULY F RASSMAT- RIWAEM MERU PF = LF +^1_2 mF , ZATEM RASSMATRIWAEM MINIMALXNU@ FORMULU S TO^KI ZRENIQ “TOJ MERY DLQ LINEJNOJ FUNKCII I POLA- GAEM an = P (x1 ⊕ . . . ⊕ xn). mY ZNAEM, ^TO PRI PODSTANOWKE KONSTANTY W LINEJNU@ FUNK- CI@ SNOWA POLU^AEM LINEJNU@ FUNKCI@, UVE OT n − 1 PEREMEN- NOJ. tOGDA PO DOKAZANNOMU WY[E an−1 6 an(1 −^α_n ). sLEDOWATELXNO,

P (x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n) ⪰ n^{65} . zAMETIM, ^TO PO RANEE DOKAZANNOMU O SWQZI

MEVDU RAZLI^NYMI MERAMI SLOVNOSTI (lEMMA 1) mF ⪯ LF . w ITOGE POLU^IM LB_2 (x1 ⊕ . . . ⊕ xn) ⪰ n^{1,2}.

dADIM NEKOTORYE KOMMENTARII. pERWOJ “TU ZADA^U RASSMAT- RIWALA sUBBOTOWSKAQ. pOD FAMILIEJ mU^NIK W 1970 GODU W KIEW- SKOM VURNALE ”kIBERNETIKA” ONA OPUBLIKOWALA SWOI REZULXTATY

[4]. oCENKU, KOTORU@ MY SEJ^AS DOKAZALI, ONA POLU^ILA, RASSMAT-

RIWAQ NE TOLXKO BAZIS B2, NO I BOLEE [IROKIJ KLASS BAZISOW. s ROSTOM ^ISLA PEREMENNYH U BAZISNYH FUNKCIJ POKAZATELX α PRI n W OCENKE SLOVNOSTI WSE BOLEE STREMITSQ K 1. tAK “TO I OSTAETSQ PO SEGODNQ[NIJ DENX, W SLEDU@]IJ RAZ MY “TO RASSMOTRIM. eSLI PO- LOVITX k = n(B), GDE n(B) — RANG BAZISA B (MAKSIMALXNOE ^ISLO PEREMENNYH U BAZISNYH FUNKCIJ), TO MOVNO POKAZATX, ^TO α =^{3k−3}_{3k−4} . u sUBBOTOWSKOJ “TA OCENKA BYLA POLU^ENA NE DLQ WSEH WOZMOVNYH BAZISOW, A DLQ BESKONE^NOGO SEMEJSTWA BAZISOW, OBLADA@]IH OPREDE- LENNYM SWOJSTWOM. dLQ POLU^ENIQ BOLEE OB]EGO REZULXTATA I OBLEG- ^ENIQ DOKAZATELXSTWA TREBOWALOSX WWEDENIE NOWOJ MERY SLOVNOSTI.

zATEM ISTORI^ESKI ZA “TU ZADA^U WZQLSQ pERQZEW, KOTORYJ W

1993 GODU PRIEHAL IZ iRKUTSKA W mOSKWU I, WIDIMO, POOB]AW[ISX,

UZNAL OB “TOJ ZADA^E. w 1995 G. U NEGO WY[EL PREPRINT [6], W KOTOROM

— 42 —

lEKCIQ 5 (15.11.06)

ON RASPROSTRANIL METOD sUBBOTOWSKOJ UVE NA WSE DOPUSTIMYE BAZI- SY I POLU^IL KRITERIJ NELINEJNOSTI SLOVNOSTI LINEJNOJ FUNKCII DLQ WSEH BAZISOW. oN DOGADALSQ, ^TO NUVNA DRUGAQ, WSPOMOGATELX- NAQ, MERA I WWEL EE. —TA MERA (ESLI NE IZMENQET PAMQTX) OTLI^AET- SQ OT NA[EJ. nO OSNOWNAQ LEMMA U pERQZEWA DOKAZYWAETSQ NESTROGO. wOZMOVNO, SAMA MERA WOZNIKALA GDE-TO I W TEKSTE sUBBOTOWSKOJ, NO QWNO NE BYLA EJ WYDELENA.

zATEM W KONCE 1996 G., NE ZNAQ O REZULXTATAH pERQZEWA, AWTOROM BYLA POLU^ENA [14]BESKONE^NAQ CEPO^KA BAZISOW METODAMI, OTLI^NY- MI OT sUBBOTOWSKOJ I pERQZEWA. w 1999 G. AWTOR, WS¡ E]¡ NE ZNAQ O REZULXTATAH pERQZEWA, PEREOTKRYL IH [17], OBOB]IW REZULXTAT sUB- BOTOWSKOJ NA WSE WOZMOVNYE BAZISY. tAKVE MOVNO DOBAWITX, ^TO U pERQZEWA BAZISY, W KOTORYH LINEJNAQ FUNKCIQ IMEET NELINEJ- NU@ SLOVNOSTX, NE DOSTATO^NO PROZRA^NO OPISANY, A IMENNO, S PO- MO]X@ NEKIH PREDIKATOW. —TO OPISANIE MOVNO ZNA^ITELXNO UPROS- TITX; RE^X ID¡T WSEGO LI[X O SEMEJSTWE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BA- ZISOW (KAVDAQ FUNKCIQ W KOTORYH WOZRASTAET ILI UBYWAET PO KAV- DOJ PEREMENNOJ).

iSTORIQ S PEREOTKRYTIQMI NA “TOM NE ZAKON^ILASX. w 2001 G. cWIG S U^ENICEJ OPUBLIKOWALI RABOTU [24], W KOTOROJ WEROQTNOST- NYMI METODAMI POLU^ALASX NIVNQQ OCENKA S TOJ VE KONSTANTOJ α I TOT VE KRITERIJ NELINEJNOSTI (ISKL@^ENIE: DLQ B2 U NIH POLU^I- LASX BOLEE WYSOKAQ OCENKA). pO SLOWAM cWIGA, RABOTA sUBBOTOWSKOJ

1970 G. BYLA EMU NEIZWESTNA.

dLQ BAZISA B2 POKAZATELX α MOVNO POWYSITX. kAKIM OBRAZOM? kOGDA sUBBOTOWSKAQ OPUBLIKOWALA SWOI REZULXTATY, E]E NE BYL IZ- WESTEN REZULXTAT hRAP^ENKO DLQ BAZISA B0. pO“TOMU, KOGDA Q UZNAL OB IZWESTNOJ NIVNEJ OCENKE DLQ B2 (n^{1,2}) I DLQ B0 (n^2), Q PREDLOVIL SWOEMU PRIQTEL@ bEZRUKOWU aLEKSANDRU SLEDU@]U@ IDE@: WOZXMEM FORMULU W BAZISE B2, RASKROEM TAM SKOBKI DLQ MEDIANY PO FORMULE

m(x, y, z) = x(y ∨ z) ∨ yz, PRI^EM W KA^ESTWE x WOZXMEM FORMULU NAI-

BOLX[EJ SLOVNOSTI, POLU^IM FORMULU W B0, A W “TOM BAZISE ESTX OCENKA hRAP^ENKO. pRI TAKIH PREOBRAZOWANIQH SLOVNOSTX UWELI- ^ITSQ W NEKOTORU@ STEPENX, T. E. (n^α)^β > n^2. kONSTANTA β — FIKSI- ROWANNAQ WELI^INA, ZAWISQ]AQ OT METODA PREOBRAZOWANIQ. oCENIM

α: α >^2_β . uMENX[AQ β, MOVNO TAKIM OBRAZOM UWELI^IWATX ZNA^ENIE

— 43 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

DLQ α. wNA^ALE Q PREDPOLOVIL, ^TO MOVNO POLU^ITX α = 1, 3, NO U bEZRUKOWA POLU^ALOSX α = 1, 26. oN “TO SDELAL, PRIMENQQ WARIA- CIONNOE IS^ISLENIE. i ZATEM U^ENICA cWIGA DEJSTWITELXNO DOWELA REZULXTAT DO α = 1, 33. oTMETIM, ^TO METOD hRAP^ENKO NE PERENE- SEN NI NA KAKOJ BAZIS, OTLI^NYJ OT B0. eSLI BY “TO UDALOSX, TO, KONE^NO, OCENKU MOVNO BYLO BY E]E POWYSITX.

tEPERX, ^TO KASAETSQ WERHNIH OCENOK. w 2001 G. Q POKAZAL [18], ^TO W L@BOM BAZISE, KROME B0 (I “KWIWALENTNYH EMU) SLOVNOSTX LINEJNOJ FUNKCII NE BOLX[E n^α, α < 2. mOVNO SKAZATX, ^TO pERQZEW W SWOEM PREPRINTE OPISAL TE BAZISY, W KOTORYH LINEJNAQ FUNKCIQ IMEET LINEJNU@ (MINIMALXNU@) SLOVNOSTX (MY “TO NA SLEDU@]EJ LEKCII SDELAEM), Q VE RASSMOTREL BAZISY S DRUGOJ STORONY, S TO^KI ZRENIQ MAKSIMALXNOJ SLOVNOSTI.

kAKIE OCENKI IZWESTNY W BAZISE B2? mY NA^ALI RE[ATX “TU ZADA^U OPQTX WMESTE S bEZRUKOWYM. dLQ n = 2 SLOVNOSTX L = 4, ZDESX NI^EGO NELXZQ IZMENITX. nUVNO, KAK MINIMUM, TRI PEREMEN- NYE, ^TOBY PRIMENITX MEDIANU. wNA^ALE Q PREDLOVIL bEZRUKOWU FORMULU SLOVNOSTI L = 9: x ⊕ y ⊕ z = m(m(x, y, z), m(x, y, z), m(x, y, z)) PO ANALOGII S x ⊕ y = xy ∨ xy. iSHODQ IZ “TOJ FORMULY UDALOSX PONIZITX WERHN@@ OCENKU DLQ SUMMY n SLAGAEMYH DO o(n^2), ^TO ASIMPTOTI^ESKI NIVE, ^EM W BAZISE B0 (ZAMETIM, ^TO W BAZISE B0 SLOVNOSTX FUNKCII x ⊕ y ⊕ z RAWNA 10).

nA SLEDU@]IJ GOD WSTAL WOPROS: ^EMU RAWNA TO^NAQ OCENKA DLQ LINEJNOJ FUNKCII OT TREH PEREMENNYH W BAZISE B2? sNA^ALA bEZ- RUKOWU UDALOSX POKAZATX, ^TO SLOVNOSTX NE MENEE 7 (WERNEE, ON POLA- GAL, ^TO NE MENEE 8, NO “TO OKAZALOSX O[IBKOJ). zATEM, ANALIZIRUQ WMESTE S NIM EGO DOKAZATELXSTWO, MY PRI[LI K FORMULE x ⊕ y ⊕ z = m(m(x, y, z), m(x, y, z), z), (5) T. E. UDALOSX PONIZITX WERHN@@ OCENKU S 9 DO 7.

fORMULU (5) MOVNO OB˙QSNITX SLEDU@]IM OBRAZOM (POZVE kA- SIM-ZADE SKAZAL, ^TO “TO NEKIJ OB]IJ METOD). rASSMOTRIM DWE FOR- MULY W BAZISE B0:_{x ⊕ y ⊕ 0 = xy ∨ xy, (6)}

— 44 —

lEKCIQ 5 (15.11.06) x ⊕ y ⊕ 1 = (x ∨ y)(x ∨ y). (7) zAMETIM, ^TO “TI FORMULY OTLI^A@TSQ TOLXKO TEM, ^TO & I ∨ ME- NQ@TSQ MESTAMI. wSPOMNIM, KAK MENQETSQ MEDIANA PRI PODSTANOWKE WMESTO KAKOJ-TO PEREMENNOJ KONSTANTY. eSLI PODSTAWITX WMESTO z KONSTANTU 0, POLU^IM xy; ESLI z = 1, TO POLU^IM x∨y. tEPERX MOVNO LEGKO PROWERITX FORMULU (5) DLQ MEDIANY, ISPOLXZUQ WSPOMOGATELX- NYE FORMULY (6) I (7). tAK VE MOVNO DEJSTWOWATX DLQ L@BOJ PARY DWOJSTWENNYH FORMUL, POSTROIW FORMULU NAD BAZISOM B2. pOZVE Q UWIDEL FORMULU (5) W RABOTE sUBBOTOWSKOJ ([4], 1970) W KA^EST- WE PRIMERA FORMULY, PREDSTAWLENNOJ W WIDE DEREWA. tEM NE MENEE, bEZRUKOW KURSOWYE I DIPLOMNU@ RABOTY [1]ZA]ITIL NORMALXNO sEJ^AS Q RASSKAVU WERHN@@ OCENKU, KOTORAQ SLEDUET IZ FOR- MULY (5). sFORMULIRUEM OB]IM FAKT, KOTORYJ PRIGODITSQ NAM W DALXNEJ[EM.

lEMMA 6. pUSTX F ≡ x1 ⊕ . . . ⊕ xk — FORMULA NAD BAZISOM B.

tOGDA L_B(x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n) 6 O(n^{logk L(F )}).

w ^ASTNOSTI, DLQ BAZISA B2 POLU^AETSQ n^{log3 7} = n^{1,77...}. dOKAZATELXSTWO.

rIS. 14

sTROIM FORMULU PO DEREWU (RIS. 14), W KOTOROM l QRUSOW. —TA FORMULA REALIZUET FUNKCI@ OT n = k^l PEREMENNYH, A E¡ SLOVNOSTX RAWNA (L(F ))^l = L(F )^{logk n} = n^{logk L(F )} (MY ISPOLXZOWALI SWOJSTWO LOGARIFMOW: a^{logb c} = c^{logb a}).

— 45 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

tAKIM OBRAZOM, MY DOKAZALI LEMMU DLQ SLU^AQ, KOGDA n — STE- PENX ^ISLA k. eSLI “TO NE TAK, BEREM BLIVAJ[U@ SWERHU K n STEPENX, STROIM DLQ NE¡ FORMULU I WMESTO LI[NIH PEREMENNYH PODSTAWLQ- EM KONSTANTY. iTOGOWAQ SLOVNOSTX WOZRAST¡T (OTNOSITELXNO n) NE BOLEE, ^EM W KONSTANTU RAZ. lEMMA DOKAZANA. �

w FORMULE (5) MOVNO ZAMETITX WOT E]E ^TO: x I y WHODQT PO 2 RAZA, A z — 3 RAZA. pO“TOMU DEREWO, ISPOLXZUEMOE W LEMME 6, MOV- NO WYRA]IWATX NESIMMETRI^NO: WMESTO x I y BOLX[E PODSTAWLQTX, A WMESTO z MENX[E. zA S^ET “TOGO OKAZYWAETSQ, ^TO MOVNO NEMNO- GO S“KONOMITX, TO ESTX POLU^ITX OCENKU n^{1,73...}. kONSTANTU 1, 73 . . . MY POS^ITALI NA KOMPX@TERE S bEZRUKOWYM, A POTOM, GORAZDO POZ- VE, Q TEORETI^ESKI “TO POKAZAL [18]. —TA KONSTANTA QWLQETSQ KORNEM NEKOEGO TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ. t. E. DLQ KAVDOJ FORMULY, KU- DA PEREMENNYE WHODQT NESIMMETRI^NO, MOVNO, STROQ NERAWNOMERNOE DEREWO, NEMNOGO UMENX[ATX SLOVNOSTX. w ^ASTNOSTI, TAKIM SPOSO- BOM Q DOKAZAL, ^TO DLQ L@BOGO BAZISA SLOVNOSTX LINEJNOJ FUNKCII MENX[E PO PORQDKU, ^EM n^2.

rEZ@MIRUEM: W BAZISE B2 SLOVNOSTX LINEJNOJ FUNKCII NAHO- DITSQ W PREDELAH n^{1,33} . . . n^{1,73}. dLQ DRUGIH BAZISOW IZWESTNO E]E MENX[E. nA SAMOM DELE, DLQ NEKOTORYH BAZISOW NIVN@@ OCENKU sUBBOTOWSKOJ-pERQZEWA MOVNO POWYSITX. nO S “TIM NADO POWOZITX- SQ. iNTERESU@]IESQ MOGUT “TOJ ZADA^EJ ZANQTXSQ.

lEKCIQ 6 (06.12.06)

—TA LEKCIQ ZAKRYWAET WTOROJ CIKL: NIVNIE OCENKI SLOVNOS- TI ”W DUHE sUBBOTOWSKOJ”. (pERWYJ CIKL BYL WWEDENIEM W NIVNIE OCENKI SLOVNOSTI.) ~TO W “TOT CIKL WHODIT? sAM REZULXTAT sUB- BOTOWSKOJ, EGO OBOB]ENIE NA SLU^AJ BAZISA S MEDIANOJ, I NAKONEC, SEGODNQ — OBOB]ENIE NA OBOB]ENNO-MONOTONNYE BAZISY, T. E. NA WSE BAZISY, GDE “TO OBOB]ENIE WOZMOVNO. nAPOMNIM, ^TO ZNA^IT, ^TO FUNKCIQ MONOTONNA.

oPREDELENIE. fUNKCIQ MONOTONNA (f ∈ M), ESLI ONA WOZRAS-

TAET PO KAVDOJ IZ PEREMENNYH.

oPREDELENIE. fUNKCIQ NAZYWAETSQ OBOB]ENNO-MONOTONNOJ

(O.-M.), ESLI PO L@BOJ PEREMENNOJ ONA UBYWAET ILI WOZRASTAET.

— 46 —

lEKCIQ 6 (06.12.06)

oPREDELENIE. bAZIS NAZYWAETSQ O.-M., ESLI WSE FUNKCII W

NEM O.-M.

pRIMERY O.-M. BAZISOW:

1) B_0 = {&, ∨, ¬}. zDESX & I ∨ — MONOTONNY, A ¬ — O.-M., T. K.

UBYWAET PO SWOEJ PEREMENNOJ.

2) B_2 = B_0 ∪ {m}.

wOOB]E, ^TO PREDSTAWLQET SOBOJ O.-M. FUNKCIQ? e¡ MOVNO PRED- STAWITX W SLEDU@]EM WIDE: f(x^{σ1}_1 , . . . , x^{σn}_n ), f ∈ M. (8) uTWERVDENIE 4. ∀ O.-M. BAZISA B ∃ BAZIS B^′ = {f1, . . . , fk, x}

(f_i ∈ M), “KWIWALENTNYJ B.

kAK NAJTI BAZIS B^′? nUVNO KAVDU@ FUNKCI@ IZ BAZISA B PRED- STAWITX W WIDE (8). pO^EMU “TI BAZISY “KWIWALENTNY? —TO SLEDUET IZ DOKAZANNOJ RANEE LEMMY 2: ESLI FUNKCII IZ ODNOGO BAZISA BES- POWTORNO WYRAVA@TSQ ^EREZ FUNKCII DRUGOGO BAZISA, TO “TI BAZI- SY “KWIWALENTNY. pO^EMU FUNKCII WYRAVA@TSQ BESPOWTORNO? pO- NQTNO, ^TO KOGDA W BESPOWTORNOJ FORMULE PEREMENNYE ZAMENQ@TSQ NA OTRICANIQ, FORMULA OSTANETSQ BESPOWTORNOJ (T. K. OTRICANIE BESPOWTORNO WYRAVAETSQ W L@BOM BAZISE). pO“TOMU KAVDAQ FUNK- CIQ φ IZ BAZISA B BESPOWTORNO WYRAVAETSQ ^EREZ f I OTRICANIE IZ B^′: φ(x1, . . . , xn) = f(x^{σ1}_1 , . . . , x^{σn}_n ) I, NAOBOROT, f(x1, . . . , xn) = φ(x^{σ1}_1 , . . . , x^{σn}_n ). nA KLASS O.-M. BAZISOW MOVNO NEPOSREDSTWENNO RASPROSTRA- NITX REZULXTAT sUBBOTOWSKOJ. pO^EMU KLASS BAZISOW IMENNO TAKOJ? sFORMULIRUEM OTWET W WIDE LEMMY.

lEMMA 7. eSLI B — NE O.-M. BAZIS, TO LB (x1⊕. . .⊕xn) = O(n).

(pO“TOMU W DANNOM SLU^AE METOD ZABIWANIQ PEREMENNYH KON- STANTAMI NE DEJSTWUET; PERWYM OB “TOM NAPISAL pERQZEW [6], NO PO- DRUGOMU, BOLEE SLOVNYM QZYKOM.)

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU B — NE O.-M. BAZIS, TO W N¡M ESTX NE O.-M. FUNKCIQ f ∈ B, T. E. PO KAKOJ-TO PEREMENNOJ (PUSTX PO x1)

— 47 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

ONA NE WOZRASTAET I NE UBYWAET. —TO ZNA^IT, ^TO NAJDUTSQ ^ETYRE TAKIH NABORA, ^TO

f(0, α_2, . . . , α_n) = 1, f(1, α_2, . . . , α_n) = 0,

f(0, β_2, . . . , β_n) = 0, f(1, β_2, . . . , β_n) = 1.

~EREZ FUNKCI@ f WYRAZIM SUMMU DWUH PEREMENNYH. dLQ “TOGO WWEDEM

φ_i(x) = { β_i, x = 0, α_i, x = 1.

tOGDA x ⊕ y = f(x, φ2(y), . . . , φn(y)) = Φ(x, y). —TO MOVNO NEPOSRED- STWENNO PROWERITX. mY WIDIM, ^TO x WHODIT W FORMULU Φ TOLXKO ODIN RAZ. sLEDOWATELXNO, MOVNO PODSTAWLQTX W FORMULU Φ WMESTO x TAKIE VE FORMULY Φ:

Φ(. . . (Φ(Φ(x_1, x_2), x_3) . . .), x_n).

w REZULXTATE MY POLU^IM FORMULU DLQ LINEJNOJ FUNKCII OT n PEREMENNYH, SLOVNOSTX KOTOROJ LINEJNA. (fUNKCII φi ZAWISQT OT ODNOGO ARGUMENTA I REALIZU@TSQ W B S KONSTANTNOJ SLOVNOSTX@). lEMMA DOKAZANA. �

tEPERX POKAVEM OBRATNOE: ESLI BAZIS — O.-M., TO LINEJNAQ FUNKCIQ W N¡M IMEET NELINEJNU@ SLOVNOSTX. —TO TAKVE PRIDUMAL pERQZEW [6], NO W DRUGIH TERMINAH, I EGO DOKAZATELXSTWO NE DO KON- CA PROZRA^NO. pO“TOMU Q PREDSTAWL@ SWOE DOKAZATELXSTWO. dELAETSQ “TO TAK VE, KAK I W SLU^AE BAZISA S MEDIANOJ B2, ^TO BYLO RASSMOT- RENO NA PRO[LOJ LEKCII. wWODITSQ DOPOLNITELXNAQ MERA SLOVNOS- TI, KOTORAQ U^ITYWAET WHOVDENIE FUNKCIJ. nO SEGODNQ MY BUDEM IZLAGATX DRUGIM SPOSOBOM, BOLEE PROSTYM I SAMYM DETERMINIRO- WANNYM, KOTORYJ PREDLOVILA E]E sUBBOTOWSKAQ.

wWED¡M MERU SLOVNOSTI. kAVDOJ FORMULE F SOOTWETSTWUET ME- RA L(F ) — ^ISLO WHOVDENIJ SIMWOLOW PEREMENNYH. tEPERX WWED¡M WELI^INU M(F ) — SUMMU WESOW FUNKCIJ, WHODQ]IH W FORMULU. dLQ KAVDOJ FUNKCII f(x1, . . . , xl) OPREDELIM E¡ WES SLEDU@]IM OBRAZOM: M(f) = {_{l−2} 2 , l > 3 0, l 6 2.

— 48 —

lEKCIQ 6 (06.12.06)

wSPOMNIM PRIMER S MEDIANOJ: M(m) =^1_2 . pO^EMU DLQ MEDIANY WES WWODITSQ IMENNO TAK? pOTOMU ^TO W FORMULE xy PEREMENNAQ y (NAPRIMER) ZABIWAETSQ W POLOWINE SLU^AEW, A MEDIANA m(x, y, z) WSEGDA, PRI L@BOJ PODSTAWLENNOJ KONSTANTE. dLQ URAWNOWE[IWANIQ WYBIRAETSQ KO“FFICIENT^1_2 .

pOLOVIM M(F ) =^∑ M(f), I KOMBINIROWANNAQ MERA ESTX

P (F ) = L(F ) + M(F ). mERA P BUDET U NAS OSNOWNOJ, PO NEJ BUDET

WESTISX INDUKCIQ. kAK SWQZANY MERY L I P ? dOKAVEM SLEDU@]U@ OCENKU.

uTWERVDENIE 5.

L(F ) > 2k − 2 3k − 4 P (F ) + k − 2 3k − 4 , GDE k = n(B) — PORQDOK BAZISA.

dOKAZATELXSTWO. bUDEM S^ITATX, ^TO W FORMULE F OTRICA- NIQ STOQT TOLXKO NAD PEREMENNYMI. pO^EMU? eSLI “TO NE TAK, TO ZAMENIM OTRICANIE FUNKCII f(. . .) NA DWOJSTWENNU@ FUNKCI@ I OT- RICANIE SPUSTIM NA E¡ ARGUMENTY. pRI “TOM MY RAS[IRIM BAZIS (DOBAWIW W NEGO DWOJSTWENNYE FUNKCII), ODNAKO ZNA^ENIQ SLOVNOSTI

P (F ) I L(F ) NE IZMENQTSQ.

bUDEM DOKAZYWATX INDUKCIEJ PO POSTROENI@ FORMULY. oSNO- WANIEM INDUKCII BUDET PEREMENNAQ ILI EE OTRICANIE. tOGDA SLOV- NOSTX W OBOIH SMYSLAH RAWNA 1.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD. pUSTX F = f(x^{σ1}_1 , . . . , x^{σs}_s , Fs+1, . . . , Ft). tOGDA L(F ) = s +^∑ L(Fi), P (F ) =^{t−2}_2 + s +^∑ P (Fi). oTMETIM, ^TO W SILU TOGO, ^TO OTRICANIQ W FORMULE NAWE[ANY TOLXKO NAD PEREMENNYMI, t > 2.

wYPI[EM NERAWENSTWO, KOTOROE NAM NUVNO DOKAZATX: s + ∑ L(F_i) > 2k − 2 3k − 4 ( t − 2 2 + s + ∑ P (F_i) ) + k − 2 3k − 4 . wOSPOLXZUEMSQ PREDPOLOVENIEM INDUKCII OB OCENKE DLQ WNUTRENNEJ FORMULY Fi:

L(F_i) > 2k − 2 3k − 4 =α P (F_i) + k − 2 3k − 4 =β .

— 49 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

sUMMIRUQ PO WSEM i, POLU^IM s + ∑ L(F_i) > s + α ∑ P (F_i) + (t − s)β. nAM OSTALOSX DOKAZATX, ^TO POSLEDNEE WYRAVENIE NE BOLX[E, ^EM α ∑ P (F_i) + α · t − 2 2 + sα + β. pOKAVEM, ^TO s + (t − s)β > α · t − 2 2 + sα + β. pOLXZUQSX TEM, ^TO α + β = 1, I OPUSKAQ PROMEVUTO^NYE WYKLADKI, PRIHODIM K α ( 3 2 t − 2 ) 6 t − 1, 2k − 2 3k − 4 = α 6^{t − 1}_{32 t − 2} =^{2t − 2}_{3t − 4} .

pOSLEDNEE NERAWENSTWO WERNO W SILU TOGO, ^TO t 6 k I t > 2. uTWERV- DENIE DOKAZANO. �

tEPERX PEREJDEM K OCENKE SLOVNOSTI. dALEE BUDEM S^ITATX, ^TO BAZIS B ZAMKNUT (B = [B]); RANEE MY POKAZALI, ^TO B ∼ [B]. dOKA- VEM SLEDU@]U@ LEMMU.

lEMMA 8. pUSTX FORMULA F NAD O.-M. BAZISOM B UDOWLETWO-

RQET USLOWIQM:

1) L(F ) > 2;

2) F — MINIMALXNA; 3) F ≢ c; 4) FORMULA QWLQETSQ PRIWEDENNOJ, T. E. OTRICANIQ W F NAWE- [ANY TOLXKO NAD PEREMENNYMI.

tOGDA ∀x_i ∃c P (F ) − P (F |_{xi=c}) > 3 2 L_{xi} (F ) — 50 —

lEKCIQ 6 (06.12.06)

(L_{xi} (F ) — ^ISLO WHOVDENIJ x_i W F ).

dOKAZATELXSTWO. wYKLADOK ZDESX PO^TI NE BUDET. nUVNO USMOTRETX, PO^EMU “TO NERAWENSTWO WERNO. kAK xi MOVET WHODITX W FORMULU? F (x^σ_i , . . .) zDESX WOZMOVNY 2 SLU^AQ.

1) n(F ) = 2. tOGDA F = x^σ_i ∘H. pOSKOLXKU B — ZAMKNUTYJ O.-M.

BAZIS, TO MOVNO S^ITATX, ^TO ∘ ∈ {&, ∨}. dLQ KAVDOGO IZ ^ETYREH WOZMOVNYH SLU^AEW F IMEEM SWOE ZABIWA@]EE ZNA^ENIE PEREMENNOJ: DLQ xiH — 0, DLQ xiH — 1, xi ∨ H SOOTW. 1 I DLQ xi ∨ H — 0. iZ USLOWIQ MINIMALXNOSTI F SLEDUET, ^TO H NE SODERVIT PEREMENNOJ

x_i, PO“TOMU KAVDOE WHOVDENIE x_i W FORMULU F ZABIWAET HOTQ BY

ODNU DRUGU@ PEREMENNU@.

2) n(F ) > 3. tOGDA F = f(x^σ_i , H_2, . . . , H_t). pRI PODSTANOW-

KE WMESTO xi PROIZWOLXNOJ KONSTANTY c FORMULA F PEREHODIT W

φ(H_2, . . . , H_t) (GDE φ — PODFUNKCIQ f, φ ∈ [B]), I WES FORMULY

F SNIVAETSQ NA^1_2 .

tEPERX MY WYBEREM KONSTANTU c ISHODQ IZ USLOWIQ, ^TO ONA QWLQETSQ ZABIWA@]IM ZNA^ENIEM DLQ BOLX[INSTWA WHOVDENIJ PE- REMENNOJ xi IZ SLU^AQ 1), OBOZNA^IM “TO ^ISLO WHOVDENIJ ZA m1. ~ISLO WHOVDENIJ PEREMENNOJ xi IZ SLU^AQ 2) OBOZNA^IM ZA m2. oB- ]EE ^ISLO WHOVDENIJ xi ESTX m = m1 + m2. tOGDA P (F ) − P (F |_{xi=c}) > m + m_1 2 + m_2 2 = 3 2 m. lEMMA DOKAZANA. �

sWEDEM WMESTE LEMMU 8 I UTWERVDENIE 5. iMEEM: P (F ) − P (F |_{xi=c}) > 3 2 L_{xi} (F ) >

(wYBEREM PEREMENNU@ xi: W KA^ESTWE NE¡ WOZXMEM PEREMENNU@, WHO- DQ]U@ W F NAIBOLX[EE ^ISLO RAZ. zAMETIM, ^TO ^ISLO RAZLI^NYH PEREMENNYH, WHODQ]IH W F , NE BOLX[E, ^EM n.)

>^3_{2n} L(F ) >^3_{2n}^{2k − 2}_{3k − 4} P (F ) + . . . >^1_n^{3k − 3}_{3k − 4}P (F )

(MY WOSPOLXZOWALISX UTWERVDENIEM 5).

— 51 —

gLAWA II. sRAWNENIE OBOB]ENNO-MONOTONNYH BAZISOW

pREOBRAZUEM POLU^IW[EESQ W ITOGE NERAWENSTWO: P (F ) ( 1 − c_k n ) > P (F |x_i=c), ck =^{3k − 3}_{3k − 4}.

wSPOMINAQ UTW. 4 IZ PRO[LOJ LEKCII, W ITOGE POLU^IM, ^TO LB (x1 ⊕

. . . ⊕ x_n) ⪰ n^{ck} , GDE c_k > 1, T. E. MY DOKAZALI NELINEJNU@ NIVN@@

OCENKU (U^ITYWAETSQ, ^TO MERY P I L “KWIWALENTNY). pO SU]ESTWU, “TO OSNOWNOJ REZULXTAT.

oSTALOSX POLU^ITX BESKONE^NO UBYWA@]U@ CEPO^KU BAZISOW. nAPOMNIM UVE DOKAZANNU@ LEMMU 6. pUSTX F ≡ x1 ⊕ . . . ⊕ xk ,

L(F ) = c. tOGDA L_B (x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n) = O(n^{logk c}).

rASSMOTRIM SPECIALXNOE SEMEJSTWO O.-M. BAZISOW. wWEDEM MONO- TONNU@ FUNKCI@: f_k(x_1, . . . , x_k, y_1, . . . , y_k) = 0, ∑ x_i + ∑ y_i < k 1, ∑ x_i + ∑ y_i > k x_1 ⊕ . . . ⊕ x_k , ∑ x_i + ∑ y_i = k

tOGDA_f k(x_1, . . . , x_k, x_1, . . . , x_k) = x_1 ⊕ . . . ⊕ x_k. rASSMOTRIM BAZIS Bk = B0 ∪ {f1, . . . , fk}. sREDI “TIH BAZISOW MOV- NO WYBRATX INTERESU@]U@ NAS CEPO^KU. pO^EMU? u NAS ESTX TAKIE OCENKI: n^{logk 2k} ⪰ L_{Bk} (x_1 ⊕ . . . ⊕ x_n) ⪰ n^{ck} , n → ∞. mOVNO TAK WYBRATX POSLEDOWATELXNOSTX^ISEL {ki}, ^TO KAVDAQ SLEDU@]AQ WERHNQQ OCENKA BUDET NIVE, ^EM PREDYDU]AQ NIVNQQ OCENKA. pOKAVEM “TO. pOSLEDOWATELXNOSTI {ck} I {log_k 2k} UBYWA@T I STREMQTSQ K 1 PRI k → ∞. wYBEREM {ki} SLEDU@]IM OBRAZOM. pOLOVIM k1 = 2; NIVNQQ OCENKA DLQ “TOGO k1 RAWNA n^{ck}1 . ~ISLO k2 WYBEREM TAK, ^TOBY log_{k2} 2k2 < ck_1 I T. D. ki WYBIRAETSQ IZ TAKOGO VE SOOBRAVENIQ log_{ki} 2ki < ck_{i�1} .

tOGDA Bk_1 ≻ Bk_2 ≻ . . ., T. K. W KAVDOM POSLEDU@]EM BAZISE LINEJNAQ FUNKCIQ REALIZUETSQ SU]ESTWENNO PRO]E, ^EM W PREDY- DU]EM (W SILU WYBORA SOOTWETSTWU@]EGO ki). kROME TOGO, KAVDYJ POSLEDU@]IJ BAZIS NE HUVE PREDYDU]EGO, T. K. WKL@^AET EGO.

— 52 —

lEKCIQ 7 (13.12.06)

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

lEKCIQ 7 (13.12.06)

—TOJ LEKCIEJ MY NA^INAEM TRETIJ CIKL NA[EGO KURSA, KOTO- RYJ PRODOLVITSQ W SLEDU@]EM SEMESTRE I ZAWER[ITSQ KAKIM-TO KRUPNYM REZULXTATOM, WOZMOVNO, OSLABLENNYM WARIANTOM KRITE- RIQ SRAWNENIQ PROIZWOLXNYH BAZISOW. tEHNIKA “TOGO RAZDELA BERET SWOE NA^ALO S RABOTY sUBBOTOWSKOJ 1963 G., KOTORAQ BYLA ZATEM MNOJ RAZWITA I PRIMENENA K DRUGIM BAZISAM. oNA RASSMATRIWALA BAZIS B0 I POLU^ILA KRITERIJ “KWIWALENTNOSTI PROIZWOLXNOGO BA- ZISA BAZISU B0. a IMENNO, MY UVE GOWORILI, ^TO ESTX PRIZNAK SRAW- NENIQ BAZISOW:

B_1 ⪯ B_2 ↔ ∀f ∈ B_2 BESPOWTORNO WYRAVAETSQ W B_1.

rANEE MY DOKAZYWALI, ^TO L@BOJ BAZIS B NE HUVE B0 (B ⪯ B0). wSTAET WOPROS: DLQ KAKIH BAZISOW B WERNO OBRATNOE, ^TO B0 ⪯ B? eSLI DLQ BAZISOW WYPOLNENY OBA WKL@^ENIQ, TO BAZISY “KWIWALENT- NY. t. O., SPRA[IWAETSQ, KAKIE BAZISY “KWIWALENTNY B0? i sUBBO- TOWSKAQ DOKAZALA, ^TO “TOT PRIZNAK SPRAWEDLIW TAKVE I W OBRATNU@ STORONU: B0 ⪯ B ↔ ∀f ∈ B BESPOWTORNO WYRAZIMA W B0.

w ODNU STORONU DOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ PRIZNAKA. mY DOKA- VEM uTWERVDENIE W DRUGU@ STORONU: B0 ⪯ B ⇒ ∀f ∈ B BESPOWTORNO WYRAZIMA W B0. i TEM SAMYM, MY POLU^IM KLASSIFIKACI@ WSEH BA- ZISOW, “KWIWALENTNYH B0.

pRI DOKAZATELXSTWE MY BUDEM W OSNOWNOM SLEDOWATX RABOTE sUB- BOTOWSKOJ 1963 G.

pUSTX DANA NEKOTORAQ FUNKCIQ f(x1, . . . , xn). oPREDELIM, ^TO ZNA^IT, ^TO ODNA PEREMENNAQ “TOJ FUNKCII ZABIWAET I DRUGU@.

oPREDELENIE. xi ZABIWAET xj , ESLI ∃c, ^TO f|x_i=c SU]ESTWENNO NE ZAWISIT OT xj .

mY UVE WSTRE^ALISX S ZABIWANIEM W METODE sUBBOTOWSKOJ PRI- MENITELXNO K FORMULAM. zDESX VE MY RASSMATRIWAEM ZABIWANIE

— 53 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

PRIMENITELXNO K FUNKCIQM. t. E. ESTX TAKOE OTNO[ENIE NA MNO- VESTWE PEREMENNYH DANNOJ FUNKCII — ODNA PEREMENNAQ ZABIWAET DRUGU@. —TO OTNO[ENIE MOVNO ZADATX W WIDE STRELO^EK.

rIS.

—TO OTNO[ENIE TRANZITIWNO: ESLI xi ZABIWAET xj I xj ZABIWAET

x_k, TO x_i ZABIWAET x_k. pOKAVEM “TO.

pO OPREDELENI@, f|x_i=c NE ZAWISIT OT xj , f|x_j =d NE ZAWISIT OT

x_k. tOGDA f|_{xi=c,xj =d} = f|_{xi=c}, POSKOLXKU POSLEDNQQ FUNKCIQ NE ZA-

WISIT OT xj . pERWAQ VE FUNKCIQ, QWLQQSX PODFUNKCIEJ f|x_j =d, NE ZAWISQ]EJ OT xk, SAMA NE ZAWISIT OT xk .

e]E ODNO OPREDELENIE. xi NAZYWAETSQ OTME^ENNOJ PEREMENNOJ, ESLI ∀j xi NE ZABIWAET xj .

pRIMER 1.

f(x, y, z) = xy ∨ xz, y, z — OTME^ENNYE PEREMENNYE.

zATEM sUBBOTOWSKAQ WWODIT MNOVESTWO Φ = {f : NIKAKAQ POD- FUNKCIQ f NE SODERVIT OTME^ENNYH PEREMENNYH, W TOM ^ISLE, I SAMA f }.

mOVET LI KAKAQ-NIBUDX FUNKCIQ NE SODERVATX OTME^ENNYH PE- REMENNYH, A EE PODFUNKCII - NAOBOROT, SODERVATX?

pRIMER 2.

wOZXMEM f IZ PRIMERA 1 I RASSMOTRIM SLEDU@]U@ FUNKCI@

f(x_1x_2, y_1y_2, z_1z_2). tOGDA “TA FUNKCIQ NE PRINADLEVIT Φ, POSKOLX-

KU xi DRUG DRUGA ZABIWA@T, TO VE OTNOSITSQ I K yi I zi. a EE POD- FUNKCIQ, POLU^A@]AQSQ PRI x2 = y2 = z2 = 1 IMEET OTME^ENNYE PEREMENNYE.

kAKIE VE FUNKCII SODERVATSQ W Φ? lEMMA.

f ∈ Φ ↔ f BESPOWTORNO WYRAZIMA W B_0.

dOKAZATELXSTWO.

⇐ f BESPOWTORNO WYRAZIMA. pO^EMU ONA NE SODERVIT OTME^EN- NYH PEREMENNYH?

wHOVDENIE PROIZWOLXNOJ PEREMENNOJ xi W BESPOWTORNO WYRAZI- MU@ FORMULU IMEET TAKOJ WID: (x^σ_i ∘ F ). pRI KAKOJ-TO KONSTANTE xi ZABIWAET PODFORMULU F , PO“TOMU Xi UVE NE BUDET OTME^ENNOJ PERE- MENNOJ. sLEDOWATELXNO, BESPOWTORNO WYRAZIMAQ W B0 FUNKCIQ f NE

— 54 —

lEKCIQ 7 (13.12.06)

SODERVIT OTME^ENNYH PEREMENNYH, I NIKAKAQ EE PODFUNKCIQ, TAK- VE BESPOWTORNO WYRAZIMAQ W B0, NE MOVET SODERVATX OTME^ENNYH PEREMENNYH. t. E. f ∈ Φ.

w OBRATNU@ STORONU. ⇒ dOPUSTIM, ^TO f ∈ Φ.

dOKAVEM SNA^ALA WSPOMOGATELXNOE UTWERVDENIE. uTWERVDENIE. pUSTX f(x1, . . . , xn), n > 2. tOGDA ∃f1, φ ∈ Φ, ^TO f(x1, . . . , xn) = f1(φ(xi_1 , xi_2 ), xi_3 , . . . , xi_n ). t. E. FUNKCI@ MOVNO ZAPISATX W WIDE FORMULY, KUDA WHODIT PODFORMULA DANNOGO WIDA, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT DWUH PEREMENNYH. tAKAQ GRUPPA IZ DWUH PEREMENNYH NAZYWAETSQ WYDELIMOJ.

dOKAZATELXSTWO.

rASSMOTRIM SISTEMU STRELO^EK. u NAS NET OTME^ENNYH PERE- MENNYH, IZ KAVDOJ PEREMENNOJ OTHODIT KAKAQ-TO STRELKA.

rIS. 1 pOSKOLXKU PEREMENNYH KONE^NOE ^ISLO, W KAKOJ-TO MOMENT MY WERNEMSQ W TU PEREMENNU@, GDE UVE POBYWALI.

rIS. 2 rASSMOTRIM TAKOJ CIKL. xi_1 ZABIWAET xi_2 I T. D. PO CEPO^KE, ZAWER[AET CIKL xi_k , ZABIWA@]AQ Xi_1 . tOGDA, W SILU TRANZITIWNOS- TI, xi_2 ZABIWAET xi_1 . t. o., MY POLU^ILI PARU PEREMENNYH, KOTORYE ZABIWA@T DRUG DRUGA.

—TA PARA PEREMENNYH I BUDET WYDELENNOJ PAROJ. pO^EMU “TO BUDET TAK? nADO UBEDITXSQ, ^TO PRI PODSTANOWKE WMESTO “TIH PERE- MENNYH RAZLI^NYH KONSTANT U NAS MOVET POLU^ITXSQ NE BOLEE DWUH RAZLI^NYH PODFUNKCIJ.

rIS._x i1 ZABIWAET xi_2 S KONSTANTOJ c, A xi_2 ZABIWAET xi_1 S KONSTANTOJ d. tOGDA f|x_{i1} =c,x_{i2} =d = f|x_{i1} =c = (POSKOLXKU POSLEDNQQ FUNKCIQ NE ZAWISIT OT xi_2 )= f|_{xi1 =c,xi2 =d} = fx_{i1} =c,x_{i2} =d (POSLEDNEE RAWENST- WO DOKAZYWAETSQ PO ANALOGII). t. E. NA TREH NABORAH PODFUNKCII SOWPADA@T.

φ MY OPREDELIM TAK:

φ(x_{i1} , x_{i2} ) = 0 ↔ x_{i1} = c & x_{i2} = d.

— 55 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

wIDNO, ^TO “TO NELINEJNAQ FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH, A TAKIE FUNKCII, KAK LEGKO PROWERITX, PRINADLEVAT MNOVESTWU Φ.

kAK OPREDELIM f1? f_1(y, x_{i3} , . . . , x_{in} ) = { f|_{xi1 =c,xi2 =d}, ESLI y = 1 f|_{xi1 =c,xi2 =d}, ESLI y = 0 oTS@DA UVE WIDNO, ^TO f ≡ f1(φ, . . .). pO^EMU f1 ∈ Φ?

pOSKOLXKU φ QWLQETSQ NELINEJNOJ FUNKCIEJ, IZ NEE MOVNO PO- LU^ITX PODSTANOWKOJ NEKOTOROJ KONSTANTY WMESTO ODNOJ PEREMEN- NOJ y ILI y. tOGDA ZAMETIM, ^TO f1(y, . . .) ESTX FUNKCIQ, OBOB]ENNO- ODNOTIPNAQ S NEKOTOROJ PODFUNKCIEJ f, A L@BAQ PODFUNKCIQ FUNK- CII, PRINADLEVA]EJ Φ, TAKVE PRINADLEVIT Φ.

uTWERVDENIE DOKAZANO.

zAKON^IM DOKAZATELXSTWO LEMMY.

iTAK, MY WYDELILI GRUPPU PEREMENNYH, TEPERX PRIMENIM UTWERVDENIE K FUNKCII f1, U NEE TAKVE WYDELIM GRUPPU PEREMEN- NYH I T. D. pOLU^AEM BESPOWTORNU@ FORMULU NAD BAZISOM B0. —TO MOVNO UWIDETX, ESLI WSPOMNITX, ^TO φ(x, y) = x^σ ∘ y^τ , ∘ ∈ {&, ∨}.

eSLI n = 2, TO NEPOSREDSTWENNO DOKAZYWAETSQ, ^TO f — NELI- NEJNA, I DLQ NEE LEMMA TAKVE SPRAWEDLIWA.

lEMMA DOKAZANA.

—TA LEMMA PREDSTAWLQET I SAMOSTOQTELXNYJ INTERES, POSKOLX- KU DAET BOLEE ESTESTWENNOE OPISANIE FUNKCIJ, BESPOWTORNO WYRAZI- MYH W BAZISE B0. w “TOM NAPRAWLENII OTNOSITELXNO DRUGIH BAZISOW TOVE ^TO-TO DELALOSX I DELAETSQ DO SIH POR, NAPRIMER, NEKIJ KRI- TERIJ WYRABATYWAETSQ W iRKUTSKE pERQZEWYM I DR. pO SUTI, ZDESX NUVNO PROWERQTX NALI^IE OTME^ENNYH PEREMENNYH, T. E. KOMBINA- TORNOE SWOJSTWO SAMOJ FUNKCII, W OTLI^IE OT BESPOWTORNOJ WYRA- ZIMOSTI, GDE NADO PROWERQTX, SU]ESTWUET ILI NET TREBUEMAQ FORMA, T. E. OSU]ESTWLQTX NEKOTORYJ PEREBOR. zDESX VE RASSMATRIWAETSQ WNUTRENNE SWOJSTWO FUNKCII.

tEPERX MY PRISTUPAEM K POLU^ENI@ NIVNEJ OCENKI SLOVNOSTI. kAK MY BUDEM DOKAZYWATX SEGODNQ[N@@ OSNOWNU@ TEOREMU? pO RANEE DOKAZANNOMU SLEDUET, ^TO ESLI WSE FUNKCII IZ B BES- POWTORNO WYRAZIMY W B0, TO B ∼ B0.

— 56 —

lEKCIQ 7 (13.12.06)

tEPERX PREDPOLOVIM, ^TO KAKAQ-TO FUNKCIQ f IZ B BESPOWTORNO NEWYRAZIMA W B0. i NAM NADO POKAZATX, ^TO B ≺ B0.

iZWESTNO, ^TO B ⪯ B0. a W OBRATNU@ STORONU, B0 ≠⪯ B, NE BUDET WYPOLNENO. t. E. MY POKAVEM, ^TO NEKAQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ IMEET W B0 WYSOKU@ I W B NIZKU@, (PO PORQDKU NIVE), SLOVNOSTI.

—TU POSLEDOWATELXNOSTX MOVNO POSTROITX NA OSNOWE TOJ FUNK- CII, KOTORAQ BESPOWTORNO NEWYRAZIMA W B0. w B “TA FUNKCIQ I PO- STROENNAQ NA EE OSNOWE POSLEDOWATELXNOSTX BESPOWTORNO WYRAZIMY, A SLEDOWATELXNO, IME@T W B LINEJNU@ SLOVNOSTX. mY VE POKAVEM, ^TO W B0 POSLEDOWATELXNOSTX IMEET NELINEJNU@ SLOVNOSTX.

dAWAJTE OPREDELIM “TU POSLEDOWATELXNOSTX. wPERWYE “TA PO- SLEDOWATELXNOSTX BYLA RASSMOTRENA W RABOTE sUBBOTOWSKOJ, A ZATEM DLQ MNOGIH BAZISOW PERWONA^ALXNOE DOKAZATELXSTWO BYLO MNO@ SU- ]ESTWENNO RAS[IRENO, NO “TO PRODWIVENIE BYLO SDELANO W TOM VE NAPRAWLENII.

wSPOMNIM PREDYDU]U@ LEMMU.

~TO ZNA^IT, ^TO f BESPOWTORNO NEWYRAZIMA W B0? —TO ZNA^IT, ^TO f ≠∈ Φ. tOGDA ∃ PODFUNKCIQ ψ FUNKCII f TAKAQ, ^TO ψ IMEET OTME^ENNU@ PEREMENNU@.

pUSTX ψ(x1, . . . , xn), x1 — OTME^ENNAQ PEREMENNAQ. iSHODQ IZ “TOJ FUNKCII ψ, MY POSTROIM NUVNU@ NAM POSLEDO- WATELXNOSTX.

pOLOVIM ψ1 = ψ. —TO BAZIS INDUKCII. iNDUKTIWNYJ PEREHOD. ψ_i = ψ_{i−1}(ψ(x^′_1, . . . , x^′_n), . . . , ψ(x^{ni} �1_1 , . . . , x^{ni} �1_n

)). wSEGO PEREMEN- NYH U ψ n^i.

fUNKCI@ ψi MOVNO REALIZOWATX S POMO]X@ TAKOGO RAWNOMER- NOGO DEREWA GLUBINY i.

rIS.

fUNKCIQ ψi BESPOWTORNO WYRAZIMA W BAZISE B, POSKOLXKU ψ QW- LQETSQ PODFUNKCIEJ KAKOJ-TO FUNKCII IZ BAZISA B, KONSTANTY BES- POWTORNO WYRAZIMY W L@BOM BAZISE I ψi QWLQETSQ BESPOWTORNOJ KOM- POZICIEJ BESPOWTORNO WYRAZIMYH FUNKCIJ.

— 57 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

pO^EMU “TA POSLEDOWATELXNOSTX BUDET IMETX NELINEJNU@ SLOV- NOSTX? ψ IMEET OTME^ENNU@ PEREMENNU@, SLEDOWATELXNO, ONA NE ZA- BIWAET NIKAKU@ PEREMENNU@ I, PODSTAWLQQ WMESTO OTME^ENNOJ PERE- MENNOJ KONSTANTU, OSTALXNYE PEREMENNYE OSTA@TSQ W FUNKCII SU- ]ESTWENNYMI, A W FORMULE B0 “TA PEREMENNAQ KAKU@-TO PEREMENNU@ ZABXET. nA “TOM “FFEKTE I OSNOWANA NIVNQQ OCENKA. eDINSTWENNOE, ^TO MOVNO SKAZATX, ESLI U sUBBOTOWSKOJ DOKAZATELXSTWO ZANIMAET 4 STRANICY, TO W RAS[IRENNOM WARIANTE U MENQ — 40 STRANIC. nO ESLI BAZIS SODERVIT LINEJNU@ FUNKCI@, ZABIWANIE NE PROIZOJDET, NUVNO SMOTRETX NA NELINEJNYE PODFORMULY, NO OB “TOM RAZGOWOR BUDET W SLEDU@]EM SEMESTRE.

iTAK, WWEDEM NEKOTORYE PONQTIQ, SWQZANNYE S FUNKCIEJ ψi. ~ASTX PEREMENNYH FUNKCII ψi, OBOZNA^AEMAQ (x^j_1, . . . , x^j_n), NA- ZYWAETSQ PODNABOROM.

sPECIALXNYM NABOROM (x^1_{j1} , x^2_{j2} , . . . , x^{ni�1}_{jni�1} ) NAZYWAETSQ NABOR, SODERVA]IJ PO ODNOJ PEREMENNOJ IZ KAVDOGO PODNABORA.

tEPERX NA[A ZADA^A: RAZBITX WSE MNOVESTWO PEREMENNYH NA n SPECIALXNYH NABOROW r1, . . . , rn.

pO SUTI, MY WYBEREM DIREKTIWNO LI[X r1 NABOR, A OSTALXNYE MOVNO WYBRATX PROIZWOLXNO, KAK POLU^ITSQ, “TO WSEGDA MOVNO SDE- LATX.

dALEE, POSTROIM TRI MNOVESTWA PEREMENNYH A, B, C. ~TO TAKOE A? mY BUDEM WYBIRATX KAKIE-TO OTME^ENNYE PERE- MENNYE IZ RAZNYH PODNABOROW, T. E. W KAVDOM PODNABORE ESTX PERWAQ PEREMENNAQ, QWLQ@]AQSQ OTME^ENNOJ x^j_1. mY BUDEM NEKOTORYE TA- KIE OTME^ENNYE PEREMENNYE WYBIRATX I IZ NIH STROITX MNOVESTWO A. pARALLELXNO BUDEM STROITX B. t. E. WYBRANNYE OTME^ENNYE PEREMENNYE BUDUT ZABIWATX KAKIE-TO DRUGIE PEREMENNYE, IH MY I BUDEM OTNOSITX K B.

pUSTX U NA[EJ FUNKCII ψi ESTX KAKAQ-TO MINIMALXNAQ FORMULA F W B0. tOGDA x^′_1 ∈ A, A x^{j1}_{i1} ∈ B, (x^′_1 ZABIWAET x^{j1}_{i1} , T. E. F1 = F |_x0_{1=c1} ).

pRODOLVIM DALEE. u NAS ESTX FORMULA F1. wOZXMEM E]E KAKU@- NIBUDX OTME^ENNU@ PEREMENNU@, KOTORAQ NE POPALA NI W A, NI W B. oBOZNA^IM EE x^{l2}_1 I OTNESEM EE K A. w F1 “TA PEREMENNAQ ZABIWAET E]E ODNU PEREMENNU@ X^{j2}_{i2} , (KOTORAQ, MOVET I SOWPADATX S x^{j2}_{i1} ) I

— 58 —

lEKCIQ 7 (13.12.06)

OTNESEM EE K B. pOLU^IM F2 = F1|_xl2_{1 =c2} . i T. D. oTMETIM E]E, ^TO POSKOLXKU WSE PEREMENNYE, KOTORYE MY OTNOSIM K A OTME^ENNYE, OSTAW[IESQ PEREMENNYE QWLQ@TSQ SU]ESTWENNYMI.

kAK DOLGO MOVET PRODOLVATXSQ PROCESS POSTROENIQ A? tEORETI^ESKI, PEREMENNAQ, NAPRIMER, IZ PERWOGO PODNABORA ZA- BIWAET PEREMENNU@ IZ WTOROGO PODNABORA. iZ TRETXEGO — IZ ^ET- WERTOGO. w HUD[EM SLU^AE, W A MOVEM POLOVITX NE MENEE POLOWINY OTME^ENNYH PEREMENNYH.

wWEDEM PARAMETR ν = ⌊^{ni�1}_2 ⌋. n^{i−1} — ^ISLO PODNABOROW, W KAV- DOM ESTX ODNA OTME^ENNAQ PEREMENNAQ. |A| = ν; KOGDA SDELAEM ν [AGOW, MY OSTANOWIMSQ.

|B| 6 ν W L@BOM SLU^AE.

pOSTROENNOE MNOVESTWO A WKL@^IM W NABOR r1. a ZATEM DOPOL- NIM EGO S POMO]X@ TRETXEGO MNOVESTWA C. k C OTNESEM TU PEREMEN- NU@ IZ KAVDOGO OSTAW[EGOSQ PODNABORA, KOTORAQ WHODIT W B MINI- MALXNOE ^ISLO RAZ. (nAPOMNIM, ^TO W B MOGUT WHODITX ODINAKOWYE PEREMENNYE.) tOGDA A ∨ C = r1.

oCENIM, SKOLXKO RAZ PEREMENNYE IZ C MOGUT WHODITX W NABOR B? wSEGO W NABORE B IMEETSQ ν WHOVDENIJ, MY KAVDYJ RAZ BRALI PEREMENNU@ S NAIMENX[IM WHOVDENIEM, SLEDOWATELXNO, |B ∪C| 6^ν_n .

sKOLXKO IMEETSQ W B WHOVDENIJ PEREMENNYH, NE SODERVA]IHSQ W C (A TAKVE W A)? sOOTWETSTWENNO, NE MENEE ν −^ν_n PEREMENNYH. oNI POPADA@T W DRUGIE SPECIALXNYE NABORY: r2, . . . , rn.

mY RASMOTRELI WS@ POSLEDOWATELXNOSTX PODSTANOWOK F, F1, . . . , Fν . wSE PEREMENNYE IZ r2, . . . , rn OSTALISX SU]ESTWENNYMI. wOZXMEM, NAPRIMER, NABOR r2. mOVNO PODSTAWITX TAKIE KONSTANTY WMESTO OSTALXNYH PEREMENNYH, ^TOBY IZ KAVDOGO PODNABORA OSTALASX ROWNO TA PEREMENNAQ, KOTORAQ PRINADLEVIT r2. tOGDA POLU^IM FUNKCI@, OBOB]ENNO-ODNOTIPNU@ S ψi−1. tEM SAMYM, MY OSU]ESTWIM INDUKTIWNYJ PEREHOD. tO VE SAMOE MOVNO SKAZATX OTNOSITELXNO L@BOGO NABORA ri. zAPI[EM “TO.

∀r_i (i ∈ {2, . . . , n}) SU]ESTWUET TAKAQ PODSTANOWKA KONSTANT A_i

WMESTO WSEH PEREMENNYH ≠∈ ri, ^TO ψi|A_i — OBOB]ENNO-ODNOTIPNA S ψ_{i−1}. — 59 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

oDNU IZ “TIH PODSTANOWOK MY BUDEM ISPOLXZOWATX, NO KAKU@ IMENNO PREDSTOIT WYQSNITX. mY PODS^ITAEM SREDN@@ SLOVNOSTX, KOTORAQ PRI “TOM POLU^ITSQ, I WOZXMEM TU, KOTORAQ BUDET OPTIMALX- NOJ.

wSPOMNIM, KOGDA MY PODSTAWLQLI KONSTANTY ci, MY POLU^ALI FUNKCII ψ^1_i , ψ^2_1 , . . . , ψ^ν_1 . i ZATEM IZ POSLEDNEJ FUNKCII E]E KAKOJ-TO PODSTANOWKOJ OSTAWLQEM PO ODNOJ PEREMENNOJ IZ KAVDOGO PODNABORA.

pO“TOMU OBOZNA^IM NA[U FUNKCI@, POLU^IW[U@SQ PRI PODSTA- NOWKE Ai, ^EREZ ψ^ν_i .

nA^NEM PROWODITX WYKLADKI.

wSEGO W NABORAH r2, . . . , rn NE MENEE ν −^ν_n PEREMENNYH IZ B. nAM NUVNO WYBRATX TOT NABOR, GDE PERESE^ENIE S B BUDET NAIBOLX[IM. pO^EMU ?

~TO TAKOE, PO SU]ESTWU, B? —TO TE PEREMENNYE, KOTORYE HOTQ BY PO ODNOMU WHOVDENI@ UDALQ@TSQ, NO SAMI OSTA@TSQ SU]ESTWEN- NYMI. oNI KAK-TO RASPREDELENY PO NABORAM r2, . . . , rn. nAM NADO WYBRATX TOT SPECIALXNYJ NABOR, KUDA POPADET NAIBOLX[EE ^ISLO “TIH PEREMENNYH, ZNA^IT, SLOVNOSTX OSTAW[EJSQ FORMULY BUDET KAK MOVNO MENX[EJ.

pRI POLU^ENII A U NAS BYLA KAKAQ-TO PODSTANOWKA KONSTANT, PRI “TOM PEREMENNYE IZ B TERQLI SWOI WHOVDENIQ, SAMI OSTAWAQSX SU]ESTWENNYMI. pUSTX MY WYBRALI TOT ri, KOTORYJ S B IMEET NAI- BOLX[EE PERESE^ENIE. pRI PODSTANOWKE Ai POLU^ILI PODFUNKCI@ ψ_{i−1}._{ν− ν} n n−1 6 |ri ∪ B|. kAKOWA BUDET SLOVNOSTX POLU^ENNOJ FORMULY F^′ ≡ ψi−1? rASSMOTRIM TAKU@ FORMULU F^s = Fν |A_s (s = 2, . . . , n). i WWEDEM WELI^INU qs = |rs ∪ B|. mY ZNAEM, ^TO q2 + . . . + qn > ν −^ν_n = (1 −^1_n )ν > (1 −^1_n )(^{ni�1}_2 − 1)(ZDESX ISPOLXZUETSQ OPREDELENIE ν)> n^{i−2} PRI i > 3.

dALEE, OBOZNA^IM Ls(F ) — ^ISLO WHOVDENIJ W F PEREMENNYH IZ

r_s. pRI PODSTANOWKE KONSTANT WMESTO PEREMENNYH IZ B PO KRAJNEJ

MERE PO ODNOMU WHOVDENI@ PEREMENNOJ UDALILOSX, PO“TOMU

L_s(F ) > L(F^s) + q_s > L_{B0} (ψ_{i−1}) + q_s (POSLEDNEE WERNO W SILU

TOGO, ^TO F^s — OBOB]ENNO-ODNOTIPNAQ S ψi−1), s = 2, . . . , n.

pROSUMMIRUEM “TI NERAWENSTWA:

— 60 —

lEKCIQ 8 (28.02.07)

L_{B0} (ψ_i) = L(F ) >^n ∑ s=1 L_s(F ) > nL_{B0} (ψ_{i−1}) +^n ∑ s=2 q_s(ZAMETIM,

^TO IZ r1 MOVNO TAKVE POLU^ITX FUNKCI@, OBOB]ENNO-ODNOTIPNU@ S ψi−1, PO“TOMU L1(F ) > LB_0 (ψi−1))> nLB_0 (ψi−1) + n^{i−2}.

mY POLU^ILI REKURRENTNOE NERAWENSTWO. oBOZNA^IW αi =

L_{B0} (ψ_i), PRODOLVIM EGO:

α_i > nα_{i−1} + n^{i−2} > n(nα_{i−2} + n^{i−3}) + n^{i−2} = n^2α_{i−2} + 2n^{i−2} > (i − 3)n^{i−2} >> (i − 3)n^{i−2}.

—TO I ESTX NELINEJNAQ NIVNQQ OCENKA, POSKOLXKU U FUNKCII ψi IMEETSQ N = n^i PEREMENNYH, n — KONSTANTA, TOGDA αi ⪰ N log N.

lEKCIQ 8 (28.02.07)

mY PRODOLVAEM TRETX@ GLAWU NA[EGO SPECKURSA, POSWQ]ENNU@ BOLEE IZO]RENNOJ TEHNIKE ZABIWANIQ. pREDYDU]AQ LEKCIQ BYLA OS- NOWANA NA RABOTE sUBBOTOWSKOJ 1963 G., SWQZANNOJ S KRITERIEM “KWI- WALENTNOSTI PROIZWOLXNOGO BAZISA BAZISU B0, GDE UVE BYLI PRIME- NENY MENEE O^EWIDNYE PRIEMY ZABIWANIQ W OTLI^IE OT OBOB]ENNO- MONOTONNYH BAZISOW I BAZISA S MEDIANOJ.

s “TOJ LEKCII MY BUDEM RASSMATRIWATX BAZISY, SODERVA]IE LINEJNU@ FUNKCI@, I DLQ NIH ISPOLXZOWATX BOLEE SLOVNU@ TEHNI- KU ZABIWANIQ. —TO UVE BUDUT MOI REZULXTATY, POLU^ENNYE NA^INAQ S 1997 G. sEGODNQ MY DOKAVEM ^ASTNYJ SLU^AJ MOEGO REZULXTATA

1997 G. O TOM, ^TO SU]ESTWUET BESKONE^NO UBYWA@]AQ CEPO^KA BAZI-

SOW P2(2) ≻ P2(3) ≻ P_(4) ≻ . . ., GDE P2(n) — WSE FUNKCII DWUZNA^NOJ LOGIKI , ZAWISQ]IE OT n PEREMENNYH. iZ REZULXTATOW pERQZEWA TAK- VE IZWLEKAETSQ BESKONE^NAQ CEPO^KA, NO DRUGAQ, NE SAMOGO OB]EGO WIDA, KAK ZDESX.

sEGODNQ MY NA^NEM DOKAZYWATX PERWYJ [AG: P2(2) ≻ P2(3). oSTALXNYE [AGI RASSMATRIWA@TSQ ANALOGI^NO. sEJ^AS MY DOKA- VEM WSPOMOGATELXNYE LEMMY I ZATEM SFORMULIRUEM OB]U@ IDE@ DOKAZATELXSTWA.

iTAK, NAM NUVNO PRED˙QWITX f1, f2 . . . TAKU@, ^TO

L_{P2(3)}(f_n) ≍ nes(f_n), (GDE nes(f_n) — ^ISLO SU]ESTWENNYH PERE-

MENNYH), A_{LP2(2)(fn)} nes(f_n) → ∞. — 61 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

dLQ UPRO]ENIQ DOKAZATELXSTWA BUDEM RASSMATRIWATX BAZIS

{⊕, &, 1}, “KWIWALENTNYJ P_2(2). —TIM BAZISOM UDOBNO POLXZOWATX-

SQ, S ALGEBRAI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ “TO ESTESTWENNYJ BAZIS: FUNK- CII SLOVENIQ I UMNOVENIQ NAD POLEM Z2. i MY PROSTO IMEEM DELO S MNOGO^LENAMI, GDE WYPOLNENA KAKAQ-TO GRUPPIROWKA PEREMENNYH, I E]E WZQTA KONSTANTA 1.

kAKU@ MY WYBEREM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ? bERETSQ NE- KAQ BAZOWAQ FUNKCIQ I DALEE KONSTRUIRUETSQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ, KAK U sUBBOTOWSKOJ W 7 LEKCII, T. E. BERUTSQ STEPENI “TOJ BAZOWOJ FUNKCII.

bAZOWOJ FUNKCIEJ U NAS BUDET f(x, y, z) = xyz ⊕ x ⊕ y ⊕ z. —TA FUNKCIQ TREH ARGUMENTOW, SLEDOWATELXNO, ONA WLOVENA W BAZIS P2(3) I, ZNA^IT, REALIZUETSQ BESPOWTORNO W “TOM BAZISE. tAKVE I EE STEPE- NI BUDUT REALIZOWATXSQ BESPOWTORNO, A ZNA^IT, EE SLOVNOSTX BUDET RAWNA ^ISLU EE ARGUMENTOW.

nAPOMNIM, ^TO TAKOE STEPENX PROIZWOLXNOJ FUNKCII. pUSTX g(x1, . . . , xn) — PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ. tOGDA STEPENI OPREDELQ@TSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

g^{(1)} = g . . g^{(m)} = g(g^{(m−1)}(x̃^1), . . . , g^{(m−1)}(x̃^n)), GDE x̃^i — POPARNO RAZLI^-

NYE NABORY I W KAVDOM RAZLI^NYE PEREMENNYE.

tO ESTX MY WIDIM, ^TO STEPENI BAZOWOJ FUNKCII BESPOWTORNO WYRAZIMY I, TEM SAMYM, PERWAQ ^ASTX UTWERVDENIQ O^EWIDNA.

pEREHODIM K DOKAZATELXSTWU NIVNEJ OCENKI. pO^EMU W KA^ESTWE BAZOWOJ FUNKCII MY WYBRALI IMENNO FUNKCI@ f?

sTEPENX EE POLINOMA vEGALKINA MAKSIMALXNA, A IMENNO, RAW- NA ^ISLU PEREMENNYH. i WTOROE, ONA PO^TI SOWPADAET S LINEJNOJ FUNKCIEJ, OTLI^AQSX OT NEE TOLXKO W ODNOJ TO^KE. ~EM HORO[A LI- NEJNAQ FUNKCIQ? pRI PODSTANOWKE KONSTANT ONA OSTAETSQ SU]EST- WENNO ZAWISQ]EJ OT OSTAW[IHSQ PEREMENNYH. pO“TOMU NA[A BAZOWAQ FUNKCIQ DLQ MNOGIH PODSTANOWOK BUDET TAKVE OSTAWATXSQ ZAWISQ- ]EJ OT OSTAW[IHSQ PEREMENNYH. wYPI[EM QWNO “TI PODSTANOWKI. wO-PERWYH, PODSTANOWKI OT PROIZWOLXNOGO ^ISLA NULEJ: f(0, y, z) = y ⊕ z, f(0, 0, z) = z. — 62 —

lEKCIQ 8 (28.02.07)

i PODSTANOWKI S ODNOJ EDINICEJ: f(1, y, z) = y ∨ z I PODSTANOWKI S ODNOJ EDINICEJ I ODNIM NULEM: f(1, 0, z) = z. s DWUMQ EDINICAMI PODSTANOWKI UVE NE PODOJDUT:

f(1, 1, z) = 0.

—TO VE RASPROSTRANQETSQ I NA STEPENX ISHODNOJ FUNKCII I DA- VE NA L@BU@ FUNKCI@, BESPOWTORNO WYRAZIMU@ W BAZISE, SOSTOQ]EM TOLXKO IZ f. sFORMULIRUEM “TO W WIDE LEMMY.

pUSTX F — WSE FUNKCII, STROGO BESPOWTORNO (T. E. NET NESU- ]ESTWENNYH PEREMENNYH I WSE PEREMENNYE WHODQT W FORMULU PO ODNOMU RAZU) WYRAZIMYE W BAZISE {f}.

kAK MOVNO PREDSTAWITX “TO MNOVESTWO F?

wOZXMEM L@BOE KORNEWOE DEREWO, U KOTOROGO ISHODQ]AQ STEPENX KAVDOJ WER[INY RAWNA 3. i W KAVDOJ WER[INE NAHODITSQ ODNA I TA VE FUNKCIQ f, A LISTXQM SOOTWETSTWU@T RAZNYE PEREMENNYE.

rIS. 1 ~ASTNYM SLU^AEM QWLQETSQ STEPENX FUNKCII, KOGDA DEREWO RAW- NOMERNOE, T. E. POLNOSTX@ ZAPOLNENO DO KAKOGO-TO QRUSA:

rIS. 2

f^{(2)} nAPRIMER, DWUHQRUSNOE DEREWO SOOTWETSTWUET WTOROJ STE-

PENI.

tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM SFORMULIROWATX OB]EE SWOJSTWO FUNKCIJ IZ MNOVESTWA F — USTOJ^IWOSTX OTNOSITELXNO PODSTANO- WOK NULEJ WMESTO KAKIH-TO PEREMENNYH I, WOZMOVNO, ODNOJ EDINICY.

uTWERVDENIE 1.

pUSTX g ∈ F, A — PODSTANOWKA KONSTANT WMESTO PEREMENNYH, PRI^EM SREDI KONSTANT NE BOLEE ODNOJ EDINICY. tOGDA g|A SU]EST- WENNO ZAWISIT OT WSEH OSTAW[IHSQ PEREMENNYH.

mY NE BUDEM STROGO PO INDUKCII DOKAZYWATX “TO UTWERVDE- NIE , A POPROBUEM OB˙QSNITX NA PALXCAH. mY MOVEM PODSTAWLQTX KONSTANTY PO O^EREDI I NA KAVDOM [AGE WIDETX, ^TO PEREMENNYE BUDUT OSTAWATXSQ SU]ESTWENNYMI. wNA^ALE PODSTAWLQEM NULI. pOD- STAWIM ODIN NULX. nA[A FUNKCIQ PREWRATILASX W SUMMU PO MODUL@ DWA OT OSTAW[IHSQ PEREMENNYH. eSLI PODSTAWILI E]E ODIN NULX, TO OSTANETSQ PROSTO ODNA PEREMENNAQ I WS@ FUNKCI@ f, W KOTORU@

— 63 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

PODSTAWLENY DWA NULQ, MOVNO UBRATX I ZAMENITX ODNOJ LISTOWOJ WER[INOJ, A IMENNO, OSTAW[EJSQ PEREMENNOJ. a ESLI 3 NULQ POD- STAWITX? uVE PONQTNO, ^TO DELATX. iZ f PRI DANNOJ PODSTANOWKE MOGUT POLU^ATXSQ ILI PEREMENNYE, ILI LINEJNAQ FUNKCIQ, T. E. MY PRIHODIM NA KRUGI SWOQ, K ISHODNOMU WIDU. tEPERX PODSTANOWKA — ODNA EDINICA. eSLI ONA PROSTO W f PODSTAWLENA, TO POLU^ITSQ SU- ]ESTWENNAQ FUNKCIQ DIZ˙@NKCIQ, A ESLI ONA PODSTAWLENA W SUMMU PO MODUL@ DWA, TO — OTRICANIE PEREMENNOJ (“TA PODSTANOWKA ODNOJ EDINICY MOVET PROIZOJTI TOLXKO NA POSLEDNEM [AGE).

iTAK, MY RAZOBRALI PERWOE SWOJSTWO USTOJ^IWOSTI BAZOWOJ FUNKCII I EE PROIZWODNYH.

tEPERX WTOROE SWOJSTWO — STEPENX POLINOMA vEGALKINA. uTWERVDENIE 2.

pUSTX U FUNKCIJ g, g1, . . . , gn STEPENX POLINOMA vEGAL- KINA MAKSIMALXNA, T. E. RAWNA ^ISLU PEREMENNYH. tOGDA U

g(g_1(x̃^1), . . . , g_n(x̃^n)) STEPENX POLINOMA vEGALKINA MAKSIMALXNA.

kAK “TO MOVNO OB˙QSNITX? pROSTO MY POLU^AEM MAKSIMALXNYJ MONOM I ON NI S ^EM NE SOKRA]AETSQ. pO^EMU MY EGO POLU^AEM? dAWAJTE WYPI[EM STAR[IE ^LENY U g I OSTALXNYH FUNKCIJ:

g = ĝ + . . ., GDE ĝ = x_1 · . . . · x_n g_i = ĝ_i + . . ..

pREDSTAWIM, ^TO WSE FUNKCII — MNOGO^LENY I MY PODSTAWLQEM W MNOGO^LEN g DRUGIE KAKIE-TO MNOGO^LENY WMESTO PEREMENNYH:

g(g_1, . . . , g_n) = g_1 · . . . · g_n + . . . = ĝ_1 · . . . · ĝ_n + . . ..

a “TO I ESTX PROIZWEDENIE WSEWOZMOVNYH PEREMENNYH. t. E. MAK- SIMALXNYJ ^LEN IMEETSQ, NO PO^EMU ON NI S ^EM NE SOKRA]AETSQ W DALXNEJ[EM? pOTOMU ^TO W ĝ1 . . . ĝn WSE OSTALXNYE ^LENY IME@T MENX[EE ^ISLO PEREMENNYH HOTQ BY W ODNOM SOMNOVITELE, ZNA^IT, I W SUMME MENX[EE. w ”HWOSTE” TAKVE PRISUTSTWUET MENX[EE KOLI- ^ESTWO FUNKCIJ, NE WSE PEREMENNYE W PROIZWEDENII BUDUT IMETXSQ. wOOB]E, “TO ALGEBRAI^ESKAQ WE]X, UNIWERSALXNAQ. eSLI PODUMATX NEMNOGO, TO WPOLNE “TO MOVNO PONQTX.

sLEDSTWIE IZ UTW. 2.

∀g ∈ F STEPENX POLINOMA vEGALKINA FUNKCII g MAKSIMALXNA.

kAK “TO DOKAZYWAETSQ?

l@BAQ FUNKCIQ IZ F POLU^AETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

— 64 —

lEKCIQ 8 (28.02.07)

f(f_1, f_2, f_3), f_i ∈ F. dALEE SLEDUET NEPOSREDSTWENNO INDUKCIQ,

DLQ fi MY DOKAZALI PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII, DLQ f SLEDUET IZ OPREDELENIQ I PRIMENQEM UTW. 2.

zA^EM NAM NUVNO, ^TOBY STEPENX BYLA MAKSIMALXNOJ? dLQ TO- GO, ^TOBY W L@BOJ FORMULE, REALIZU@]EJ “TU FUNKCI@, BYLO MNOGO UMNOVENIJ.

uTWERVDENIE 3.

pUSTX G — FORMULA W BAZISE {⊕, &, 1}, REALIZU@]AQ FUNKCI@ g, I d(g) — STEPENX POLINOMA vEGALKINA FUNKCII g. tOGDA W G NAJDETSQ NE MENEE d(g) − 1 FUNKCIJ &.

dOKAZATELXSTWO PO INDUKCII PO POSTROENI@ FORMULY G , PO- SKOLXKU “TO UVE NE ALGEBRA W ^ISTOM WIDE.

bAZIS INDUKCII: d(g) = 1, G = xi, NI ODNOGO “LEMENTA & NET. o^EWIDNO. a TAKVE NE ZABYTX SLU^AJ G = 1.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD.

a) G = G_1 · G_2 b) G = G_1 ⊕ G_2

pUSTX g1 I g2 — FUNKCII, KOTORYE REALIZU@TSQ FORMULAMI G1 I G2.

nA^NEM S PUNKTA b).

oBOZNA^IM ^ISLO UMNOVENIJ W FORMULE G ZA L_$(G). tOGDA d(g1 ⊕ g2) 6 max(d(g1), d(g2)) 6 (PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII)6 max(L&(G1) + 1, L&(G2) + 1) = max(L&(G1), L(G2)) + 1 6 L&(G1) + L&(G2) + 1 = L&(G) + 1.

a) G = G_1 · G_2 d(g) = d(g_1g_2) 6 d(g_1) + d(g_2) 6 (SNOWA PREDPOLOVENIE

INDUKCII)6 L&(G1) + 1 + L&(G2) + 1 = L&(G) + 1 (ODNA IZ EDI- NIC SOOTWETSTWUET WNE[NEMU UMNOVENI@ W FORMULE).

kAK BUDET USTROENO DOKAZATELXSTWO OSNOWNOGO REZULXTATA? nA^NEM S SAMOJ FUNKCII f(x, y, z). sEJ^AS MY POKAVEM, ^TO

L(f) > 4, T. E. HOTQ BY ODNA PEREMENNAQ WHODIT DWA RAZA. (nA SAMOM

DELE, L(f) = 5, NO “TO NAM NE NUVNO.)

nAPOMNIM WID FUNKCII f.

f = xyz ⊕ x ⊕ y ⊕ z = x(yz ⊕ 1) ⊕ y ⊕ z. mOVNO POKAZATX, ^TO

POSLEDNQQ FORMULA DLQ f MINIMALXNA. nAM DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO SLOVNOSTX NE MENEE 4.

— 65 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

mY BUDEM ISPOLXZOWATX TO, ^TO UMNOVENIJ W FORMULE NE MENEE 2, POSKOLXKU STEPENX POLINOMA vEGALKINA 3.

dOPUSTIM, ^TO WSE PEREMENNYE WHODQT PO ODNOMU RAZU: x, y, z. mEVDU PEREMENNYMI POME]AETSQ DWE OPERACII. kAK MY WYQSNI- LI — OBE ONI UMNOVENIE. wERNEE, GDE-TO MOGUT BYTX EDINICY. nA- PRIMER, (x⊕1)(y(z⊕1)⊕1). pOSMOTRIM NA SAMOE WNE[NEE UMNOVENIE FORMULY OB]EGO WIDA : (x[⊕1]·(. . .)[⊕1]. wOZXMEM KAKU@-NIBUDX KON- STANTU WMESTO PEREMENNOJ x, ^TOBY PERWAQ SKOBKA UNI^TOVILASX. eSLI EDINICA W NEJ ESTX, WOZXMEM KONSTANTU 1, ESLI — NET, TO WOZX- MEM 0. w L@BOM SLU^AE, OSTALXNYE PEREMENNYE IS^EZA@T. nO “TO NE TAK, POSKOLXKU RANEE MY POKAZALI, ^TO NADO HOTQ BY DWE EDINI- CY PODSTAWITX, ^TOBY POLU^ITX 0. sLEDOWATELXNO, ODNA PEREMENNAQ WHODIT HOTQ BY DWA RAZA I SLOVNOSTX FORMULY DLQ f NE MENEE 4.

iZ “TOGO FAKTA SLEDUET, ^TO DLQ POSLEDOWATELXNOSTI STEPENEJ OCENKA SLOVNOSTI ASIMPTOTI^ESKI NE MENEE 2n. wERNEE, MY BUDEM RABOTATX S PARAMETROM MAKSIMALXNOE WHOVDENIE ODNOJ PEREMENNOJ.

pOKAVEM “TO. —TA PROCEDURA NAPOMINAET PROCEDURU rAMSEQ, T. E. MY WYBIRAEM NUVNU@ NAM PODFORMULU. rASSMOTRIM SNA^ALA

f^{(2)}.

rIS.

zDESX WSE 9 PEREMENNYH SGRUPPIROWANY W 3 GRUPPY PO 3 PERE- MENNYH. dOPUSTIM, W KAKOJ-TO GRUPPE WSE TRI PEREMENNYE WHODQT PO ODNOMU RAZU. mOVET LI TAKOE BYTX? nET, NE MOVET. pODSTAWIM KAKIE-TO KONSTANTY W OSTALXNYE PEREMENNYE, TAK ^TOBY BYLA SU- ]ESTWENNAQ ZAWISIMOSTX OT “TOJ GRUPPY. tAKAQ WOZMOVNOSTX, ESLI ESTX SU]ESTWENNAQ ZAWISIMOSTX, WSEGDA ESTX. t. E. POLU^ITSQ LIBO f, LIBO f, I W NEJ SOHRANQTSQ WSE WHOVDENIQ PEREMENNYH PO ODNOMU RAZU, ^TO NEWOZMOVNO. zNA^IT, W KAVDOJ GRUPPE NE BOLEE, ^EM DWE PEREMENNYE MOGUT WHODITX PO ODNOMU RAZU.

dOPUSTIM, W PERWOJ GRUPPE 2 PEREMENNYE WHODQT PO 1 RAZU, WO WTOROJ — PO 1 RAZU, A W TRETXEJ MOGUT 2 PEREMENNYE WHODITX PO 1 RAZU? nET, NE MOGUT. rASSMOTRIM TAKU@ SITUACI@: W KAVDOJ GRUPPE NAJDETSQ PEREMENNAQ, WHODQ]AQ 1 RAZ. uVE TAKOGO BYTX NE MOVET. pO^EMU? oPQTX VE WMESTO OSTAW[IHSQ PEREMENNYH PODSTAWIM KON- STANTY TAK, ^TOBY PEREMENNYE, WHODQ]IE PO PREDPOLOVENI@ 1 RAZ,

— 66 —

lEKCIQ 8 (28.02.07)

SOHRANILISX. pOLU^IM SNOWA FUNKCI@ f(x^{σ1} , y^{σ2} , z^{σ3} ). —TO NEWOZ- MOVNO, POSKOLXKU SLOVNOSTX NE MENX[E 4. pO“TOMU QSNO, ^TO W OD- NOJ IZ GRUPP NE DOLVNO BYTX NI ODNOJ PEREMENNOJ, WHODQ]EJ 1 RAZ. sLEDOWATELXNO, MAKSIMUM 4 PEREMENNYE WHODQT ODIN RAZ W FORMULU. eSLI MY RASSMOTRIM f^{(3)} = f(f^{(2)}), TO W KAVDOJ BOLX[OJ GRUPPE IZ 9 PEREMENNYH NE MOGUT WSE PEREMENNYE WHODITX PO 1 RAZU, A W KAVDOJ GRUPPE NE BOLEE 4 PEREMENNYH WHODQT 1 RAZ, KAK SLEDUET IZ PREDYDU]EGO [AGA. iTOGO, NE BOLEE 8 PEREMENNYH, A WSEGO IH 27. uVE WIDNO, ^TO OSTAETSQ WSE MENX[AQ I MENX[AQ DOLQ PEREMENNYH, WHODQ]IH 1 RAZ. tO^NEE, WSEGO 3^m PEREMENNYH, A WHODQ]IH 1 RAZ NE BOLEE, ^EM 2^m = o(3^m).

sFORMULIRUEM “TO VE W NEKOEM OB]EM WIDE.

uTWERVDENIE 4. pUSTX g(x1 . . . xn) NEKOTORAQ FUNKCIQ I W L@- BOJ FORMULE DLQ g NAD NEKOTORYM BAZISOM B NAJDETSQ PEREMENNAQ, WHODQ]AQ NE MENEE k RAZ. dALEE, PUSTX g^′ — FUNKCIQ, STROGO BESPO- WTORNO WYRAZIMAQ NAD BAZISOM {g}, PRI^EM DEREWO (NE OBQZATELXNO RAWNOMERNOE), SOOTWETSTWU@]EE FUNKCII g^′, IMEET GLUBINU (MAKSI- MALXNOE KOLI^ESTWO QRUSOW) m.

rIS.

pRIMER 3-HQRUSNOGO DEREWA.

tOGDA W L@BOJ FORMULE, REALIZU@]EJ FUNKCI@ g^′ NAD B, ^ISLO PEREMENNYH, WHODQ]IH NE BOLEE k RAZ, NE BOLX[E, ^EM (n − 1)^m.

kAK “TO SOOTWETSTWUET PREDYDU]EMU ^ASTNOMU SLU^A@? zDESX W KA^ESTWE g WYSTUPALA FUNKCIQ f, n = 3, m = 2, 3, k = 2, W KA^ESTWE G^′ — RAWNOMERNOE DEREWO. tOGDA (n − 1)^m = 2^m = o(3^m).

dOKAVEM PO INDUKCII.

bAZIS INDUKCII. (iNDUKCIQ PO POSTROENI@ FORMULY g^′).

g^′ = g, m = 1. uTWERVDAETSQ, ^TO W L@BOJ FORMULE, REALIZU@-

]EJ g, ^ISLO PEREMENNYH, WHODQ]IH NE BOLEE k RAZ, NE BOLX[E n − 1, T. E. SU]ESTWUET PEREMENNAQ, WHODQ]AQ BOLEE k RAZ, ^TO QWLQETSQ PEREFORMULIROWKOJ USLOWIQ.

i E]E SLU^AJ g^′ = xi, m = 0. iNDUKTIWNYJ PEREHOD.

pUSTX g^′ PREDSTAWLQETSQ W WIDE g^′ = g(g^′_1, . . . , g^′_m), GDE K FUNK- CIQM g^′_i MOVEM PRIMENITX PREDPOLOVENIE INDUKCII. u g^′_i GLUBINA NE BOLEE m − 1. rASSMOTRIM KAKU@-NIBUDX FORMULU NAD BAZISOM B ,

— 67 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

O KOTOROJ IDET RE^X W UTWERVDENII, I POSMOTRIM, KAK RASPOLOVENY TE PEREMENNYE, KOTORYE WHODQT MENX[E k RAZ. uTWERVDAETSQ, ^TO SREDI PEREMENNYH HOTQ BY ODNOJ IZ FUNKCIJ g^′_i TAKIH PEREMENNYH NET.

pO^EMU? pREDPOLOVIM, ^TO U WSEH g^′_i ESTX PEREMENNAQ, WHODQ- ]AQ MENX[E k RAZ. tOGDA WMESTO OSTAW[IHSQ PEREMENNYH PODSTAWIM KAKIE-TO KONSTANTY, ^TOBY “TI PEREMENNYE OSTALISX. i POLU^IM FUNKCI@ g(x^{σ1}_1 , . . . , x^{σn}_n ). tOGDA MY IMEEM FORMULU DLQ g, W KOTOROJ SU]ESTWUET PEREMENNAQ, WHODQ]AQ MENEE k RAZ, ^TO PROTIWORE^IT USLOWI@. zNA^IT, NAJDETSQ g^′_i, NE SODERVA]AQ TAKIH PEREMENNYH.

pUSTX, SKAVEM, i = n. pOSLEDNQQ FUNKCIQ IZ g^′_i NE SODERVIT TAKIH PEREMENNYH, OSTALXNYE MOGUT SODERVATX. nO SKOLXKO? oPQTX VE PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII g^′_j (j < n) SODERVAT NE BOLEE (n −

1)^{m−1} TAKIH PEREMENNYH. iTOGO, NE BOLX[E (n − 1)(n − 1)^{m−1} = (n − 1)^m ”PLOHIH” PEREMENNYH.

uTWERVDENIE SLOVNOE, NO DOKAZYWAETSQ ONO PROSTO. kAKIM VE BUDET OB]IJ WID DOKAZATELXSTWA? pOKA ^TO MY PO- LU^ILI OCENKU ASIMPTOTI^ESKI NE MENX[E 2n.

tEPERX MY WYBEREM KAKU@-TO BOLX[U@ STEPENX, ^ISLO m. nA[A ZADA^A: POKAZATX, ^TO PRI KAKOM-TO DOSTATO^NO BOLX[OM m HOTQ BY ODNA PEREMENNAQ BUDET WHODITX UVE NE MENX[E TREH RAZ. pREDPOLO- VIM, ^TO WSE PEREMENNYE WHODQT PO 2 RAZA. tOGDA PROIZWEDEM SERI@ ZABIWANIJ I PRI KAVDOM ZABIWANII KAKAQ-TO PEREMENNAQ BUDET S DWUH WHOVDENIJ PEREMENNOJ PERESKAKIWATX NA EDINICU. i POSLE TO- GO, KAK “TIH EDINIC NABERETSQ 2^m, A “TO ESTX ”O MALOE” OT OB]EGO ^ISLA PEREMENNYH, POLU^IM PROTIWORE^IE S UTW.4. zNA^IT, ESTX PE- REMENNAQ, KOTORAQ WHODIT HOTQ BY 3 RAZA. tOGDA W KA^ESTWE g BEREM

f^{(m)} I PRIMENQEM SNOWA UTW.4. pONQTNO, ^TO STEPENI g BUDUT I STE-

PENQMI FUNKCII f. tOGDA SRAZU POLU^AEM OCENKU ASIMPTOTI^ESKI NE MENX[E 3n. dALEE I]EM PEREMENNU@, WHODQ]U@ NE MENX[E 4 RAZ. —TO BUDET PROISHODITX PRI m2. i T. D.

lEKCIQ 9 (14.03.07)

—TA LEKCIQ QWLQETSQ NEPOSREDSTWENNYM PRODOLVENIEM PREDY- DU]EJ LEKCII, PO“TOMU SRAZU VE PRISTUPIM K DELU.

— 68 —

lEKCIQ 9 (14.03.07)

mY RASSMATRIWAEM FORMULY W BAZISE {&, ⊕, 1}. pUSTX G — FOR- MULA W “TOM BAZISE. sREDI PODFORMUL FORMULY G WYDELIM MAKSI- MALXNYE LINEJNYE FORMULY, KOTORYE NAZOWEM CENTRALXNYMI.

pUSTX H — PODFORMULA FORMULY G. H NAZOWEM CENTRALXNOJ, ESLI WNUTRI H SODERVATSQ TOLXKO LINEJNYE FUNKCII, NO L@BAQ FORMULA, SODERVA]AQ H, UVE SODERVIT UMNOVENIE.

t. E. CENTRALXNU@ PODFORMULU MOVNO PREDSTAWITX TAK: H = (x_{i1} ⊕ . . . ⊕ x_{ik} [⊕1]) · (. . .). oNA OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI: 1) SODERVIT HOTQ BY ODNU PEREMENNU@ 2) LINEJNA 3) MAKSIMALXNO LINEJNA.

~ISLO TAKIH CENTRALXNYH PODFORMUL SWQZANO S ^ISLOM UMNO- VENIJ.

w PRO[LYJ RAZ MY OCENIWALI ^ISLO UMNOVENIJ W FORMULE, WY- RAVALI EGO ^EREZ STEPENX POLINOMA vEGALKINA I T. D. i WOT, DLQ ZABIWANIQ, NAS INTERESU@T TAKIE CENTRALXNYE PODFORMULY. kAK BUDET ZABIWANIE OSU]ESTWLQTXSQ? mY BUDEM PODSTAWLQTX KAKIE-TO KONSTANTY WMESTO ODNOJ KAKOJ-TO SKOBKI I WTORAQ SKOBKA ZABXETSQ. pO“TOMU NAM WAVNO ZNATX ^ISLO TAKIH PODFORMUL.

dAWAJTE OBOZNA^IM C(G) — ^ISLO CENTRALXNYH PODFORMUL W G. i, U NAS UVE BYLO OBOZNA^ENIE, L&(G) — ^ISDO UMNOVENIJ W G.

uTWERVDENIE 5.

eSLI G MINIMALXNA I PO SLOVNOSTI L, I PO ^ISLU EDINIC, (KO- TORYE NE WHODQT W SLOVNOSTX), TO C(G) > L& + 1.

(uSLOWIE MINIMALXNOSTI WWODITSQ, ^TOBY ISKL@^ITX WYROV- DENNYJ SLU^AJ, KOGDA SKOBKI SOSTOQT TOLXKO IZ KONSTANT.)

pOPROBUEM OB˙QSNITX BEZ INDUKCII.

wO-PERWYH, WSE ”EDINI^KI” IZ FORMULY UBEREM. pOSKOLXKU UTWERVDENIE SINTAKSI^ESKOE, ^TO BUDET PROISHODITX S FUNKCIEJ, NAM NEINTERESNO. oSTANUTSQ TOLXKO OPERACII &, ⊕. zATEM RASSMOT- RIM CENTRALXNYE PODFORMULY I ZAMENIM KAVDU@ IZ “TIH PODFOR- MUL NA WWEDENNU@ NOWU@ PEREMENNU@ (KAVDU@ DLQ SWOEJ PODFORMU- LY). pOLU^IM NEKOTORU@ FORMULU.

— 69 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

mOVET POLU^ITXSQ TAKOJ SLU^AJ: (A)(B) ⊕ xi_1 . . .. dWE SKOBKI PEREMNOVA@TSQ I DOBAWLQETSQ ”HWOST”PEREMENNYH. eGO MY OTBRA- SYWAEM TAKVE. oN NE QWLQETSQ CENTRALXNOJ PODFORMULOJ, ON NI NA ^TO NE UMNOVAETSQ POTOM.

pOLU^IW[AQSQ NOWAQ FORMULA BUDET SOSTOQTX IZ PEREMENNYH, ^ISLO KOTORYH RAWNO ^ISLU CENTRALXNYH PODFORMUL. sLOVNOSTX EE BUDET RAWNA C(G) I WSE UMNOVENIQ PRI “TOM SOHRANQTSQ, IH ^ISLO

L_&(G). dALX[E UVE LEGKO SOOBRAZITX, ^TO OPERACIJ & ILI ⊕ NA

EDINICU MENX[E, ^EM C(G).

sFORMULIRUEM SLEDSTWIE IZ PREDYDU]IH UTWERVDENIJ I TOLX- KO ^TO DOKAZANNOGO.

rANEE MY DOKAZALI SLEDSTWIE IZ UTW.2: forallg ∈ Fd(g) = n(g), UTW.3: ESLI G REALIZUET g W B, TO L&(G) > d(g) − 1.

sOBEREM “TI UTW. WMESTE. sLEDSTWIE IZ UTW. 2,3,5 eSLI g ∈ F, G REALIZUET g W B, TOGDA C(G) > L&(G) + 1 > d(g) = n(g). tEPERX SFORMULIRUEM UTWERVDENIE, OB˙QSNQ@]EE TO, KAK IS- POLXZOWATX CENTRALXNYE FORMULY DLQ ZABIWANIQ.

uTWERVDENIE 6.

pUSTX G — MINIMALXNAQ FORMULA W B, H — CENTRALXNAQ POD- FORMULA W G I L&(G) > 1. tOGDA SU]ESTWUET PODSTANOWKA KONSTANT A, OBLADA@]AQ SWOJSTWAMI:

1) A OPREDELENA TOLXKO NA PEREMENNYH, WHODQ]IH W H

2) SREDI PODSTAWLQEMYH KONSTANT NE BOLX[E 1 EDINICY 3) FORMULA G|A UPRO]AEMA.

oPREDELENIE UPRO]AEMOJ FORMULY: ESLI MY PRI PODSTANOWKE KONSTANT WMESTO PEREMENNYH, MOVEM UDALITX E]E KAKIE-TO WHOVDE- NIQ DRUGIH PEREMENNYH, TO TAKAQ FORMULA NAZYWAETSQ UPRO]AEMOJ.

sOBSTWENNO WSE ZABIWANIE, KOTOROE BUDET W OKON^ATELXNOJ TEO- REME, SOSREDOTO^ENO ZDESX, W UTW. 6. (zAMETIM, ^TO RANEE W ”VELTOJ KNIVKE” I STATXE W mwk DOKAZYWALOSX SLOVNEE, ^EM ZDESX. bUDET RASSMOTRENO WSEGO NESKOLXKO SLU^AEW.)

w G, PO USLOWI@, ESTX HOTQ BY ODNO UMNOVENIE, PO“TOMU H · H^′. sLU^AJ 1.

— 70 —

lEKCIQ 9 (14.03.07)

w H^′ ESTX PEREMENNAQ, NE WHODQ]AQ W H. —TO OSNOWNOJ SLU^AJ. mY WMESTO WSEH PEREMENNYH IZ H PODSTAWIM KAKIE-TO KONSTANTY I POLU^IM UPRO]AEMU@ FORMULU. wYBEREM A TAK, ^TOBY H = 0. wSE USLOWIQ UTW. 6 WYPOLNENY, POSKOLXKU H PREDSTAWLQET IZ SEBQ SUMMU PEREMENNYH I, WOZMOVNO, ODNOJ EDINICY. oTS@DA SLEDUET, ^TO EDINIC DOSTATO^NO WZQTX NE BOLX[E ODNOJ.

sLU^AJ 2.

wSE PEREMENNYE IZ H^′ SODERVATSQ W H. t. E. W “TOJ FORMULE

H · H^′ PRISUTSTWU@T TOLXKO PEREMENNYE, WHODQ]IE W H. pO“TOMU

MY MOVEM W “TOJ FORMULE WYBIRATX L@BOJ FRAGMENT I DELATX TAM PODSTANOWKU, I USLOWIE 1 BUDET WYPOLNENO.

sLU^AJ 2.1.

H^′ QWLQETSQ CENTRALXNOJ PODFORMULOJ.

sLU^AJ 2.1.1.

w H ESTX PEREMENNAQ, NE WHODQ]AQ W H^′. —TOT SLU^AJ ANALOGI- ^EN SLU^A@ 1.

sLU^AJ 2.1.2.

wSE PEREMENNYE IZ H WHODQT W H^′. rANEE BYLO USLOWIE: WSE PEREMENNYE IZ H^′ WHODQT W H. t. E. MY POLU^AEM, ^TO LIBO X · X, LIBO X(X ⊕ 1). a “TI FORMULY NE QWLQ@TSQ MINIMALXNYMI.

sLU^AJ 2.2.

H^′ — NE CENTRALXNAQ PODFORMULA.

tOGDA W H^′ ESTX PODFORMULA WIDA H1 · H^′_1, GDE H1 I H^′_1 — CENTRALXNYE. pO^EMU “TO TAK? wOZXMEM SAMOE PERWOE UMNOVENIE, KOTOROE PROIZWODITSQ PRI POSTROENII FORMULY H^′. eSLI DO “TOGO UMNOVENIJ NE BYLO, A BYLI TOLXKO LINEJNYE OPERACII, ZNA^IT, UM- NOVENIE DEJSTWUET NA DWE LINEJNYE SKOBKI. iH OBOZNA^IM ^EREZ H1 I H^′_1. i ZDESX MY POPADAEM W SITUACI@, ANALOGI^NU@ SL.1 I SL.2.1. wAVNO NE UPUSKATX IZ WIDU, ^TO W H^′ WSE PEREMENNYE WHODQT W H, PO“TOMU NIKAKIE DRUGIE PEREMENNYE PODSTANOWKOJ NE BUDUT ZATRO- NUTY.

zAME^ANIE. —TO DOWOLXNO NEO^EWIDNYJ RAZBOR SLU^AEW, PRI[EL Q K NEMU NE SRAZU, A UVE POSLE OPUBLIKOWANIQ STATXI.

uTWERVDENIE 6 DOKAZANO.

pRISTUPIM K OSNOWNOJ LEMME. oNA BUDET DOSTATO^NO DLINNOJ. iZ NEE BUDET NEPOSREDSTWENNO SLEDOWATX NIVNQQ OCENKA.

— 71 —

gLAWA III. sRAWNENIE PROIZWOLXNYH BAZISOW

lEMMA.

∀k∃m_k: W L@BOJ FORMULE W B, REALIZU@]EJ f^{(mk )}, NAJDETSQ

PEREMENNAQ, WHODQ]AQ BOLX[E k RAZ.

bAZIS INDUKCII: k = 1, mk = 1.

( BYLO SLEDSTWIE IZ UTW. 3, ^TO SLOVNOSTX SAMOJ FUNKCII f NE MENX[E 4, A U NEE 3 PEREMENNYE, ZNA^IT, NAJDETSQ PEREMENNAQ, WHODQ]AQ W FORMULU HOTQ BY 2 RAZA, T. E. BOLX[E, ^EM 1 RAZ).

iNDUKTIWNYJ PEREHOD.

k − 2 → k, k > 2.

oBOZNA^IM ^EREZ g = f^{(mk�1)}. i DALEE BUDEM RASSMATRIWATX STEPENI FUNKCII g. oNI VE BUDUT I STEPENQMI FUNKCII f. a IMENNO, RASSMOTRIM FUNKCII g^{(m)} = f^{(m·mk�1)}.

t. E. mk BUDEM ISKATX W WIDE NEKOTOROGO m, UMNOVENNOGO NA

m_{k−1}, A m BUDEM WYBIRATX IZ USLOWIJ, KOTORYE W PROCESSE DOKAZA-

TELXSTWA WYPI[EM.

wWEDEM KLASS Fg — KLASS BESPOWTORNO WYRAZIMYH FUNKCIJ NAD BAZISOM {g}, F ⊆ F. pO“TOMU MY BUDEM ISPOLXZOWATX UTWERVDENIQ, KOTORYE DOKAZYWALI DLQ F.

bUDEM S^ITATX m FIKSIROWANNOJ WELI^INOJ, A POTOM WYBEREM EE. tEPERX DLQ DANNOGO m PREDPOLOVIM PROTIWNOE DOKAZYWAEMOMU.

∃G W B, REALIZU@]AQ g^{(m)} TAKAQ, ^TO ∀ PEREMENNAQ WHODIT W G NE BOLEE k RAZ.

tEPERX UVE PO WNUTRENNEJ INDUKCII PROIZWEDEM CEPO^KU POD- STANOWOK KONSTANT, W REZULXTATE KOTOROJ POLU^IM POSLEDOWATELX- NOSTX FUNKCIJ I FORMUL. t. E. POSTROIM FUNKCII

g^{(m)} = g_0, g_1, . . . , g_t I FORMULY G = G_0, G_1, . . . , G_t, PRI^EM g_i = g_{i−1}|_{Ai} , G_i = G_{i−1}|_{Ai} .

pODSTANOWKI Ai WYBEREM TAK, ^TOBY WYPOLNQLISX SLEDU@]IE USLOWIQ:_{1) g}

i — OBOB]ENNO-ODNOTIPNA S NEKOTOROJ FUNKCIEJ IZ F

2) |A_i| 6 2kn (n = n(g))

3) W Ai NE BOLX[E 1 EDINICY 4) FORMULA Gi−1|A_i UPRO]AEMA

5) A_i OPREDELENA TOLXKO NA NEOSOBYH PEREMENNYH.

oPREDELIM, ^TO TAKOE NEOSOBYE PEREMENNYE.

— 72 —

lEKCIQ 9 (14.03.07)

oB]AQ IDEQ TAKAQ: NA KAVDOM [AGE BUDET PROIZWODITXSQ KAKOE- TO UPRO]ENIE, T. E. HOTQ BY U ODNOJ PEREMENNOJ IZ OSTA@]IHSQ BUDET NA ODNO WHOVDENIE MENX[E. i NAM NADO “TU PEREMENNU@ BE- RE^X, T. E. NE DOPUSTITX, ^TOBY NA SLEDU@]EM [AGE WMESTO NEE BYLA PODSTAWLENA KONSTANTA I “TOT “FFEKT NIWELIROWALSQ. pO“TOMU MY TAKIE PEREMENNYE, KOTORYE WHODQT NE k RAZ, A MENX[E, NE TROGAEM, S^ITAEM IH OSOBYMI. nU, I E]E NEKOTORYE PEREMENNYE.

g_i REALIZUETSQ PO^TI DEREWOM NAD BAZISOM g. w “TOM DEREWE W

KAVDOJ NELISTOWOJ WER[INE SIDIT FUNKCIQ g ILI OTRICANIE, W NEM NE BOLX[E m QRUSOW, POSKOLXKU gi POLU^ENA IZ FUNKCII g^{(m)}, ISKL@- ^AQ, BYTX MOVET, NEKOTORYE PEREMENNYE. tAK WOT, OSOBYMI TAKVE BUDEM S^ITATX PEREMENNYE, NAHODQ]IESQ NA NE POSLEDNEM QRUSE, A GDE-TO NIVE. iZNA^ALXNO U NAS WSE PEREMENNYE NAHODILISX NA PO- SLEDNEM QRUSE, A POTOM NEKOTORYE U[LI WNUTRX, IH TOVE TROGATX NE BUDEM, BUDEM S^ITATX OSOBYMI. sUTX Q OB˙QSNIL. tEPERX DAWAJTE IZLOVIM FORMALXNO.

wWEDEM MNOVESTWA Pi I Qi.

— 73 —

cITIRUEMAQ LITERATURA

cITIRUEMAQ LITERATURA

[1] bEZRUKOW a. e. dIPLOMNAQ RABOTA. — m.: MEHMAT mgu, 1998. [2] kIRI^ENKO k. d. bESPOWTORNYE I SLABOPOWTORNYE BULEWY FUNK- CII W PRED“LEMENTARNYH BAZISAH // kAND. DISS.. — iRKUTSK,

2000.

[3] kUZNECOW a. w. o BESPOWTORNYH KONTAKTNYH SHEMAH I BESPO- WTORNYH SUPERPOZICIQH FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI // tRUDY mian sssr. — 1958. — t. 51. — s. 186–225.

[4] mU^NIK b. a. oCENKA SLOVNOSTI REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII FORMULAMI W NEKOTORYH BAZISAH // kIBERNETIKA. — 1970. — ß 4. — s. 29–38.

[5] nE^IPORUK —. i. oB ODNOJ BULEWSKOJ FUNKCII // dan sssr. —

1966. — t. 169, ß 4. — s. 765–766.

[6] pERQZEW n. a. sLABOPOWTORNYE BULEWY FUNKCII W BINARNOM BA- ZISE // iRKUTSKIJ UN-T. sERIQ: dISKRETNAQ MATEMATIKA I IN- FORMATIKA. wYP. 4. — iRKUTSK, 1998.

[7] rY^KOW k. l. o NIVNIH OCENKAH SLOVNOSTI PARALLELXNO- POSLEDOWATELXNYH KONTAKTNYH SHEM, REALIZU@]IH LINEJNYE BULEWY FUNKCII // sIBIRSKIJ VURNAL ISSLEDOWANIQ OPERA- CIJ. — 1994. — t. 1, ß 4. — s. 33–52.

[8] sTECENKO w. a. o SRAWNENII BULEWYH BAZISOW // iZW. WUZOW. mA- TEMATIKA. — 1988. — ß 7. — s. 72–79.

[9] sTECENKO w. a. o PREDPLOHIH BAZISAH W P2 // mATEMATI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI. wYP. 4. — m.: nAUKA, 1992. — s. 139–177.

[10] sUBBOTOWSKAQ b. a. o REALIZACII LINEJNYH FUNKCIJ FORMULA-

MI W BAZISE ∨, &, − // dan sssr. — 1961. — t. 136, ß 3. — s. 784–787.

[11] sUBBOTOWSKAQ b. a. o SRAWNENII BAZISOW PRI REALIZACII FUNK-

CIJ ALGEBRY LOGIKI FORMULAMI // dOKL. an sssr. — 1963. — t. 149, ß 4. — s. 784–787.

— 74 —

cITIRUEMAQ LITERATURA

[12] hRAP^ENKO w. m. o SLOVNOSTI REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII

W KLASSE p-SHEM // mATEM. ZAMETKI. — 1971. — t. 9, ß 1. — s. 35–40.

[13] hRAP^ENKO w. m. oB ODNOM METODE POLU^ENIQ NIVNIH OCENOK

SLOVNOSTI p-SHEM // mATEM. ZAMETKI. — 1972. — t. 10, ß 1. — s. 83–92.

[14] ~ERUHIN d. ‘. oB ODNOJ BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTIULU^-

[A@]IHSQ BULEWYH BAZISOW // dISKRETNYJ ANALIZ I ISSLEDOWA- NIE OPERACIJ. — 1997. — t. 4, ß 4. — s. 79–95.

[15] ~ERUHIN d. ‘. o PREDPLOHIH BULEWYH BAZISAH // dISKRETNAQ

MATEMATIKA. — 1999. — t. 11, WYP. 2. — s. 118–160.

[16] ~ERUHIN d. ‘. aLGORITMI^ESKIJ KRITERIJ SRAWNENIQ BULEWYH

BAZISOW // mATEMATI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI. wYP. 8. — m.: nAUKA, 1999. — s. 77–122.

[17] ~ERUHIN d. ‘. o SLOVNOSTI REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII

FORMULAMI W KONE^NYH BULEWYH BAZISAH // dISKRETNAQ MATE- MATIKA. — 2000. — t. 12, WYP. 1. — s. 135–144.

[18] ~ERUHIN d. ‘. o REALIZACII LINEJNOJ FUNKCII FORMULAMI W

RAZLI^NYH BAZISAH // wESTNIK mOSK. UN-TA. sER 1. mATEMATIKA. mEHANIKA. — 2001. — ß 6. — s. 15–19.

[19] ~ERUHIN d. ‘. nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ. —

m.: gRAFIK bEZ gRANIC, 2005.

[20] –ARANHAEW i. k. sLABOPOWTORNYE BULEWY FUNKCII W PRED“LE-

MENTARNYH BAZISAH // kAND. DISS.. — iRKUTSK, 2003.

[21] –ENNON k. rABOTY PO TEORII INFORMACII I KIBERNETIKE. —

m.: il, 1963.

[22] qBLONSKIJ s. w. rEALIZACIQ LINEJNOJ FUNKCII W KLASSE p-

SHEM // dan sssr. — 1954. — t. 94, ß 5. — s. 805–806.

[23] qBLONSKIJ s. w. wWEDENIE W DISKRETNU@ MATEMATIKU. — 2-E

IZD. — m.: nAUKA, 1986.

[24] Chockler H., Zwick U. Which bases admit non-trivial shrinkage of formulae? // Computational complexity. — 2001. — V. 10, No 1. —

s. 28–40.

— 75 —

cITIRUEMAQ LITERATURA

[25] Hastad J. The shrinkage exponent of de Morgan formulas is 2 // SIAM J. Comput.. — 1998. — V. 27. — s. 48–64.

[26] Lee T. A new rank technique for formula size lower bounds // Proceedings of STACS-2007.

— 76 —